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Capitulo 1

Introducciéon al numérico de
EDP’s

1.1. Introduccién y motivaciéon

Estas notas constituyen una breve guia de lo que consideramos puede y debe
ser un ultimo capitulo de un curso introductorio al Calculo Numérico de Ecua-
ciones Diferenciales. En efecto, tras haber estudiado los elementos basicos del
Calculo Numérico para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) y los aspec-
tos fundamentales de la aproximacién numérica de la ecuaciéon de Laplace es
coherente y natural combinar y sintetizar estos conocimientos para introducirse
en el mundo de las Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) de evolucion.

La forma en la que las EDP se presentan habitualmente en la modelizaciéon de
fenémenos de la Ciencia y Tecnologia es precisamente la de modelos de evoluciéon
en los que se describe la dinamica a lo largo del tiempo de determinada cantidad
o variable (también a veces denominada estado) que puede representar objetos
de lo méas diversos que van desde la posicion de un satélite en el espacio hasta la
dindmica de un d4tomo, pasando por los indices bursatiles o el grado en que una
enfermedad afecta a la poblacién. En otras palabras, los modelos dindmicos o
de evolucién son los més naturales en la medida que reproducen nuestra propia
concepcion del mundo: un espacio tri-dimensional que evoluciona y cambia en

el tiempo!.

1Si bien la Teoria de la Relatividad establece que es mejor considerar a las cuatro del
mismo modo, nuestra percepcién 3 + 1 esta condicionada por razones puramente fisiologicas

y culturales.
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Cuando el estado o variable de un modelo o sistema de evolucion es finito-
dimensional, el modelo més natural es un sistema de EDO, cuya dimension
coincide precisamente con el del nimero de parametros necesarios para descri-
bir dicho estado. Asi, por ejemplo, para posicionar una particula en el espacio
necesitamos de tres variables dependientes del tiempo y para describir su di-
namica un sistema de tres ecuaciones diferenciales. Pero en muchas ocasiones,
como es el caso sisteméaticamente en el contexto de la Mecénica de Medios Con-
tinuos, la variable de estado es infinito-dimensional. Esto ocurre por ejemplo
cuando se pretende describir la deformacién de cuerpos elésticos o la tempe-
ratura de un cuerpo solido en los que la deformaciéon o temperatura de cada
uno de los puntos de ese medio continuo constituye una variable o incognita del
sistema. Los modelos mateméaticos naturales en este caso son las EDP.

En la teoria clasica de EDP éstas se clasifican en tres grandes grupos: elip-
ticas, parabolicas e hiperbolicas.

El modelo eliptico por excelencia involucra el operador de Laplace

N
A=Y "0%/0a3 (1.1.1)
=1

y ha sido objeto de estudio en el capitulo anterior. La variable tiempo esta au-
sente en este modelo. Es por eso que sbélo permite describir estados estacionarios
o de equilibrio.

Las ecuaciones parabdlicas y las hiperbolicas, representadas respectivamente
por la ecuacion del calor y la de ondas, son los modelos clésicos en el contexto
de las EDP de evolucién. Sus caracteristicas matemaéticas son bien distintas.
Mientras que la ecuacion del calor permite describir fenémenos altamente irre-
versibles en tiempo en los que la informacién se propaga a velocidad infinita, la
ecuacion de ondas es el prototipo de modelo de propagacion a velocidad finita
y completamente reversible en tiempo.

El operador del calor es

Oy — A, (1.1.2)

de modo que al actuar sobre una funcion u = u(z,t) que depende de la variable

espacio-tiempo (z,t) € R x (0, 00) tiene como resultado

_u_ P
S0t & ox}

1=

[0r — Al u (1.1.3)

Sin embargo, el operador de ondas o de D’Alembert es de la forma

O0=0?-A (1.1.4)
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y da lugar a

_ P
o
La irreversibilidad temporal de (1.1.3) es evidente. Si hacemos el cambio de

Ou= [0} — Al u — Au. (1.1.5)

variable t — ¢ = —t, el operador (1.1.3) cambia y da lugar al operador del calor
retrogrado J; + A mientras que el operador de ondas permanece invariante.

El operador del calor y de ondas se distinguen también por sus a&mbitos de
aplicacion. Mientras que el primero es habitual en la dinamica de fluidos (a tra-
vés de una version maés sofisticada, el operador de Stokes) o en fendémenos de
difusion (del calor, de contaminantes,. .. ), el operador de ondas y sus variantes
intervienen de forma sistematica en elasticidad (frecuentemente a través de sis-
temas mas sofisticados, como el de Lamé, por ejemplo) o en la propagacion de
ondas actsticas o electromagnéticas (ecuaciones de Maxwell).

La Mecénica de Medios Continuos esté repleta también de otras ecuaciones,
operadores y modelos, pero en todos ellos, de una u otra manera, encontraremos
siempre el operador del calor, de ondas o una variante muy préxima de los
mismos.

Frecuentemente los modelos son més sofisticados que wuna “simple”
ecuacion aislada. Se trata a menudo de sistemas acoplados de EDP en los que
es habitual encontrar tanto componentes parabélicos como hiperboélicos. Es el
caso por ejemplo de las ecuaciones de la termoelasticidad. En estos casos, si bien
un buen conocimiento de los aspectos més relevantes de la ecuacioén del calor y
de ondas aisladamente puede no ser suficiente a causa de las interacciones de
los diferentes componentes, si que resulta indispensable.

Por todo ello es natural e importante entender todos los aspectos mate-
maticos fundamentales de estas dos piezas clave: la ecuaciéon del calor y la de
ondas. Evidentemente esto es también cierto desde el punto de vista del Analisis
y del Célculo Numérico.

Hasta ahora nos hemos referido sélo a las ecuaciones del calor y de ondas en
su expresion maés sencilla: con coeficientes constantes. Estas ecuaciones, cuando
modelizan fenémenos en medios heterogéneos (compuestos por materiales de di-
versa naturaleza) adoptan formas méas complejas y se presentan con coeficientes
variables, dependientes de la variable espacial x, de la variable temporal ¢t o de
ambas.

Por limitaciones de tiempo nos centraremos esencialmente en el estudio de
estas ecuaciones en el caso mas sencillo de los coeficientes constantes y lo hare-
mos, sobre todo, en una variable espacial. A pesar de ello, creemos que quien
asimile bien los conceptos que aqui expondremos y entienda las técnicas y los

resultados principales que presentaremos estara en condiciones de abordar con
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éxito situaciones mas complejas, incluyendo EDP con coeficientes variables y en
varias dimensiones espaciales.

En esta introduccién no hemos mencionado para nada otras palabras clave en
la modelizacién de fendémenos complejos como son los términos “no-linealz “no-
determinista". La aproximacion numérica de modelos de EDP que involucran
estos fendmenos queda fuera de los objetivos de este curso pero, nuevamente,
se puede asegurar que los elementos que aqui expondremos seran sin duda de
gran utilidad, si no indispensables, a la hora de adentrarse en otros modelos més
complejos que involucren términos no-lineales y estocésticos.

Habiendo ya motivado la necesidad de proceder al desarrollo de métodos
numeéricos para la resoluciéon de la ecuacion del calor y de la ecuaciéon de ondas,
veamos cual es la forma o, mas bien, cuéles son las formas mas naturales de

proceder. Hay al menos tres

a) Discretizamos simultdneamente las variable de espacio y de tiempo. De
este modo pasamos directamente de la EDP de evolucién a un sistema

puramente discreto. Es lo que se denomina una discretizacion completa.

b) Mantenemos la variable temporal continua y discretizamos la variable es-
pacial. En este caso se trata de una semi-discretizacion espacialy el proble-
ma se reduce a un sistema de ecuaciones diferenciales de dimension igual
al de nodos espaciales que tenga el mallado utilizado en la discretizacién

espacial. Estos métodos se conocen también como métodos de lineas.

¢) Mantenemos la variable espacial continua y discretizamos el tiempo. Se
trata en este caso de una semi-discretizacion temporal. El sistema se reduce

a la resolucion iterada, discretamente en tiempo, de ecuaciones de Laplace.

De entre todas estas vias la tltima es la menos habitual (si bien se trata de
un método frecuente a la hora de probar resultados analiticos de existencia de
soluciones, idea que inspira, por ejemplo, la teoria de semigrupos no-lineales) y
actualmente es objeto de estudio intensivo de cara, en particular, a desarrollar
algoritmos paralelizables.

Desde un punto de vista estrictamente computacional sélo la primera es va-
lida y realmente programable en el ordenador. Pero hay varias razones para
no descartar la segunda. En primer lugar, cuando realizamos la discretizacion
espacial estamos sustituyendo la dindmica infinito-dimensional de la EDP por
una dindmica en dimension finita. El estudio de la legitimidad de esta susti-
tucion, en si, es ya un objetivo interesante no sélo desde un punto de vista

practico sino también en el plano conceptual. Por supuesto, en este empeno
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lo estudiado sobre la ecuacion de Laplace nos resultara de suma utilidad pues
la semi-discretizacion consiste precisamente en discretizar el laplaciano en la
variable espacial dejando intacta la variable temporal. Una vez justificada la
idoneidad de esta primera discretizacion espacial, lo cual pasa obviamente por
un anélisis de la convergencia a medida que el paso del mallado espacial tien-
de a cero, nos encontramos pues frente a un sistema de EDO. Algunos de los
programas comerciales (Matlab, por ejemplo) estan equipados de rutinas de re-
solucion de EDO. Esto hace que se puedan obtener con facilidad aproximaciones
numéricas y visualizaciones graficas de las soluciones de dicho sistema de EDO
y, por consiguiente de la EDP, lo cual supone sin duda una razén importante
para proceder de este modo. Pero no debemos olvidar que la teoria desarrollada
en la primera parte de este curso esta precisamente orientada a la discretizacion
temporal de sistemas de EDO, con su consiguiente analisis de convergencia. Al
final de este doble proceso de aproximacion nos encontraremos por tanto con
un sistema completamente discreto, igual que si hubiesemos procedido directa-
mente por la primera via, pero esta vez lo haremos habiendo utilizado las dos
teorias de convergencia previamente desarrolladas. Ni que decir tiene que, si rea-
lizamos los dos procesos de aproximacion (el del laplaciano y el de la EDO) con
cuidado, obtendremos no soélo los resultados de convergencia de las soluciones
del problema discreto al continuo sino estimaciones del error. Las estimaciones
de error junto con el coste computacional del método numeérico es lo que al final
establece su bondad.

Es por esto que, en cada uno de los ejemplos (ecuacion del calor y de ondas)
analizaremos las dos primeras vias: discretizaciéon completa y semi-discretizacion
espacial. Por supuesto lo que aqui presentaremos no serdn més que algunos
aspectos, conceptos y resultados bésicos y fundamentales. El lector interesado
en un analisis méas detallado encontrara en los textos de la Bibliografia que
incluimos al final de estas notas un excelente material para profundizar en el
estudio de este campo, ademas de diversas y tutiles referencias complementarias.

Tanto en la secciéon dedicada a la ecuacidon del calor como a la de ondas
comenzaremos recordando algunas de sus propiedades analiticas mas importan-
tes, para después abordar los aspectos numéricos. No conviene olvidar que la
eficacia de un método numeérico depende en gran medida de la fidelidad con
que consigue reproducir a nivel discreto las propiedades analiticas del modelo
continuo.

Antes de concluir esta introduccion conviene hacer una observacion sobre la

notacién que usaremos a lo largo de las notas:

1. e El indice j serd utilizado para denotar la componente j-ésima de la
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soluciéon numeérica, que serd de hecho una aproximaciéon de la solucién de
la EDP en el punto nodal z; = jh, siendo h = Az el paso del mallado

espacial.

2. o El exponente k se utiliza para denotar la solucién numérica en el paso
temporal k-ésimo, aproximacion de la solucién de la EDP en el instante
de tiempo ¢t = kAt.

3. e El superindice * se utiliza para denotar las componentes de Fourier de

las soluciones tanto en el marco continuo como en el discreto.

1.2. La ecuacion del calor

Como hemos mencionado anteriormente, la ecuacion del calor es el prototipo
de ecuacién de evoluciéon de tipo parabdlico cuyas variantes estan presentes de
manera sistematica en todos los modelos mateméticos de la difusién y de la
Mecénica de Fluidos.

Como hemos dicho antes, la ecuacion del calor es un modelo fuertemente
irreversible en tiempo en el que la informacion se propaga a velocidad infinita.
Estas propiedades quedaran claramente de manifiesto en la siguiente seccion en

la que recordamos sus principales propiedades analiticas.

1.2.1. Propiedades basicas de la ecuacion del calor

Consideremos en primer lugar el problema de Cauchy

— Ay = N
{ut u=0 en RV x (0,00) (12.1)

u(r,0) = p(x) en RN,

Se trata de un problema caracteristico en el sentido de Cauchy-Kowaleski (ver F.
John [30]). Precisamente por serlo cabe esperar que (1.2.1) esté bien planteado
a pesar de que no damos dos datos de Cauchy como es habitual en una ecuacion
de orden dos, sino sélo una.

La solucién fundamental de (1.2.1) se puede calcular explicitamente.

Obtenemos asi el nicleo de Gauss:
G(z,t) = (Amt) N exp (— | = |* /4t). (1.2.2)

No es dificil comprobar que G es efectivamente la solucion de (1.2.1) con ¢ = dy,

la delta de Dirac en z = 02.

2Recordemos que &g es la medida tal que < &g, ¢ >= ¢(0) para toda funcién continua ¢.
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Por consiguiente, para “cualquier” ¢,
u=Gxp (1.2.3)

representa la tnica solucion de (1.2.1). (Hemos entrecomillado el cuantificador
“cualquier” puesto que se requieren algunas condiciones minimas sobre ¢ y la
propia solucion para que ésta pueda escribirse de manera tnica como en (1.2.3).
Basta por ejemplo con tomar ¢ € L2(R™) o ¢ € L>(R") y buscar soluciones
u tales que, para cualquier ¢ > 0, sean funciones acotadas (véase F. John [30])).

En (1.2.3) * representa la convolucién espacial de modo que

u(z,t) = (4nt)~N/? /RN exp (— [z —y [* /4t) p(y)dy. (1.2.4)

En esta expresion se observa inmediatamente la velocidad infinita de propaga-
cion. En efecto, todos los valores de ¢, en cualquier punto y de R", intervienen
a la hora de calcular u en cualquier punto espacio-temporal (z,t).

En (1.2.4) es también facil comprobar el enorme efecto regularizante de la
ecuacion del calor. En efecto, basta que ¢ € LY(R”Y) o que ¢ € L*(RY) para
que la solucién u(-,t)? en cada instante ¢ > 0 sea una funciéon de C*°(R"). Este
efecto regularizante implica también la irreversibilidad temporal.?

De la formula (1.2.4) se deducen otras propiedades de la solucion de la ecua-

ci6n del calor:

e Principio del mdzimo: Si ¢ > 0 entonces u > 0 y en realidad u > 0 en

RY x (0, 00) salvo que ¢ = 0.

o Conservacion de la masa:
/RN u(z, t)de = /RN o(x)dz, Vt > 0. (1.2.5)
o Decaimiento:
I u(t) | ooy < CEN2 | @ I pamay, VE > 0. (1.2.6)

Todas ellas admiten claras interpretaciones fisicas y obedecen, efectivamente,
al comportamiento habitual en un proceso de difusion.

3Interpretamos la funcién u = u(x,t) como una funcién del tiempo ¢ que, a cada instante
t, tiene como imagen una funcién de = que varia en el tiempo.

4En efecto, si la ecuacién del calor estuviese bien puesta en el sentido retrégrado del tiempo,
como la solucion es regular para ¢t > 0, volviendo hacia atras en el tiempo, obtendriamos en
el instante inicial ¢t = 0 una funcién C°°(R"). De este modo acabarfamos probando que toda
funcion de L1(RN) o L®(RY) esta en C°(RY), cosa falsa evidentemente.



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL NUMERICO DE EDP’S

Consideramos ahora el problema de la difusion del calor en un dominio aco-
tado ©Q de RY. En esta ocasion, con el objeto de que el sistema de ecuaciones
sea completo tenemos también que imponer condiciones de contorno que deter-
minen la interaccién del medio €2 con el medio circundante. Desde un punto de
vista matemaético las condiciones mas simples son las de Dirichlet. Obtenemos
asf el sistema

up—Au =10 en Qx(0,00)
u=0 en 00 x (0,00) (1.2.7)
u(z,0) =p(x) en Q.

Las condiciones de contorno u = 0 en J€ indican que las paredes del dominio
() se mantienen a temperatura constante © = 0. En la practica, frecuentemente,
se utilizan otras condiciones de contorno no tanto sobre la variable v que en la
ecuacion del calor representa la temperatura, sino sobre el flujo de calor a través
de la frontera. Asi, por ejemplo, en el caso en que queramos representar que el
dominio 2 esta completamente aislado de su entorno impondremos condiciones

de flujo nulo, i.e.

Ju

— =0-en 0 x (0,00).

o (0,00)
Aqui §/0n denota el operador derivada normal y n es el vector normal exterior
unitario a 92 que varia en funcion de la geometria del dominio al variar el punto

x € 0f). Se trata de una derivada direccional, de modo que

0
%—V"I’L,

donde V denota el operador gradiente V = (8%1, R %

) y - el producto
escalar euclideo en RY.

Pero, con el objeto de simplificar y no hacer demasiado larga la presenta-
cién, en estas notas nos limitaremos a considerar las condiciones de contorno de
Dirichlet como en (1.2.7).

En este caso la solucién no es tan facil de obtener explicitamente como lo fue
para el problema de Cauchy en RY. Son diversos los métodos disponibles para
su resolucion: Galerkin, semigrupos, series de Fourier, . ... El lector interesado
en el estudio de estos métodos puede consultar el texto de L. Evans [7].

Nosotros nos centraremos en el problema de una sola dimensién espacial.

Consideraremos por lo tanto el sistema

Ut — Uge = 0, O<z<m t>0
u(0,t) =u(m,t) =0, t>0 (1.2.8)
u(z,0) = p(x), 0<z<m.
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En este caso la soluciéon puede obtenerse facilmente mediante el desarrollo

en series de Fourier. En efecto, las funciones trigonométricas

wyi(x) = \/isen(laz:)7 1>1 (1.2.9)

constituyen una base ortonormal de L?(0,7) (v'ease Lema 2.1).
Por lo tanto, para cualquier funcién ¢ € L?(0, ) la solucién u de (1.2.8) se

puede escribir en la forma
i 2
u(z,t) = Z ey (z) (1.2.10)
1=1
donde {{;},~, son los coeficientes de Fourier de la funcion ¢, i.e.

P = /07T o(x)w(x)dz. (1.2.11)

Esta expresion de la solucion en series de Fourier nos resultara de gran utili-
dad a la hora de abordar la aproximacion numérica de la solucion. En realidad,
las propias sumas parciales de la serie proporcionan ya una manera sistematica

de aproximar la soluciéon. Asi, para cada M € N podemos introducir

M
up(x,t) = Zgbje_j2twl(a:), (1.2.12)
j=1

y es entonces facil comprobar que
() = wnt () lz2om < € M2 [ 0 || pago m, W > 0, (1.2.13)

lo cual indica, efectivamente, que la aproximacién de u mediante u,; mejora a
medida que M — oo.

En vista de la aparente simplicidad de este método de aproximacién cabe
entonces preguntarse: >Para qué necesitamos otros métodos?

Las razones son diversas, pero hay una particularmente importante. Si bien
en este caso la obtencion de las funciones de base {w;},~, (que son, en realidad,
autofunciones del operador de Laplace involucrado en la ecuacién del calor con
condiciones de contorno de Dirichlet) es muy simple por encontrarnos en una
dimension espacial, en varias dimensiones espaciales el problema es mucho més

complejo, pues pasa por calcular las autofunciones del problema:

(1.2.14)

—Aw =X v en Q
w=20 en ON.
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Antes que nada conviene sefialar que las autofunciones w; de (1.2.9) se ob-
tienen precisamente al resolver el anilogo uni-dimensional de (1.2.14). En este
caso el problema de autovalores es un sencillo problema de Sturm-Liouville que

se escribe en la forma

—w" =\ 0
w w, <zr<m (1.2.15)
w(0) = w(w) = 0.
Los autovalores son en este caso
=P 1>1 (1.2.16)

y las autofunciones correspondientes, una vez normalizadas en L?(0, 7), las fun-
ciones trigonométricas (1.2.9).

Si bien la teoria espectral garantiza la existencia de una sucesiéon de auto-
funciones que constituyen una base ortogonal de L?(Q) (]2]), su forma depende
de la geometria del dominio €2 y, por supuesto, su calculo explicito es imposible
salvo para dominios muy particulares ([30]). Por lo tanto, en varias dimensiones
espaciales, la utilizacion de estas autofunciones exige previamente el desarrollo
de métodos numeéricos para su aproximacion, tan elaborados (o mas) como los
que vamos a necesitar para aproximar la propia ecuacién del calor directamente.

Este hecho, junto con otro igualmente importante como es que para muchas
ecuaciones (no-lineales, coeficientes dependientes del espacio-tiempo, etc.) la
resolucién mediante series de Fourier no es posible, aconsejan que desarrollemos
métodos numéricos que permitan abordar sisteméticamente la ecuacion del calor
y sus variantes, sin pasar por la Teoria Espectral.

Si que conviene sin embargo utilizar este formalismo de Fourier para entender
las aproximaciones que los diferentes esquemas proporcionan a la ecuacion del
calor y el modo en que afectan a las diferentes componentes de las soluciones
en funcién de la frecuencia de su oscilacién espacial.

Volvamos entonces a la ecuacion (1.2.8) y a su solucion (1.2.10).

En la expresion (1.2.10) se observa un comportamiento de u distinto al del
problema de Cauchy en RV.

En efecto, en este caso es facil comprobar que la solucién decae exponencial-

mente cuando ¢ — oo:

o0 oo
A p— i2 — ~ p—
lu(®) [Z20,m= D 15 Pe™ P <e™ 3195 1P= e | ¢ [ Z20m) -
Jj=1 j=1
(1.2.17)
Esta propiedad de decaimiento puede también obtenerse directamente de la

ecuacion (1.2.8) mediante el método de la energia, sin hacer uso del desarrollo
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en serie de Fourier de la solucion. En efecto, multiplicando en (1.2.8) por u e
integrando por partes se obtiene que

O:/o (ut—um)udx:§£ ; uzdx—l—/o u?dz,

0, lo que es lo mismo,
1d (™

2 "o
= dr = — dx. 1.2.18
St/ u”dx /0 uydx ( )

Utilizamos ahora la desigualdad de Poincaré (]2])
/ uidr > / u?dzx, Yu € Hy (0, ) (1.2.19)
0 0

que, combinada con la identidad (1.2.18), proporciona la desigualdad

d s

— [ wldr < —2/ u?dz. (1.2.20)

Integrando esta desigualdad (1.2.20) obtenemos exactamente la tasa expo-

nencial de decaimiento de la solucién que predijimos en (1.2.17).

Observaciéon 1.2.1 La desigualdad de Poincaré (ver |B|) garantiza que

/0 \d ()] da Z/o la(z)|* dz, Ya € H}(0,7). (1.2.21)

La mejor constante de la desigualdad (1.2.21) viene caracterizada por el
siguiente principio de minimalidad que involucra el cociente de Rayleigh:

|/ (z)| da
A= min L _— (1.2.22)

aEH(} (0,7) ag (.’L‘)dl‘
0

En este caso A\; = 1 puesto que se trata del primer autovalor A\; del operador

—d?/dx? en HZ(0,7) que posee una sucesion de autovalores (1.2.16).

1.2.2. Semi-discretizacion espacial: El método de Fourier

Esta secciéon esta dedicada a estudiar las semi-discretizaciones espaciales de
la ecuacion del calor 1 — d (unidimensional) (1.2.8).
Lo haremos en el caso mas sencillo en el que el operador de Laplace espacial se

aproxima mediante el esquema clésico y sencillo de tres puntos. Analizaremos la
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convergencia del método tanto mediante series de Fourier como por estimaciones
de energia.

Si bien los resultados de esta seccion se refieren a un problema muy sencillo
como es (1.2.8), en el transcurso de la misma desarrollaremos una metodologia
susceptible de ser adaptada a situaciones méas complejas. Esto es asi, muy en
particular en lo referente al método de la energia, de facil aplicacion a otras
condiciones de contorno, coeficientes variables, ecuaciones no-lineales, etc.

Consideramos por tanto un paso h > 0 del mallado espacial. Para simplificar
la presentacion suponemos que h = 7/(M + 1) con M € N, de modo que la

particion que definen los nodos
z;=7jh,j=0,....M+1 (1.2.23)

descompone el intervalo [0,7] en M + 1 subintervalos de longitud h : I; =
[, zj11], j =0,..., M. Obsérvese que el primer y el tltimo nodo corresponden
a los extremos del intervalo, i.e. 29 =0, zpr41 = 7.

Utilizando la clasica aproximacién de tres puntos para el operador d?/dx?
(que, como vimos, es de orden dos) obtenemos de manera natural la siguiente
semi-discretizacion de (1.2.8):

wj 4 BUTMETNEL — 0 =1, M, t>0
up = upr41 =0, t>0 (1.2.24)
u;(0) = ¢, j=1,...,M.

Este sistema constituye un conjunto de M ecuaciones diferenciales de orden
uno, lineales, acopladas de tres en tres con M incognitas. En vista de que, por las
condiciones de contorno, uy = upr4+1 = 0, las genuinas incégnitas del problema
son las M funciones u;(t), j=1,..., M.

Cada una de las funciones u;(t) proporciona una aproximacion de la solucién
u(-,t) en el punto z = ;. A medida que el paso h de la discretizacion tiende
a cero tenemos mas y mas puntos en el mallado. Cabe por tanto esperar que
obtengamos progresivamente estimaciones mas finas de la solucién. Sin embargo,
tal y como veremos, no basta con que una aproximacion parezca coherente
para poder garantizar su convergencia. El objetivo principal de este capitulo
es precisamente desarrollar una teoria que nos permita discernir si un método
numérico es convergente o no.

Queda sin embargo por determinar una buena eleccién de los datos iniciales
©j, 3 =1,..., M. Las posibilidades son diversas y algunas de ellas serdn analiza-
das a lo largo de estas notas. Cuando la funcion ¢ del dato inicial de la ecuacion

del calor es continua, lo més sencillo es tomar sus valores en los nodos como
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dato inicial del problema semi-discreto, i.e. ¢; = ¢(z;). Cuando ¢ no es conti-
nua sino meramente integrable podemos también hacer medias del dato inicial
» = p(x) en intervalos en torno a los nodos. También es posible elegir los datos
iniciales del sistema semi-discreto truncando la serie de Fourier del dato inicial
de la ecuacién del calor.

Las posibilidades son diversas pero, si un método es convergente, ha de
serlo para cualquier eleccion razonable de los datos iniciales. Esto dependera
esencialmente del esquema elegido para aproximar la ecuaciéon y las condiciones
de contorno.

Frecuentemente utilizaremos una notaciéon vectorial para simplificar las ex-
presiones. Introducimos por tanto el vector columna @ = @(t) que representa a

la incognita del sistema (1.2.24):

U1(t>
u(t) = : : (1.2.25)

up(t)

y la matriz tridiagonal:
Ap = — S : (1.2.26)

Asi, el sistema (1.2.24) se escribe

{ @(t) + Apii(t) =0, t>0 (1227
Obviamente la solucion @ de (1.2.27) también depende de h de modo que seria
més legitimo denotarla mediante el subindice h: u}. Pero, para simplificar la
notacioén, escribiremos simplemente u, salvo que este hecho pueda conducir a
confusion.

En la seccion anterior vimos que que la ecuacion del calor continua verifica
el principio del mdrimo que garantiza que si el dato inicial es no-negativo,
la solucién lo es para todo x y todo t. Esto es cierto para el problema de
Cauchy en todo el espacio pero también lo es para el problema de Dirichlet con
condiciones de contono nulas. El sistema (1.2.24) refleja también esta propiedad
de naturaleza fisica. En efecto, supongamos que el dato inicial de (1.2.24) es

positivo, i.e. ¢; > 0, j = 1,..., M. Entonces, u;(t) > 0 para todo j = 1,.... M
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y todo t > 0. Con el objeto de probar esta afirmaciéon argumentamos del modo
siguiente. En primer lugar observamos que, por continuidad, existe 7 > 0 tal
que u,;(t) > 0 para todo j y todo 0 < ¢ < 7. Sea 7* el primer instante de tiempo
en el que la solucién se anula en alguna de sus componentes que denotaremos

mediante el indice j*. Tenemos entonces:
o u;(t)>0,Vj=1,..,M, V0 <t<7*

o uj-(7) =0.

o u;(t*)>0,j=1,..,M.

Haciendose uso de estas propiedades escribimos la ecuacion de (1.2.24) co-
rrespondiente al indice j* en el instante ¢ = 7*. Obtenemos ;=1 (7*)+u;-—1(7*) <
0, lo cual implica, en virtud de las propiedades anteriores, que w;»41(7*) =
uj=—1(7*) = 0. Iterando este argumento se obtiene que u;(7*) = 0 para todo
j =1,..,M. Por unicidad de las soluciones de la ecuacion diferencial (1.2.24)
esto implica que © = 0, lo cual esta en contradiccion con el hecho de que el dato
inicial sea positivo. Esto prueba que el principio del méaximo se verifica también
para el sistema semi-discreto (1.2.24).

En el dato inicial de u; hemos tomado el valor exacto del dato inicial ¢ de
la ecuacion del calor en el punto z;. Esto exige que el dato ¢ sea continuo.
Pero existen otras elecciones del dato inicial de la ecuacion semi-discreta como
deciamos anteriormente. En particular, la eleccion puede hacerse a través de los
coeficientes de Fourier de .

El punto de vista de Fourier no sélo es sumamente ttil a la hora de entender
la teoria analitica de las EDP sino también su Analisis Numeérico. En efecto, la
solucion de (1.2.27) puede escribirse en serie de Fourier en la base de autovectores
de la matriz Aj. En este caso sera simplemente una suma finita de M términos
pues se trata efectivamente de un problema finito-dimensional de dimensién M.
Para ello es preciso introducir el espectro de la matriz Ay,.

Consideremos por tanto el problema de autovalores:
AW = AW, (1.2.28)

Los autovalores y autovectores solucion de (1.2.28) pueden calcularse de

forma explicita:

A(h) = — sen? <IZ> J0=1,.., M. (1.2.29)
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Los autovectores correspondientes son
sen(lxz)
Wi(h) =14/ = : ,Ul=1,..., M. (1.2.30)
sin(lz )

El lector interesado puede encontrar una prueba de este hecho en [14], Lema
10.5.

A partir de ahora las componentes del vector W;(h) seran denotadas me-
diante (W; ;) =1,...m-

En (1.2.29)-(1.2.30) se observan varias analogias con los autovalores y auto-
funciones del operador de Laplace expresados en (1.2.9) y (1.2.16). En efecto,
para cada indice [ > 1 fijo tenemos

A\ — 12, cuando h — 0, (1.2.31)

lo cual refleja que los autovalores del problema discreto (1.2.28) aproximan a los
del continuo (1.2.15) a medida que h — 0, que es a su vez consecuencia de la
convergencia del esquema de tres puntos para la aproximaciéon del Laplaciano
probada en el capitulo anterior. Por otra parte, los autovectores V_[7l(h) del pro-
blema discreto (1.2.28) no son mas que una restriccion a los puntos del mallado
de las autofunciones (1.2.9) del problema continuo. Esto explica por tanto la
proximidad de ambos espectros. Es oportuno indicar también que los autovec-
tores Wl(h) dependen de h de dos maneras: Por su ntimero de componentes
M =m/h—1y por el valor de cada una de ellas.

Conviene sin embargo senalar que, en general, cuando se abordan problemas
maés sofisticados (en varias dimensiones espaciales, por ejemplo) no es frecuente
que se dé la coincidencia exacta entre los autovectores del problema discreto y
las autofunciones del continuo sino simplemente la convergencia a medida que
h — 0, si bien, para que ésto sea cierto, es indispensable que el esquema numérico
elegido para la aproximacién de la ecuacién de Laplace sea convergente.

Por dltimo es interesante también observar que de la expresion explicita de

los autovalores A;(h) del problema discreto se deduce que
N(h) < N =12 (1.2.32)

Las soluciones del problema discreto, como hemos visto, son vectores colum-
na de RM y en el caso del problema de evolucion, funciones regulares del tiempo
t a valores en RM. En RM consideramos la norma euclidea escalada

1/2

M
[€ln= R lej [*| . Ve=(er,....em), (1.2.33)
j=1
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y su producto escalar asociado
M
@ fin="nY_ef (1.2.34)
j=1

El factor de escala introducido en la norma y producto escalar (\/E vy h
respectivamente) es importante pues garantiza que, cuando h — 0, estas normas

y producto escalar aproximan a las correspondientes de L?(0, 7):

x 1/2
lellrzom = (/0 eQ(x)dx> : (1.2.35)
(e, rrom = /OW e(z)f(z)dz. (1.2.36)

En efecto, en vista de que h = 7/(M + 1), se observa inmediatamente que
(1.2.33) y (1.2.34) son versiones discretas de las integrales (1.2.35) y (1.2.36),
semejantes a las sumas de Riemann.

Es por tanto natural, abusando un poco del lenguaje, referirse a este pro-
ducto euclideo escalado, como el producto en L2.

Es facil comprobar que los autovectores W;(h) de (1.2.30) son ortonormales
en el producto escalar (1.2.34).

En efecto, tenemos el siguiente resultado:

Lemma 1.2.1 Para cada h de la forma h = w/(M + 1), con M € N y para
cadal € N, 1 <1 < M, se tiene

M
by sen®(ljh) = /2. (1.2.37)
j=1
Asismismo, sil,I' e N con 1 <LI' < M, 1 #1,
M

h'y ~sen(ljh) sen(l'jh) = 0. (1.2.38)

Jj=1

Por consiguiente,

||Wl(h)”h=1, l=1,..,M; <Wl(h),Wk(h) >p=0r Lk=1,..,M,

2

L= Wi =N(h), 1=1,..,M.

h2

M
< ARWi(h), Wi(h) >p=1h Lit
=0
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Demostracién del Lema 1.2.1. Para todo par [,/ con 1 < ,I' < M y 1 # 1

se tiene:
M

M

thin(ljh) sin(l'jh) = g Z [cos(j(I" = 1)h) — cos(j(I +1")h)]

j=1

Jj=1

M M

h > !’ . . 7 .
_n i(l'=)jh _ i(l+1')jh
= 2Re E e J E e 7,

=0 =0

donde Re denota la parte real de un ntimero complejo. Aplicando la férmula de

la suma para una serie geométrica tenemos

ei(l':i:l)rr -1 (_1)(l':ﬁ:l) -1

M i .
: ez(l +l)jh —

2

iUEDh _ 1~ giUEDR _
(_1)(l/il) -1
cos(I' £ \)h +isin(l’ £1)h — 1"

Aplicando las féormulas trigonométricas

cos(z) = 1 — 2sin? ;’ sin(xz) = 2sin g cosg

en la identidad anterior obtenemos

M

o .
E 6z(l +1)jh
i=0

Resulta que

y por ello

Jj=1

(_1)(l/il) -1

’ ! ’
2 U£Dh WEDR o :gl)h

—2sin® *=5-= + 2isin ~—5——

2 2

(71)(1':|:l) -1

21 8in

=D UE£0)h DD
(2)(008(2) (2))

+ 7sin

[(—1)(l/il) . 1} e_ia/i%)h

R [(4)“'*” - 1} cot (H;l)h 21 [(4)“'*” - 1} :

. . (U£Dh
27 sin —

2 2
M 1
Re Zei(l/—l)jh -2 {(_1)(1’—1) _ 1} ,
=0
M 1
Re Zei(l’Jrl)jh = [(_1)(l’+l) _ 1}
=0

h| 1 1
(i) sin(l’3h) = = | — (1) =D o = L Z(_)'+D _
h E sin(ljh)sin(l'jh) 5 { 2( ) + -+ 5(=1)
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Para 1l <!’ =1 < M se tiene

M M
M+1
h;sinQ(ljh) = ;szo(l —cos(2ljh)) = w = g’

puesto que

M ei2Ih(M+1) _
j:

A partir de estas dos identidades se deducen autoamaticamente las propie-

dades de los autovectores de la matriz Aj. Esto concluye la prueba del Lema.
|

Este hecho permite desarrollar facilmente las soluciones de (1.2.27) en series
de Fourier, es decir, en la base {Vf/l(h)}l:L...,Mi

M
() =i (t) = > _ gre MW (h), (1.2.41)
=1

donde ¢; son los coeficientes del vector de datos iniciales ¢ en la base de auto-

vectores {IW;}, i.e.

&1 = (B, Wi(h))n, (1.2.42)
de modo que
M
F=>_@Wi(h). (1.2.43)
=1

Las analogias entre la formula de representacion (1.2.41) y el desarrollo en
serie de Fourier (1.2.10) de las soluciones del problema continuo son evidentes.

En realidad solo hay dos diferencias dignas de ser resenadas:

(a) En (1.2.41) se tiene una suma finita de M términos en lugar de la serie
infinita de (1.2.10). Ahora bien M — oo cuando h — 0.

(b) Las exponenciales temporales de (1.2.41) y (1.2.10) no son exactamente las
mismas pues en ellas intervienen los autovalores de uno y otro problema,

si bien, en virtud de (1.2.31), ambas son semejantes.

En vista de esta similitud existente entre las expresiones de las soluciones
continuas y discretas, estas ultimas presentan propiedades semejantes a las de

las primeras. En particular, en lo referente a decaimiento de la solucion tenemos:

M
() 7= "1 @1 |2 e MMt < =2t | 52 (1.2.44)
=1
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Asi, en el limite cuando A — 0, recuperamos la tasa de decaimiento en tiempo
del problema continuo (1.2.17) puesto que A;(h) — 1 cuando h — 0.

El primer resultado importante de esta seccién es el siguiente y garantiza la
convergencia de las soluciones del problema semi-discreto (1.2.15) a las solucio-
nes del problema continuo (1.2.8) cuando h — 0, bajo una eleccion adecuada de
los datos iniciales del problema discreto.

Desde el punto de vista del desarrollo en serie de Fourier de las soluciones
que estamos barajando, a la hora de elegir una aproximacién del dato inicial ¢
del problema semi-discreto parece adecuado proceder del siguiente modo.

Dado ¢ € L?(0, ), consideramos su desarrollo en serie de Fourier

p(x) =Y @rn(z), (1.2.45)
=1

donde ”
o= / o(z)w(z)dz, (1.2.46)
0

de modo que, por la identidad de Parseval, se tiene

oo 1/2
I lL2(0,m= [Z(@)Q] : (1.2.47)

=1

Elegimos entonces el dato inicial ¢ de la ecuacion discreta de modo que tenga
los mismos coeficientes de Fourier que los M primeros de ¢(z), i.e.

M
7= @(h)=>_ @Wi(h). (1.2.48)
=1

En este caso los coeficientes de Fourier del desarrollo (1.2.41) de la solucién del
problema semi-discreto coinciden con los coeficientes ¢; de la funcion p(z).
Con esta eleccion de los datos iniciales es facil probar la convergencia del

esquema numérico. Tenemos el siguiente resultado:

Theorem 1.2.1 Supongamos que @ € L?(0,7) y consideremos los datos inicia-
les del problema semi-discreto (1.2.27) como en (1.2.48).

Entonces, las soluciones @, = up(t) del problema semi-discreto (1.2.27),
cuando h — 0, convergen a la solucion u = u(x,t) del problema continuo en el
sentido que

| @n(t) — @(t) ||n— O, para todo t > 0, (1.2.49)

cuando h — 0, donde @(t) es la restriccion de la solucion de la ecuacion del

calor a los nodos del mallado: u;(t) = u(z;,t).
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Conviene explicar la nocion de convergencia adoptada en (1.2.49). La can-
tidad que aparece en (1.2.49), para cada t > 0, representa la norma | - || de
la diferencia entre la solucion discreta i (t) y la continua u(-,t). Ahora bien,
como u(-,t) depende continuamente de x, a la hora de compararla con la solu-
cién discreta, solo interviene la restriccion de u a los puntos x; del mallado que

denotamos mediante @(t) .

Demostraciéon del Teorema 2.1.
A la hora de estudiar la diferencia @ (t) — @(t) distinguimos las bajas y las
altas frecuencias, es decir los rangos £ < My y £ > My + 1 respectivamente:
Mo
() —d(t) = > ile MW — e MW (h)
=1

M o)
+ Z @le_kl(h)th(h)— Z ngle_Altu*;l.
l=Mp+1 l=Mo+1

(1.2.50)

El valor del parametro de corte My sera fijado més adelante.

Conviene observar que en el tercer sumatorio I3, mediante la expresion
denotamos las restriccion de la autofuncion continua w; = w;(x) a los puntos
del mallado. Se trata por tanto de una notacion puesto que, para ¢ > M, W, no
corresponde a un autovector de la matriz Ay. Por el contrario, cuando ¢ < M,
¢ = wWe(h). En el caso que nos ocupa (diferencias finitas en una dimension
espacial), las expresiones son en este caso particularmente simples pues, como
ya dijimos, los autovectores del problema discreto son restricciones al mallado
de las autofunciones continuas.

A la hora de estimar los tres términos en los que hemos descompuesto la
diferencia (I; para las bajas frecuencias, Is, I3 para las altas) el Lema 2.1 nos
serd de gran utilidad.

Tomando normas || - || en (1.2.50) obtenemos

-

Il ain(8) = w(®) [n<Il Tu fln 4 I 22 [0+ 1l Zs [l - (1.2.51)

Estimamos ahora por separado las tres normas || I; |57 = 1,2, 3.

Observamos en primer lugar que
1@ n < Valldilloo = vVaAmazjo,.. wld(z;)] = V2. (1.2.52)

De este modo deducimos que
1/2 1/2

Bl =vE Y jleisvE| X e | X e

3> Mo+1 §>Mo+1 §>Mo+1
(1.2.53)
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Evidentemente, este calculo esté justificado por la convergencia de la ultima de
las series que interviene en esta desigualdad, lo cual esta garantizado para todo
t > 0.

De (1.2.53) tenemos

1/2 2\ 1/2
B “<co( X jal) (1.2.54)
' 3> Mo+1
con 1/2
Ct)y=|) e¥t . (1.2.55)
j>1

Como el dato inicial ¢ € L?(0,7), sus coeficientes de Fourier satisfacen
™ S o
| #@is =316 (1.256)
0 .
7j=1

y, por lo tanto, dado € > 0 arbitrariamente pequeno, existe My € N tal que

> gt <e? VM > M,. (1.2.57)
3> Mo+1

Dado t > 0, este permite por tanto fijar el valor de My de modo que

’13(7:)’ <e. (1.2.58)

h
El término Is puede estimarse de manera idéntica con la misma eleccion de M.
Pero en este caso puede incluso encontrarse una estimacion uniforme para todo

t > 0 gracias a las propiedades de ortonormalidad de los autovectores w;(h). En

efecto,
M M
ILllh = > @lei< N p2<e? V0. (1.2.59)
j=Mo+1 j=Mo+1

Por tanto, de los desarrollos anteriores se deduce que, dado € > 0 arbitrariamente

pequeno podemos hallar M tal que
L2)|n + || I3(E)||n < 26, Vt>0. (1.2.60)

Procedemos ahora a la estimaciéon de ‘I 1‘ . Tenemos
h

2

2
(@l)Z (ef)\z(h)t _ e—m) ’@(h)‘h (1.2.61)

I
WE

2
g
h

o~
I
-

(=)

= (¢1)° (e*’\l(h)t _ 67)\,1:)2

=1

o~
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Notese que en esta ocasion el valor de M esta ya fijado, en virtud de la eleccion
hecha antes en funcién de €. En esta ocasiéon es el parametro h el que tiende a
cero. Obseérvese que, para cadal € {1,..., My} y T > 0 fijo, en vista de (1.2.31),
el sumando (¢;)? (e=M (Wt — e=Nt) tiende a cero cuando h — 0 uniformemente
en t € [0,7]. Por lo tanto, en vista de que el nimero M, de sumandos esta

fijado, deducimos que
‘Il‘h — 0, h — 0, uniformemente en ¢ € [0, 7.

En particular, eligiendo h suficientemente pequeno se puede asegurar que
‘Il(t)‘h < g, para todo t > 0.
Combinando estas estimaciones deducimos, que para cualquier t >0y e > 0

existe h suficientemente pequeno tal que, segtn (1.2.51),

< 3e.

(1) —ulb)|,

Esto concluye la demostraciéon del Teorema 1.2.1.

Observaciéon 1.2.2 En (1.2.49) hemos establecido la convergencia de las solu-
ciones del problema semi-discreto ) a la del problema continuo en el sentido
de la norma || - ||,. Pero ésto no es més que una de las posibles maneras de es-
tablecer la proximidad entre las soluciones de ambos problemas. A continuacién

presentamos algunas variantes.

Algunas variantes del Teorema de convergencia 2.1.

e Variante 1. Datos iniciales en H}(0, ).

Supongamos, por ejemplo, que el dato inicial ¢ es un poco més regular:

¢ € Hy(0,m) = {p € L*(0,m) : ' € L*(0,7), (0) = (m) =0} .

En este caso, obviamente, tenemos el resultado de convergencia del Teore-
ma 2.1. Pero, bajo esta hipotesis adicional sobre el dato inicial, se puede

dar una version més precisa y cuantitativa de este resultado.
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En este caso los coeficientes de Fourier {¢; }ien de ¢ satisfacen:®

A 12
1o s 0= D 1@ul* < oo (1.2.62)
I>1

Gracias a esta hipodtesis adicional la eleccién del My que es preciso para
que se cumpla (1.2.57) se puede realizar explicitamente. En efecto

1 [ .
Gl < ——— | < ——0 1) 1.2.63
> Il =< 5 Y. Plal< :
1> Mo+1 (Mo +1)" 15001 (Mo +1)
y, por tanto, basta con elegir
Il » ”Hé(O,ﬂ')} 1

My = |
3

(1.2.64)

siendo [ } la funcion entera, para que (1.2.57) se cumpla.

Una vez que My ha sido fijado de este modo, también h puede ser elegido

de forma que || I || sea menor que e.

En efecto,

M
‘11(2 - i ik (e—Wl)t - e—*lt) (1.2.65)
h =1

Mo
= Y I@lP (= Ai(h)) ere (1.2.66)
=1

Mo
< @t = M(h),
=1

donde, mediante py(h), hemos denotado un nimero real entre A\;(h) y A,

obtenido en la aplicacién del Teorema del Valor Medio.

Por otra parte,

4 h 1 h
_ T - I LU0 W 2 _ 2 (1
A —Ni(h) l 3 Sen <l2> 2 [(hl) 4 sen (12)]
1

= 12 [hl + 2sen(lh/2)] [l — 2sen(lh/2)]
< %l[hl —2sen(lh/2)] < %C(hl)f3
= Ch* <CMyh? (1.2.67)

5Obsérvese que, en virtud de la desigualdad de Poincaré, la norma inducida por H(0, )

2

1
sobre H;(0,7) y la norma || ¢ HH& (O

)= o || dx] /2 son normas equivalentes. A nivel de
1/2
los coeficientes de Fourier esta tultima se reduce a || ¢ ”Hé(o "= [Zl>1 2 |<ﬁl\2] que es a

1/2
su vez equivalente a la inducida por la norma || ¢ HH(} 0,m)= {Zpl(l +12) |g2>l|2] .
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donde C' es una constante que puede ser calculada explicitamente. El ma-
yor valor de dicha constante viene dado por

C=2 mzix [T —2sen(7/2)] /73 (1.2.68)

siempre y cuando h > 0 sea lo suficientemente pequeno de modo que
lh < Moh < (M + 1)h = m, es decir que M + 1 > M,.

En virtud de (1.2.67) y en vista del valor explicito de My dado en (1.2.64) el
valor de h para que, segin (1.2.65), || I ||, < € puede calcularse explicita-
mente. Esto permite cuantificar el resultado de convergencia del Teorema
2.1. Obsérvese sin embargo que este tipo de argumentos necesita que el
dato inicial este en un espacio més pequefio que el espacio L2(0,7) donde

el resultado de convergencia ha sido probado.

Pero hay otras variantes del resultado de convergencia del Teorema 1.2.1

que pueden resultar incluso mas elocuentes.

Variante 2. Convergencia en la norma del maximo

Por ejemplo, puede resultar mas natural estimar la distancia entre la solu-
cion @y, del problema semi-discreto y la solucion u de (1.2.8) en la norma

del maximo:

i, t—ﬁt’ = max |u;(t) —u(z;,t)]. 1.2.69
WO =T = _mix () = (e 1) (1.2:69)
Para la estimacion de esta cantidad procedemos del modo siguiente. Des-
componiendo la norma de la diferencia como en la prueba del Teorema

1.2.1 tenemos:

M [e%s)
‘uh(t) — E(t)’ = ‘ Z Bre Al(h)tvr/l(h) _ Z@le—kztu—;l
*° =1 =1 e
9 Uy
SED Y P
it
M 2
VERD SN IT IRV ERS S IPeT
I=Mo+1 T > Mo+1
=11 + I + Is.

En esta desigualdad hemos tenido en cuenta que ‘u’;’l‘ < /2/m, para
todo [ > 1. >
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Estimamos ahora el dltimo término:
1/2 1/2
2 2 9
I3 — \/> ~ €_>\lt < \/> ~ 6—2)\Lt
2 e 2| S e | S
1>Mo+1 I>Mo+1 1>Mo+1

Como N\, = (2, la ultima serie de esta desigualdad converge para cada
t>0,ie.

o0 oo

2
E 672)\115 — § 672l t < 00

1=1 1=1
y, por lo tanto, con una eleccion adecuada de My = My(e), puede asegu-
rarse que
Izy<e| ¢ llL20.m) -
La misma acotacion es valida para I5.

Fijado el valor de My de modo que estas cotas de Iy y I3 sean validas

procedemos a acotar I:

2 o
I < \EZ |1l ‘e_)‘l(h)t — 7Nt
=1

Este tltimo término tiende a cero cuando h — 0 puesto que se trata de

una suma finita en la que cada uno de los términos tiende a cero.
De este modo concluimos que, cuando el dato inicial ¢ € L?(0, ), para
todo t > 0 se tiene

’m@—mﬂ 0, h— 0. (1.2.70)

o0
Obsérvese que en este caso no se tiene una convergencia uniforme en tiem-
po t € [0,T]. En efecto, la convergencia en t = 0 exigirfa estimar los

términos Is y I3 de otro modo, y necesitariamos de la hipotesis

%)
Z |¢l| < 00,
j=1

cosa que no esta garantizada por la condiciéon ¢ € L?(0, 7). Sin embargo, s
que bastaria con suponer que ¢ € H}(0,7), como en la variante anterior,

puesto que

1/2 1/2
oo oo

A~ ~A 12 . —
Slal< |Mlal?| [0 =Clelmon - 1271
j=1

j=1 =1
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Volviendo al caso general ¢ € L?(0,7), acabamos de comprobar que, a
pesar de que el dato inicial ¢ se supone tinicamente en L?(0, ), la conver-
gencia de la solucién semi-discreta a la solucién continua se produce en la
norma del maximo (que corresponde a la norma de L>°(0,)). Esto es asi
gracias al efecto regularizante que, como hemos mencionado, caracteriza
a la ecuacion del calor y que todos los problemas semi-discretos (1.2.24)

comparten. En efecto, la solucion de la ecuacion del calor es de la forma

de modo que

2 & 2
) |< 5 eVt < \/> 5 le bt 1.2.72
|uz, t) [ a] e ()] < 7T;Isﬂzle ( )
5 [ 1/2 F oo 1/2
N _ 2
< \/; [Z WF] [Ze 2t t] =Ct) [l ¢llz20,m
=1

=1

con C(t) < oo para todo t > 0. Esto garantiza el efecto regularizante
L2(0,7) — L*(0,7) en la ecuaciéon del calor para cualquier instante de
tiempo t > 0. Obviamente C'(0) = oo, lo cual corresponde a la existencia

de funciones de L?(0, ) que no pertenecen a L>(0, 7).

Este efecto regularizante es compartido por todas las soluciones del pro-
blema semi-discreto. Para comprobarlo basta observar que existe ¢ > 0 tal
que

M(h) > c? Vh>0,Vi=1,..., M, (1.2.73)

lo cual garantiza un control uniforme (con respecto a h) de las series que

intervienen en la cuantificacién de dicho efecto.

Variante 3. Datos iniciales en Fourier dependientes de h.

En el Teorema 1.2.1 hemos optado por elegir en el problema semi-discreto
(1.2.24) (0 (1.2.27)) como dato inicial la truncamiento de la serie de Fourier
del dato inicial de la ecuacion del calor. Podria decirse pues que el dato
inicial es independiente de h, en el sentido en que sus coeficientes de Fourier

(los que se pueden imponer en el problema semi-discreto) lo son.

En realidad, el mismo método de demostracion del Teorema 1.2.1 permite

probar otro tipo de resultados en los que el dato inicial del problema
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semi-discreto no es necesariamente ése. En particular, permite establecer
la convergencia de las soluciones a partir de informaciones minimas sobre

la convergencia de los datos iniciales.

Por ejemplo, supongamos que en el problema semi-discreto (1.2.24) (o

(1.2.27)) tomamos como dato inicial
M

@(h) = @i(hyi(h),
=1

es decir, definimos el dato inicial mediante coeficientes de Fourier que de-
penden de h. Si extendemos estos coeficientes de Fourier ¢;(h) por cero
para [ > M + 1, podemos identificar, para cada h > 0 los coeficientes de
Fourier de @(h) con una sucesiéon de ¢ (el espacio de Hilbert de las suce-
siones de nimeros reales de cuadrado sumable). El enunciado del Teorema

1.2.1 puede entonces generalizarse del siguiente modo:

“El resultado del Teorema 1.2.1 es aun cierto si, cuando h — 0,
{@u(h)}iz1 converge en (2 a {@i}i>1, donde {@i(h)}i>1 (resp. {@i}iz1)
representa el elemento de 0% constituido por los coeficientes de Fourier del
dato B(h) del problema discreto (resp. del dato ¢ € L*(0,7) del problema

continuo)”.

En realidad, si hacemos uso del efecto regularizante, tal y como comenta-
bamos en la variante anterior, se puede probar la convergencia del esquema

bajo hipétesis mas débiles sobre los datos iniciales:®

“Supongamos que los datos iniciales G(h) del problema semi-discreto (1.2.24)
(0 (1.2.27)) son tales que {@1(h)}i>1 converge débilmente en €% a {1 }i>1
cuando h — 0. Entonces, la convergencia (1.2.49) es cierta uniformemente
ent >4, para cualquier 6 > 0.

5En un espacio de Hilbert H se dice que una sucesién {hy}r>1 converge débilmente a un
elemento h € H, si (hg,9)g — (h,g)g para todo g € H. Obviamente, la convergencia clasica
en el sentido de la norma (también denominada convergencia fuerte) implica la convergencia
débil. Por otra parte, si una sucesién converge débilmente y ademas se tiene que ||hg||g —
||h|| e, entonces se tiene también la convergencia en norma. Una de las propiedades mas
utilizadas de la convergencia débil es que de toda sucesion acotada en un espacio de Hilbert

se puede extraer una subsucesion que converge débilmente.
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Variante 4. Datos iniciales por restriccion al mallado.

Pero en todos estos resultados la convergencia de la soluciéon del problema
discreto al continuo se establece en funcién del comportamiento de los
coeficientes de Fourier de los datos iniciales cuando h — 0. Sin embargo,
desde un punto de vista estrictamente numérico, éste no es el modo més
natural de proceder puesto que seria deseable disponer de un método mas
sencillo que no pase por el célculo de las series de Fourier continuas y/o
discretas para realizar la eleccion de los datos iniciales en la ecuacién semi-

discreta.

Supongamos por ejemplo que el dato inicial ¢ de la ecuacion del calor es
un poco mas regular: ¢ € C([0,7]). En este caso la eleccion més natural
del dato inicial en el método numérico (1.2.24) (o (1.2.27)) es

u;(0) = p; = p(z;).

En efecto, al elegir este dato inicial no necesitamos calcular los coeficientes
de Fourier de ¢ (lo cual exige realizar una integral y, desde un punto de
vista numérico la utilizacion de férmulas de cuadratura) sino que basta

evaluar el dato inicial sobre los puntos del mallado.

Si bien ésto supone una eleccion distinta de los datos iniciales, su valor
efectivo no dista mucho del que utilizamos mediante series de Fourier. En

efecto en el Teorema 1.2.1 hicimos la eleccion
M
F=>_ @Wi(h)
1=1
que denotaremos mediante @ para distinguirla de la anterior. Teniendo en

cuenta que la k-ésima componente del vector wj(h) coincide con el valor

de la autofuncion w;(z) en el punto x = x, = kh, tenemos entonces

M
@, =Y Prwi(xk)
=1

mientras que

M8

or = p(zK) = ) @rwi(w).
=1
Por tanto
oo A 2 .
‘M—gk‘ = > duw(ar)| < - S ol
I=M+1 I>M+1
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Asi
) M

h:hZ“P’C_Ek‘2§2 > e
k

=1 I>M+1

52

Con el objeto de garantizar que

@—Q‘h—m, cuando h — 0

basta por tanto con saber que

(o)
> 1 l< oo,
=1

lo cual, como vimos en la variante 1, estd garantizado, por ejemplo, si
¢ € H}(0,7), lo que supone una hipétesis ligeramente mas fuerte que la

continuidad de ¢.

Es facil ver entonces que el resultado del Teorema 1.2.1 se preserva con
esta eleccion del dato inicial del problema semi-discreto.

Variante 5. Datos iniciales en media.

Hay otras elecciones posibles del dato inicial en el problema semi-discreto
(1.2.24) (o (1.2.27)) que no pasan por el calculo de los coeficientes de

Fourier del dato inicial. Por ejemplo, para cualquier ¢ € L?(0, ), podemos

1 :Cj+h/2
o= [ e
h {Kj—h/Z

elegir

No es dificil ver que esta eleccion de los datos iniciales conduce a resultados

semejantes de convergencia.

En realidad, y esto es comentario interesante y tutil, una vez que se dispone
de un resultado de convergencia para una determinada eleccién de los datos
iniciales, no es dificil probar la convergencia para otras posibles opciones
puesto que basta con estimar la diferencia de las soluciones del problema
discreto o semi-discreto para las dos elecciones de los datos, sin necesidad

de volver a comprobar la proximidad con el modelo continuo.

Esto es particularmente sencillo en el caso que nos ocupa puesto que si @y, y
¥, son dos soluciones del problema semi-discreto (1.2.24) correspondientes

a datos iniciales @ y 1, se tiene

\|@n (t) — Tu ()|l < || —D||n, ¥t >0,Vh >0, (1.2.74)



30 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL NUMERICO DE EDP’S

tal y como se desprende de (1.2.44).

Por lo tanto, el método que hemos desarrollado en esta seccién, basado
en series de Fourier, permite probar la convergencia del método no sé6lo
cuando los datos iniciales han sido adaptados en funcién del desarrollo en
serie de Fourier del dato inicial de la ecuacién del calor, sino en cualquier
circunstancia en la que el dato inicial de la ecuaciéon semi-discreta haya

sido elegido de manera coherente.

Una interpretacion global del resultado de convergencia nodal.

En el Teorema 2.1 hemos probado la convergencia de la solucién del problema
semi-discreto a la del problema continuo en el sentido de la norma discreta
[| - ||n, i-e. sobre los nodos del mallado. Sin embargo, en la medida en que la
solucién de la ecuacion del calor estd definida en todo el intervalo (0, 7) cabria
esperar que pueda también establecerse un resultado de carécter global. Con el
objeto de probar dicho resultado lo primero que tenemos que hacer es extender
la funcion discreta #@ a una funcién definida en todo el intervalo (0,7). Hay
diversas maneras de realizar ésto. La més sencilla es tal vez considerar la funciéon

constante a trozos:
[Etn(t)|(x) = Zuj(t)x[;cj—h/2,xj+h/2]; (1.2.75)

donde X[z, ~n/2,2,+h/2) denota la funcion caracteristica del intervalo [xj—h/2,x;+
h/2]. Esta funcion extendida esta definida para todo x € (0,7) y para todo t.
Cabe por tanto plantearse su convergencia hacia la solucién de la ecuacion del
calor cuando h — 0.

Como consecuencia inmediata del Teorema 2.1 tenemos el siguiente resulta-
do:

Corollary 1.2.1 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.1 se tiene
Biy(t) — u(t) en L*(0,7), Vt>D0. (1.2.76)

Demostracion del Corolario 2.1.

Para probar este Corolario basta observar que

zj+h/2

1Bn(t) = ()| Bago ) = Z / Juy () — (e, B)?da

i—h/2

h/2 T
+/ |u(w,t)|2d:17+/ |u(ac,t)|2d:r.
0 T—h/2
(1.2.77)
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Las dos ultimas integrales, evidentemente, tienden a cero cuando h — 0. Cada
una de las otras integrales que interviene en el sumatorio puede ser estimada

del siguiente modo:

zj+h/2
S i () = e, )Pde < 2Bluy(8) — u(w;, £)[2

zj+h/2
+2/ lu(z, t) — u(z;, t)*dz.

j—h/2
(1.2.78)
Por tanto,
/' iy (1) — (. ) Pda

= h/2

xj+h/2
<2hZ|uj u(xj,t) +2Z/ — u(wj,t)[*de

i—h/2

a:]+h/2

— o|[a(t) - at Hh+2§j/’hﬂ (e )P

El primero de estos dos términos tiende a cero en virtud del resultado de con-
vergencia del Teorema 2.1.
Basta entonces analizar el ultimo de ellos.
Para ello observamos que, por la desigualdad de Poincaré, cada uno de los
términos que interviene en el sumatorio satisface:
x;+h/2 p2 [Eith/2
/

lu(z,t) — u(z;,t)>de < — lug (2, t)|*d. (1.2.79)
—h)2 T Jzj—h/2

Por lo tanto,

M

zj+h/2 h2 T
Z/ lu(z, t) — u(xj, t)|*de < ﬁ/ s (2, t) [ de, (1.2.80)
T 0

j=17%i=h/2

que, evidentemente, tiende a cero cuando h — 0 cuando u(t) € H}(0, 7). Pero
esto es cierto para todo t > 0 a causa del efecto regularizante de la ecuacion del

calor, tal y como se puede observar en el desarrollo de Fourier de la solucién u.
|

En el Corolario 2.1 hemos optado por la extensiéon constante a trozos de
la solucion numeérica al intervalo (0, 7) pero el mismo resultado se cumple para
cualquier otra extension razonable, por ejemplo las funciones continuas y lineales

a trozos.
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1.2.3. Semi-discretizaciéon espacial: El método de la ener-
gia

Hemos probado, mediante métodos basados en el desarrollo en series de
Fourier de las soluciones, la convergencia del problema semi-discreto (1.2.24)
a la ecuacién del calor. En lo sucesivo lo haremos mediante el método de la
energia.

El método de la energia esta basado en la identidad de energia (1.2.18) que
las soluciones de la ecuacién del calor satisfacen.

Para el problema semi-discreto se satisface una identidad de energia seme-
jante. En efecto multiplicamos la j-ésima ecuacion (1.2.24) por u; y sumamos

con respecto al indice j =1, -+, M. Obtenemos asi

M
0= 3= 5 Do+ =2

Observamos en primer lugar que

>y = 55 [ 3l
J
= 2dt =
y, por otra parte,
M M
> g+ uion = 2uluy =Y (g — uy) + (w1 — uj)] g
j=1 j=1
M M
Z Uj+1 — Uy uJ"’Z Uj—_1 — Uj) u;
j=1 Jj=1
M M-—1
= (ujp1 —uy)uj — (wj1 — uj) ujs
j=1 j=0
M
2
== (w1 —uy)”.
=0

Obtenemos asi la siguiente identidad de energia para el sistema semi-discreto

(1.2.24):

d |h M
it §Z|Uj\2 = —hz
=0

j=1

Uj+1 — U5

(1.2.81)

Las similitudes entre las identidades de energia (1.2.18) del modelo continuo
y la identidad (1.2.81) del caso semi-discreto son obvias. En el término de la

izquierda de (1.2.81) se observa la derivada temporal de una suma discreta que
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aproxima el cuadrado de la norma en L?(0, ) de la identidad (1.2.18). Por otro
lado, en el miembro de la derecha de (1.2.81) encontramos una version discreta
de la norma de u, en L%(0, ).

A partir de estas identidades podemos dar una demostracion alternativa de
la convergencia del problema semi-discreto (1.2.24) al continuo.

En primer lugar observamos que la solucién del problema continuo u =

u(z,t) es una solucion aproximada del problema discreto. En efecto, sea
u;(t) = u(zj,t), j=1,...,M,t>0, (1.2.82)

siendo u = u(x,t) la solucion exacta de (1.2.8).
En efecto, { gj(t)}j:1 o Satisface
20U~ U, — U, 20U~ U~ U,
P S Bl _ o gy 4 Blim B Bl
j=1,...,M,t>0

Uy = Upy1 =0, >0
Qj(O) =pj,j=1,..., M.

(1.2.83)
con p; = ¢(x;). En el segundo miembro de (1.2.83) aparece el residuo o error
de truncacion asociado al método que, como se observa en su propia definicién,
se trata del error que se comete al considerar la solucién del problema continuo
como solucion aproximada del problema discreto. Conviene subrayar este hecho:
las demostraciones de convergencia estdn basadas en el analisis de la solucion
continua como solucién aproximada del problema discreto y no al revés.

Consideramos ahora la diferencia entre la solucién continua wu. sobre el

j
mallado y la solucién del problema semi-discreto:

U=Avj}j=1005 0 v = wy—u (1.2.84)

En vista de (1.2.24) y (1.2.83), {v,} _,y satisface

§=0,..
roy 2vi—vie—via] 0 s

v; + e =g, j=1....M, t>0

Vo = Up+1 = 0, t>0 (1.2.85)
v;(0) =0, j=1,..., M.

El sistema (1.2.85) no es homogéneo y su dato inicial es nulo pues hemos
supuesto que en el sistema semi-discreto el dato inicial del sistema continuo se
toma de manera exacta sobre los puntos del mallado. Pero seria facil adaptar
las estimaciones que vamos a realizar al caso en que también hubiese un cierto

error en los datos iniciales y, en particular, a las demas situaciones discutidas en
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el apartado anterior. Los términos ¢; del segundo miembro (el error de trunca-
cion) de (1.2.85) representan, tal y como se observa en su definicion (1.2.83), la
diferencia entre el laplaciano continuo y el discreto evaluado en la solucion real
u de (1.2.8). El método de la energia se adapta con facilidad a esta situacion.

Retomamos la estimacion de energia en el sistema (1.2.85). Multiplicando

cada ecuacion de (1.2.85) por v; y sumando con respecto a j = 1,..., M, se
obtiene
dlnd Mo . |2 M
2 j+1 — Vj
j=1 j=0 j=1

Necesitamos ahora la siguiente desigualdad elemental:

Lemma 1.2.2 Para todo d > 0 existe hy > 0 de modo que para todo 0 < h < hg
y para toda funcion discreta {ag,a1,..., apr,apr+1} tal que ag = apr41 = 0 se
tiene

M
h)
j=0

Observacion 1.2.3 Notese que (1.2.87) es la version discreta de la clasica de-

aj41 —a;
h

2 M
> (1=08)hY _lal*. (1.2.87)
j=1

sigualdad de Poincaré (1.2.21) que ya comentamos en la Observacion 2.1. En
(1.2.87) se establece la version discreta de esta desigualdad con una constante
(1—0) arbitrariamente proxima a la constante unidad de la desigualdad (1.2.21).
Tal y como mencionamos en aquella Observacion, la mejor constante de
la desigualdad de Poincaré venia dada por el principio de minimalidad que
involucra en el cociente de Rayleigh.
La demostracion del Lema esta basada en analizar el correspondiente prin-

cipio variacional en el caso discreto en funcién del paso del mallado h.
|

Demostracion del Lema 1.2.2. Tal y como se indico en (1.2.29) el minimo
autovalor de la matriz Aj, definida en (1.2.26) es Ay (k) = 4sen?(h/2)/ h*. Como
Ay, es simétrica, A\ esté caracterizado por

4 2l - (And, @)
7z Sell (2> =A(h) = Jnin, EE (1.2.88)

Es facil comprobar que

M M
(And, &‘)h/” illi=nY_l(aj —a;) /h|2/hz Jaj |
=0 =1
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Deducimos por tanto que

Mo a2 L M
J+1 — 4y 2 |2
hz B > sen (2>hZ|aJ| ,
7=0 j=1
para todo h > 0 y toda funcion discreta {aq, ..., arp+1}, con ag = apr41 = 0.

Basta por ultimo observar que

4

h
ﬁsen2 (2> — 1, h—0,

de modo que para todo § > 0 existe hy > 0 tal que

4 h
msen2(2>215, V0<h<h0

Aplicando (1.2.87) con 6 = 1/2 en (1.2.86) obtenemos

d | M M nM
it §Z|Uj 2 §—§Z|Uj \2+h25j”j§§§:|5j 2. (1.2.89)
j=1 =1 i=1 =
Por lo tanto
M M T
Ry o)) < hZ/ le;|2dt, YO < h < ho, 0 <t <T. (1.2.90)
j=1 j=170

Basta por tanto con que estimemos el error producido por los términos ¢;

(el error de truncacion). Recordemos que

2857 8= ), (1.2.91)

Ej :um(a:j,t)—F n2

Como es bien sabido, el esquema en diferencias finitas de tres puntos proporciona

una aproximacién de orden dos del operador derivada segunda. Por lo tanto

£ (1)1 < Ch* | u(t) |3 qomy Y3 =1, M, YO < h < ho, YO <t < T.

(1.2.92)
Combinando (1.2.90) y (1.2.92) deducimos que
M T
2
hz ‘Uj(t” S Ch4A || u(t) ||?74([0,7T]) dt (1293)
j=1

Hemos por tanto probado el siguiente resultado.
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Theorem 1.2.2 Supongamos que el dato inicial ¢ = o(x) es tal que la solucion

u=wu(z,t) de la ecuacion del calor (1.2.8) verifica, para todo T < 0o,

T
/0 | w(t) B0,y At < 00 (1.2.94)

FEntonces, para todo 0 <'T < oo existe una constante Cr > 0 tal que
M 2
hY L u(t) =] =] W) —dn) [IR< Crht, (1.2.95)
j=1

para todo 0 < t < T y para todo h > 0, donde T = {gj}j:l,_“’M denota
la restriccion a los puntos del mallado de la solucion de la ecuacion del calor
(1.2.8) y dp = {u;};j=1,..m representa la solucidn del sistema semi-discreto
(1.2.24).

Observacion 1.2.4 En  (1.2.95) hemos establecido que el sistema
semi-discreto (1.2.24) proporciona una estimacion de orden dos de la ecuacion
del calor (1.2.8). Este resultado cabia ser esperado pues la tunica discretizacion
que ha sido realizada es la del laplaciano espacial, al ser sustituido por el es-
quema de tres puntos que, como es bien sabido, es una aproximaciéon de orden
dos.

El Teorema 1.2.2 ha sido establecido mediante el método de energia que ha
sido aplicado en una de sus versiones méas simples. Muchas otras variantes son
posibles. En realidad, por cada estimacion de energia de la que dispongamos para
la ecuacion del calor (1.2.8) se puede establecer un resultado de convergencia
distinto que, bajo hipotesis de regularidad adecuadas sobre la solucién de la
ecuacion del calor, confirmara que el método semi-discreto es de segundo orden.
Recordemos que la estimacion de energfa (1.2.18) en la que nos hemos inspirado
para probar el Teorema 1.2.2 se obtiene multiplicando la ecuaciéon del calor
(1.2.8) por u. Si en lugar de multiplicar por w, multiplicamos la ecuaciéon por
0%y /0x®™, es decir por una derivada espacial de u de orden par, se obtiene

una nueva identidad de energfa de la forma ”

d {1 [7 2 4
dtl2/0 d“‘]—‘/o

Como hemos mencionado anteriormente, esta identidad también tiene su analo-

2

m—+1
g Y dx.

0™Mu
Oxm+i

ox™

go semi-discreto sobre el que podria establecerse un resultado del tipo del Teo-

rema 1.2.2.

"En este caso se usa el hecho de que, como u, se anula en los extremos del intervalo espacial,
para todo t, lo mismo ocurre con las derivadas temporales sucesivas. Esto conduce a que las
derivadas de orden par de u con respecto a la variable espacial también se anulen para todo t.
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Los comentarios realizados en el Teorema 1.2.1 son también aplicables en el
Teorema 1.2.2. Por ejemplo, si bien en (1.2.95) hemos establecido una estimacion
en norma LZ?, también el método de la energia nos habria permitido probar
estimaciones en otras normas, por ejemplo, en la norma del maximo.

En el Teorema 1.2.2 hemos supuesto que la solucién u de la ecuacion del

calor es suficientemente regular como para que (1.2.94) se satisfaga, i.e. que
ue L' (0,T;C*([0,7]).

Esto, evidentemente, exige que el dato inicial sea también suficientemente regu-
lar. Bastaria por ejemplo con que el dato inicial fuese de clase C2, aunque esta
hipétesis se podria debilitar.

Si comparamos el Teorema 1.2.1 y el Teorema 1.2.2 se observa inmediatamen-
te que si bien en el primero, usando series de Fourier, obteniamos un resultado
de convergencia bajo condiciones minimas sobre el dato inicial (ga € L*(0, 7T)),
en el método de la energia hemos utilizado hipotesis méas fuertes sobre el dato
pero, como contrapartida, hemos obtenido un resultado mas fuerte puesto que
hemos probado que el método es de orden dos. El método de Fourier también
permite obtener ordenes de convergencia pero, tal y como se senal6 en la Ob-
servacion 1.2.2, eso exige hipoétesis adicionales sobre el dato inicial, también en
este caso.

Por consiguiente, el tipo de resultados que se puede obtener por ambos mé-
todos es semejante, si bien el método de la energia es més flexible pues se puede
aplicar en situaciones en las que, por la presencia de coeficientes que depen-
den del tiempo o de no-linealidades, las soluciones no pueden descomponerse en

series de Fourier mediante el método de separacion de variables.

1.2.4. Consistencia | estabilidad = Convergencia

Es habitual que en los textos dedicados al Analisis Numérico de EDP se

incluya un Teorema, habitualmente atribuido a P. Lax, que garantiza que
Consistencia + FEstabilidad = Convergencia.

Sin embargo, tanto al interpretar el concepto de estabilidad como el de con-
vergencia y hacer uso de este resultado, lo mismo que ocurre en el marco de las
EDP, nos enfrentamos a genuinos problemas de dimension infinita y la eleccion
que se hace de las normas es por tanto fundamental. Asi, estos tres conceptos

han de ser manipulados en un mismo contexto, una vez establecidas con claridad
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las normas en las que trabajamos, lo cual, en realidad, consiste en determinar
el criterio o distancia en la que se va a comprobar la convergencia del método.

Es por eso que, en estas notas, en lugar de incluir este enunciado como
Teorema, lo presentamos simplemente como un principio general, de validez
universal una vez que se han elegido con prudencia las normas, pero que conviene
también utilizar con cuidado en cada caso. Es decir, para cada EDP y cada
aproximacion numérica habra que elegir de manera precisa la norma en la que
se va a medir la convergencia del método.

Lo mas habitual es utilizar este principio general con el objeto de probar la
convergencia. De este modo el problema se reduce a verificar dos propiedades
bésicas del esquema: su consistencia y estabilidad.

En las secciones anteriores estos dos conceptos han surgido ya y el principio
general ha sido implicitamente utilizado en la demostraciéon de los dos Teoremas
de convergencia. El objeto de esta secciéon es comentar y clarificar el modo en
que estos conceptos han intervenido y se han combinado en las pruebas de
convergencia y de este modo ilustrar este principio general fundamental del
Analisis Numérico de las EDP.

Si bien estos conceptos y principios estan también presentes en la prueba del
Teorema 1.2.1 realizada mediante desarrollos en series de Fourier, son tal vez
més claros en la demostracion del Teorema 1.2.2 realizada mediante el método
de la energia. Nos centraremos pues en este segundo caso, dejando para el lector
la reflexion sobre la prueba del primer resultado mediante el método de Fourier

que comentaremos muy brevemente al final de la seccién.

o (onsistencia:

La consistencia del método numérico hace referencia a su coherencia a
la hora de aproximar la EDP. Se trata simplemente de comprobar si el
esquema numérico utilizado es un esquema razonable para aproximar la
EDP en cuestién o, si por el contrario, corre el riesgo de aproximar a otra
EDP. Lo mas habitual es comprobar la consistencia mediante el desarrollo
de Taylor. El problema se reduce entonces a verificar si, cuando el paso del
mallado tiende a cero, (en el caso que nos ocupa: h — 0), las soluciones
regulares del problema continuo son soluciones aproximadas del problema
discreto en la medida en que el error de truncacién tiende a cero. Cuando
ésto es asf con un error del orden de una potencia p del tamano del mallado

se dice que el método es de orden p.

En nuestro caso particular, como (1.2.24) es una aproximacion semi-discreta

de (1.2.8) en la que la variable tiempo no ha sido discretizada, la propiedad
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de consistencia del esquema se reduce meramente a la consistencia de la
aproximacion de tres puntos del operador de derivada segunda en espacio
que, como sabemos y recordamos en (1.2.91) y (1.2.92), es efectivamente
consistente de orden dos.

Conviene subrayar que, aunque pueda resultar paradéjico, a la hora de
comprobar la consistencia no verificamos hasta qué punto las soluciones
del problema discreto son soluciones del problema continuo médulo un
cierto error, sino que hacemos precisamente lo contrario: comprobamos si
la solucién del problema continuo es una solucién aproximada del problema

discreto.

Evidentemente ésto se hace exclusivamente a la hora de verificar la bondad
del método numérico a priori puesto que, en la practica, no disponemos
de la solucién del problema continuo: el objeto del calculo numérico es

precisamente aproximar la solucién real de la EDP.

o Estabilidad:

Pero la consistencia por si sola no basta para garantizar la convergencia

del método. Es preciso analizar su estabilidad.

La propiedad de estabilidad consiste en asegurarse de que los esquemas
discretos o semi-discretos, en su evolucion temporal (discreta o continua),
no amplifiquen los errores iniciales o, al menos, no lo hagan de manera

creciente y descontrolada a medida que el paso del mallado tiende a cero.

En el marco del esquema (1.2.24) esta propiedad de estabilidad queda de-
bidamente recogida en (1.2.81) donde hemos probado que, para cualquier
h > 0, la norma L? de las soluciones discretas (la norma | - ||5) decrece
con el tiempo. Se trata pues de una situacion ideal en la que los errores

iniciales no s6lo no se amplifican en exceso sino que decrecen en tiempo.

Si analizamos detenidamente la prueba del Teorema 1.2.2 mediante el mé-
todo de la energfa observaremos que ésta no es més que una combinaciéon
adecuada de las propiedades de consistencia y estabilidad y que por tan-
to obedece fielmente al principio de P. Lax antes mencionado. En efecto,
con el objeto de probar la convergencia, hemos establecido en primer lu-
gar que la solucién del problema continuo es una soluciéon aproximada
del problema discreto (véase (1.2.83)). Es decir, hemos empezado usan-

do la consistencia del método. Después, usando la linealidad del esquema
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discreto, hemos introducido la variable ¥ diferencia entre la solucion del
problema continuo y discreto, y hemos establecido que se trata de una
solucion aproximada del problema discreto en el que el dato inicial es nulo
pero la dinamica esta forzada por un segundo miembro (g;, j =1,..., M)
que tiende a cero cuando h — 0 (véase (1.2.85)). Finalmente, usando la
estabilidad, hemos establecido que esta diferencia se mantiene pequena

cuando el tiempo avanza y tiende a cero cuando h — O.

Puede resultar paraddjico que el concepto de estabilidad haga referencia a
la propagacion de errores en el dato inicial y que, sin embargo, se aplique en
el sistema (1.2.85) donde el dato inicial es exactamente cero pero en el que
esta presente una fuerza externa £{(t) continua en tiempo. Pero, en vista
del principio de Duhamel o de la férmula de variaciéon de las constantes,
esto no deberia de resultar extrafio pues el efecto de un segundo miembro
continuo en una ecuacién de evolucién no es otro que el de la integral
temporal de los efectos que ese segundo miembro tendria, en cada instante

de tiempo, como perturbacion del dato inicial.

Este hecho queda claramente reflejado en la féormula de representacion de

la solucién de ecuaciones diferenciales no homogéneas:

{ﬂ@Auw+F@,t>0
z(0) = zo.

La formula de variacion de las constantes asegura en este caso que
t
z(t) = etag —|—/ et P (s)ds.
0

En esta formula se observa con claridad que el efecto de un segundo miem-
bro en la ecuacion es una integral temporal de los efectos que este segundo

miembro tendria en el dato inicial.

Hemos descrito como los conceptos de consistencia y estabilidad han jugado

un papel esencial en la prueba del resultado convergencia del Teorema 1.2.2. Es-

tos conceptos estan también presentes en la prueba realizada del Teorema 1.2.1

mediante el método de Fourier. En efecto, la consistencia del esquema garantiza

su convergencia para las soluciones que involucran un solo modo de Fourier,

mientras que la estabilidad asegura que basta con probar la convergencia pa-

ra datos iniciales que involucran tinicamente un ntmero finito de componentes.
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Nuevamente, la consistencia junto con la estabilidad proporcionan la convergen-
cia del método.

Conviene sin embargo subrayar que los sistemas de EDO que obtenemos
al realizar discretizaciones espaciales tienen un caracter stiff. Para ello basta
observar que el ratio Aps(h)/A1(h) entre el maximo y minimo autovalor de la
matriz Ay es del orden de 1/h?. En virtud del analisis de los sistemas stiff
realizados en capitulos previos, se trata de un hecho relevante que habremos de
tener en cuenta a la hora de proceder a la discretizacién temporal del sistema,
con el objeto de garantizar la convergencia de las discretizaciones completas
espacio-tiempo.

En la seccion 2.6 veremos algunos ejemplos de métodos semi-discretos y com-
pletamente discretos que, siendo consistentes, no son estables y, por tanto, no
convergen. Este hecho confirma la necesidad tanto de la propiedad de consisten-

cia como de estabilidad de un método numérico para garantizar su convergencia.

1.2.5. Aproximaciones completamente discretas

En las secciones 2.2 y 2.3 hemos analizado la convergencia del esquema semi-
discreto (1.2.24) al modelo continuo (1.2.8). Los resultados de convergencia que
hemos probado han legitimado la utilizacion del esquema (1.2.24) puesto que
sus soluciones convergen a las de la ecuacion del calor (1.2.8) cuando h — 0.
Desde un punto de vista préctico, estos resultados permiten concentrar nuestros
esfuerzos en el calculo de las soluciones (1.2.24) con h suficientemente pequeno
pero fijo.

El sistema (1.2.24) es un sistema de M ecuaciones diferenciales acopladas
con M incognitas. Parece por tanto natural utilizar los métodos numéricos desa-
rrollados para la resolucion aproximada de ecuaciones diferenciales. Al hacerlo
discretizando la variable temporal, acabamos obteniendo esquemas completa-
mente discretos para la resolucion de (1.2.8).

Esta seccion esta destinada al estudio de las dos aproximaciones completa-
mente discretas mas naturales en este contexto que son las que se obtienen al
aplicar el método explicito e implicito de Euler para la resolucién aproximada
de EDO de primer orden. Por supuesto, la variedad de los métodos posibles
es muy grande puesto que cualquier método de aproximaciéon del laplaciano
(de la segunda derivada espacial: esquema en diferencias finitas de orden supe-
rior, método espectral o de elementos finitos, ...) junto con cualquier método de
aproximacion de la derivada temporal (método del trapecio, de Runge-Kutta, o

multi-paso, por ejemplo) dan lugar a un método completamente discreto nuevo.
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Pero el anélisis de estos dos métodos mas béasicos permite estudiar los aspectos
fundamentales de la teoria que bastaria para analizar cualquier otro tipo de
esquemas.

En esta ocasion el paso espacial serd denotado mediante Az (en lugar de h),
mientras que el paso temporal estara denotado por At. Mediante uf denotare-
mos la aproximacion de la solucion u de (1.2.8) en el punto z = z; = jAz en el
instante de tiempo t = t, = kAt.

Con esta nueva notacion, si en el sistema semi-discreto (1.2.24) aplicamos el

esquema explicito de Euler en la variable temporal obtenemos el sistema:

u?-H*u? + [2u§7u§+17u?71] =0 =1 M: k>0

At (Ax)? =U, J=1... ) = Uy
uf =k, =0, k>0, (1.2.96)
u?:(pj, j=1,..., M.

Sin embargo, si aplicamos el método de Euler implicito obtenemos

whtt ke [2uk+17uk+1*uk+l]

a =0, j=1...,M; k>0,

uk = U?qu -0, k>0, (1.2.97)
ug.):spj, j=1,..., M.

La diferencia principal entre (1.2.96) y (1.2.97) es la habitual entre esquemas
explicitos e implicitos. Mientras que (1.2.97) permite “leer” explicitamente el
valor de la solucién discreta en el paso temporal k4 1 a partir de la solucién en
el paso temporal k, el método implicito (1.2.97) exige, en cada paso temporal, la
resolucion de un sistema tridiagonal de M ecuaciones lineales con M incdgnitas.
Con el objeto de estudiar la convergencia de estos métodos conviene utilizar

el nimero de Courant
p=At/(Azx)?, (1.2.98)

en el que queda claramente reflejada la diferencia de homogeneidad en la va-
riable espacial y temporal del operador en derivadas parciales involucrado en la
ecuacion del calor, en la que una derivada temporal juega el mismo papel que
dos derivadas espaciales.

Con esta nueva notacion los esquemas (1.2.96) y (1.2.97) pueden reescribirse

del modo siguiente:

e Método de Fuler explicito:

k
W = b Tkl - 20 (1.2.99)
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e Método de Fuler implicito:

k41 k+1 k+1 k k
uj+ —i—u[Quj+ —ujil —ujfll] = uj. (1.2.100)

La consistencia de ambos métodos esté claramente garantizada.

En efecto, hemos utilizado el esquema de tres puntos para la aproximacion
de la segunda derivada espacial que es consistente de orden dos, mientras que la
discretizacion de la derivada temporal mediante la diferencia finita que involucra
dos niveles temporales (k y k+ 1) proporciona una aproximacion consistente de
orden uno en tiempo.

El analisis de la convergencia de los métodos se hara a valor de u fijo. En
otras palabras, describiremos el rango de valores del parametro de Courant p
para el que los métodos discretos en consideraciéon son convergentes. Fijado este
valor del pardmetro de Courant tenemos At = p(Ax)?. Por tanto un orden de
consistencia temporal corresponde a un orden dos de consistencia espacial. Es
por eso que diremos que ambos métodos (1.2.99) y (1.2.100) son consistentes de
orden dos (teniendo como referencia el paso espacial). De manera mas precisa,
si, dada una solucién u del problema continuo original (1.2.8), introducimos la
proyeccion de dicha soluciéon sobre el mallado
uf = u(zj, ty) = u(jAz, KAL), (1.2.101)

J

entonces u es solucion aproximada de los esquemas discretos. En efecto se tiene

= Lol o+ - 2)) = 0 (¢ (A0 £ 0¢) - (12.102)

Wit — w4 2 0T - W - W] =0 (At ((Afv)2 - At)) (1.2.103)

que corresponde efectivamente a la consistencia de orden dos de los métodos
siempre y cuando u tenga dos derivadas temporales y cuatro derivadas espaciales
acotadas.

Es natural que obtengamos el mismo tipo de hipdtesis sobre dos derivadas
temporales y cuatro derivadas espaciales de la solucién de la ecuacion del calor.
En efecto, la ecuacion garantiza que u; = Uy, lo cual implica también que
Utt = Uggzz-

Conviene observar la presencia de un término adicional At en la estimacion

del error de truncacion, con respecto al (Ax)” propio de la aproximacion espacial
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y al At de la aproximacion temporal puesto que (1.2.96) y (1.2.97) han sido
ambas multiplicadas por At para obtener (1.2.99) y (1.2.100).

Pero, lo mismo que ocurria en el caso de los esquemas semi-discretos, la
consistencia no basta para garantizar la convergencia del método. De hecho
estos dos esquemas tienen un comportamiento bien distinto en relaciéon con el

rango de valores de p para los que se tiene la convergencia:

Theorem 1.2.3 El método explicito (1.2.96) es convergente si 0 < p < 1/2
mientras que el método implicito (1.2.97) lo es para todo p > 0.

En ambos casos, los métodos son convergentes de orden dos, lo que significa
que, si la solucion de (1.2.8) es suficientemente reqular, se tiene, para todo
0<T < o0,

méx \Jk - Jk‘ -0 ((Am)z) (1.2.104)
k=0,...,[T/At] Az
cuando Az — 0.
Observacion 1.2.5 En (1.2.104) mediante || - ||a» denotamos la norma L? en
el mallado de paso Az, i.e.
1/2

M
lallae= |22 la;*|
j=1

de modo que
1/2

M

ok - |, = Al - o
j=1

Conviene también observar que uk (resp. ik) denota el vector de componentes

uf,j =1,..., M, (resp. g?,j =1,..., M) que, a su vez, representa la solucion

del problema discreto (resp. continuo) en el paso temporal k.

En (1.2.104) estimamos la norma de la diferencia entre la solucioén continua
y discreta para los pasos k = 0,1,...,[T/At], que son los necesarios para cubrir
el intervalo temporal [0, T.

Por otra parte, en (1.2.104), se enuncia la convergencia a cero del error
cuando Az — 0. Evidentemente, aunque no se diga explicitamente, también
At — 0 puesto que en el enunciado se supone que el parametro p de Courant
esta fijado dentro del rango en el que se tiene la convergencia (u € (0,1/2) para
el método explicito y u € (0,00) para el implicito).

En virtud de este resultado de convergencia se observa la superioridad del
método implicito frente al explicito puesto que su convergencia esté garantizada
para un valor arbitrario del parametro de Courant u. Esto permite tomar pasos

temporales mas grandes que para el método explicito.
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Demostracion del Teorema 2.3.

En la demostracién supondremos que la solucién u de la ecuacién continua
(1.2.8) es de clase C? en tiempo y C* en espacio. Esto garantiza que las identi-
dades (1.2.102) y (1.2.103) sean validas, uniformemente en k =0,..., [T/At] y
j=1,..., M, a medida que At, Az — 0.

Introducimos ahora el error

e = uf —u} (1.2.105)

que mide la diferencia entre las soluciones del problema continuo y del problema

discreto.

El error ef es solucion del siguiente sistema dindmico discreto:

e Método explicito:
e?'H = e? +u [6§+1 + e?_l - 26?] +0 (At ((A:z:)2 + At))
= (1—2uef +p (el +ef ) + 0 (At(Ax)> + At?) (1.2.106)

e Método implicito:

k k k k k k
et 4 2T = — ] = (L 2w e — (e + efh)

— 40 (At ((Aa:)2 + At)) . (1.2.107)

En la medida en que hemos supuesto que el dato inicial del problema discreto

coincide exactamente con el del problema continuo tenemos
O .
e;=0,=1,..., M. (1.2.108)
Procedemos ahora a estimar el error distinguiendo los métodos explicito e
implicito:

e Método explicito
A partir de (1.2.106) observamos que si

¥ = miax

=l M €51 (1.2.109)

se tiene

R < (|1 — 2p| 4+ 2u] F + © (At ((Aas)2 + At)) . (1.2.110)
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Iterando esta desigualdad y haciendo uso de (1.2.108) obtenemos
f<cC (At ((Aa:)2 + At)) [lT+a,+al+-+ai ] (1.2.111)

donde
a, = [|1—2p]+24]. (1.2.112)

Claramente hay dos casos que distinguir: (i) ¢ < 1/2; y (ii) ¢ > 1/2. En el
primero

a, =1

y por tanto (1.2.111) se reduce a
k< (At ((Aa;)2 n At)) k< Cp ((Aa:)2 + At) -0 ((Aaz)2> (1.2.113)

puesto que kAt < T y que At = u(Axz)?. La desigualdad (1.2.113) proporciona
el resultado de convergencia enunciado en el Teorema para p < 1/2.

La situacion es distinta cuando p > 1/2. En este caso
oy =4p—-1>1

y por tanto el miembro de la derecha de (1.2.111) diverge exponencialmente. En

efecto, en el altimo paso temporal en el que k ~ T'/At tenemos que

c (At ((Aaz)2 n At)) (1+a,+-+ak)
> ¢ (8t ((ac)? + at) )b > € (A ((a0)? + Ar) ) 51750
— 00, cuando Az — 0 con At = p(Az)®. (1.2.114)

Esta estimacion del error no permite concluir la convergencia del método.
En realidad en este caso el método es inestable y por tanto no converge. Este
iltimo aspecto sera analizado con més en detalle en la préxima seccién mediante

el método de von Neumann.

e Método implicito
En este caso, de (1.2.107), con independencia del valor de > 0 se deduce
que
bl < gk g o (At ((Ax)2 n At)) . (1.2.115)

En efecto, para comprobar este hecho basta con analizar la desigualdad (1.2.107)

para el valor j* de j para el que

e =k = i [
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De (1.2.107) con j = j* deducimos que

B B O D W
< (L 2p) [ = (et |+ [efy )
< @+ 2m)eltt = p (el + b))
< k| +cC (At ((A:z:)2 + At))
< &40 (At ((A@Q + At)) .

En este argumento el valor de j* puede depender de k pero esto es irrrelevante
pues finalmente acabamos estableciendo una relacion entre e y €1 que en nada
depende del valor de j*.

Por (1.2.115) observamos que, en el caso del método implicito, con inde-
pendencia del valor de g > 0, nos encontramos exactamente en las mismas
condiciones que en el método explicito cuando p € (0, 1/2). La convergencia del

método implicito y, en particular, (1.2.104) quedan por tanto probados.
|

La demostracion del resultado de convergencia ha sido realizada trabajan-
do directamente y de manera elemental en las ecuaciones discretas (1.2.109) y
(1.2.110) que describen como el error numeérico se propaga. El mismo tipo de
resultados podria haberse obtenido utilizando desarrollos en serie de Fourier.
Este método sera desarrollado con mas detalle en la préoxima seccion donde
describiremos el método de von Neumann para el estudio de la estabilidad y
convergencia de métodos numeéricos para problemas en toda la recta real o en
un intervalo acotado con condiciones de contorno periédicas.

Pero, comentemos brevemente céomo el método de la secciéon 1.2.2 puede
ser adaptado a este contexto de las aproximaciones completamente discretas, lo
cual permite, en particular, comprobar el comportamiento patolégico del método
explicito cuando p > 1/2. En efecto, en (1.2.10) dimos ya el desarrollo en serie
de Fourier de la solucion de la ecuacion del calor continua (1.2.8). Procedemos
ahora al desarrollo de la solucién del problema discreto explicito, en la base
de los autovectores de la matriz Aa,(= Ap definida en (1.2.26) con h = Ax).
Tenemos que

M
it =" pfWi(Ax), (1.2.116)
=1

donde Wg(Al‘) denota el {—ésimo autovector de la matriz Aa, y pf el coeficiente

de Fourier de este {—ésimo autovector en el paso temporal k. Teniendo en cuenta
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que
ApnaWe(Az) = M(Az)Wy(Az), (1.2.117)

la funcion discreta definida en (1.2.116) satisface la ecuacion discreta (1.2.96) o
(1.2.99) si y s6lamente si

pit = — phe(Az)(Ax)?pf = [1— pn(Ax)?N(Ax)] pf. (1.2.118)
Por lo tanto
k
P = [1— p(Az)*Xe(A)]" pf = ()" pf- (1.2.119)

Es decir, cada componente de Fourier de la solucién del problema discreto evo-
luciona de manera exponencial segtn la ley (1.2.119). Evidentemente, el com-
portamiento de p’;, i.e. su evolucion a medida que k£ aumenta, depende de que

|ag| <1 o0 |ag| > 1. Analicemos pues el valor de |ay|. Tenemos

ar =1 — p(Az)*\(Ax).

M(Az) = (At)Q sen? (%“’”) .

ag =1 —4psen® (?) .

Cuando 0 < p < 1/2, |ay| < 1 para todos los valores de ¢. Esto asegura la esta-

Por otra parte,

Por tanto,

bilidad del método puesto que todos las componentes de Fourier de la soluciéon
discreta se mantienen acotadas en k, con independencia del valor Azx.

La situacion es completamente distinta cuando p > 1/2. En efecto, en este

caso, cuando £ = M = z— — 1, tenemos
A A
oy =1—4psen® (;T — ;) =1 — 4y cos® (;) — 1 —4pu, cuando Az — 0.

Obviamente |1 — 4| > 1 cuando p > 1/2. Vemos por tanto que, cuando p >
1/2, para Az suficientemente pequeno, existen indices ¢ para los que | ay |> 1,
lo cual implica la inestabilidad del método.

El método explicito (1.2.96) (o (1.2.99)) con p > 1/2 es por tanto un primer
y buen ejemplo de método numérico que, a pesar de ser consistente, no es
convergente por no ser estable.

Esto no ocurre en el método implicito (1.2.97) (o (1.2.100)) en el que la ley
de evolucion de los coeficientes de Fourier es de la forma:

T p(Az)2 e (Ax)pp Tt = pk,
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es decir
P = (14 n(Aa)x(A2) " pf.
En este caso, evidentemente, la estabilidad queda garantizada para todo valor
del nimero de Courant p > 0 puesto que
_ 1
1+ p(Az)2 X (Ax)
para todo Az >0y todo {=1,..., M.

No seria dificil desarrollar este método de Fourier y completarlo con las

‘(1 + p(Am)z)\g(Ax))il‘ <1,

técnicas desarrolladas en la secciéon 1.2.2 para dar una demostracion alternativa
del Teorema 1.2.3.

Conviene también subrayar que la inestabilidad que hemos detectado en el
método explicito cuando p > 1/2 y, en particular, la interpretacion que aca-
bamos de hacer mediante el desarrollo en series de Fourier se asemeja en gran
medida al tipo de analisis que haciamos en el contexto de los problemas “stiff”.
En efecto, en aquella ocasién introdujimos el concepto A—estabilidad en el que
exigiamos que el esquema numeérico a h > 0 fijo reprodujese, al avanzar el tiem-
po, las propiedades de estabilidad de la ecuacién diferencial continua. En el
caso que nos ocupa la ecuacion continua en cuestion es el sistema semi-discreto
(1.2.24) (0 (1.2.27)) en el que sabemos que, a h fijo, todas las soluciones tienden
a cero exponencialmente cuando ¢ — oo (para comprobarlo basta observar el
desarrollo (1.2.41) en serie de Fourier de la solucién del problema semi-discreto).
Cuando p > 1/2 hemos comprobado que el esquema numérico explicito deja de
reproducir este comportamiento asintotico puesto que surgen componentes de
Fourier que se amplifican exponencialmente cuando k — oc.

A pesar de ello, hemos visto que el esquema explicito converge cuando 0 <
p < 1/2. Esto, sin embargo, no esta en contradiccion con el resultado que asegura
la falta de A—estabilidad de los métodos de Runge-Kutta explicitos (el método
de Euler explicito es efectivamente un método de Runge-Kutte explicito). En
efecto, en este caso estamos analizando el sistema (1.2.24) (o (1.2.27)) en el que
la matriz involucrada, Aa, si bien es sumamente dispersa pues su autovalor
minimo es A (Az) = 4sen?(Az/2)/ (Az)? (muy préximo a 1 cuando Az ~ 0)
y el maximo es sin embargo Ay (Az) = 4 cos?(Az/2)/ (Az)? (muy proximo a
4/(Az)? cuando Az ~ 0), su grado de dispersion estd limitado. Esto queda de
manifiesto en el hecho que

(Az)?*N(Az) <4, YAz >0,¥j=1,..., M

y es lo que permite garantizar la convergencia del método explicito, pero sélo
en el rango 0 < p < 1/2.
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Vemos pues que el mal comportamiento del esquema explicito responde exac-
tamente a las mismas patologfas habituales de los métodos explicitos a la hora
de abordar los problemas stiff, si bien, en el caso particular de la ecuacion del
calor que nos ocupa, ésto no es incompatible con la convergencia del método
para 0 < p < 1/2.

Sin embargo, esta limitacién sobre p obliga a tomar pasos temporales muy
pequenos, lo cual hace que el coste computacional de la implementaciéon de este
método sea muy elevado.

Conviene por ultimo observar que los métodos semi-discretos pueden ver-
se como limite cuando p — 0 de los métodos discretos. En efecto, si fijado
Ax pasamos al limite de un esquema completamente discreto cuando At — 0
recuperamos un esquema semi-discreto. Esto corresponde a considerar el nime-
ro de Courant g = 0. El hecho que el método explicito sea convergente para
0 < p < 1/2, a pesar de no serlo para u > 1/2, es pues perfectamente com-
patible (y lo explica) con el hecho de que el método semi-discreto (1.2.24) sea

convergente, tal y como vimos en las secciones 1.2.2 y 1.2.3.

1.2.6. El analisis de von Neumann

En esta seccion presentamos el anélisis de von Neumann para el estudio de
la estabilidad de esquemas numéricos, que es especialmente ttil en problemas
definidos en todo el espacio con mallados regulares. El método, basado en la uti-
lizacién de la transformada discreta de Fourier, es muy semejante al desarrollado
en la seccién 1.2.2 y 1.2.5 mediante el desarrollo en series de Fourier.

Con el objeto de ilustrar las ideas bésicas de este método consideramos el

problema de Cauchy para la ecuacion del calor en toda la recta real:

— Ugy = U, R7 t
te = Ugp =0, @S =0 (1.2.120)
u(z,0) = p(r), ze€R.
Suponemos que
¢ € L*(R) (1.2.121)
de modo que (1.2.120) admite una tunica solucion
ue C([0,00); L*(R)) . (1.2.122)

En este caso la identidad de energia garantiza que

a1 [ . - )
pr [2 /Ru (axt)dm] = /R\ux| dx. (1.2.123)
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Como indicamos en la seccion 1.2.1, la solucion de (1.2.120) puede representarse

por convolucién con la solucion fundamental
G(z,t) = (4mt) 2 exp (— | = |2/ 4t), (1.2.124)

de modo que

(e, t) = [6(1) ] () = (amt) 2 [

R

exp (-"”’jﬁ") oly)dy. (1.2.125)

Dado h > 0 introducimos la particiéon
x; =jh,jE€Z (1.2.126)

y consideramos la semi-discretizacion

1oy Ruj—ugia—uy ] ic 7.t
{u3+ B 0. jez >0 (1.2.127)

uj(o):@jv JEZ.

En este caso (1.2.127) es un sistema de una infinidad de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden acopladas de tres en tres. Son varias las maneras en las
que se puede resolver el sistema (1.2.127). Una de las mas naturales consiste
en truncar el sistema y considerarlo en un rango de indices finito [—M, M] con

condiciones de contorno de Dirichlet:
wf + Puzwowal — g0 _M<j<M, t>0
U_M = UM :O, t > O (12128)
u;(0) = @5
Es facil comprobar que la soluciéon de (1.2.128), cuando M — oo, converge a la
solucién de (1.2.127).
Pero, admitiendo que el sistema (1.2.127) ha sido ya resuelto (problema sobre
el que volveremos mas adelante) analicemos la convergencia de las soluciones de

(1.2.127) a las de (1.2.120) cuando h — 0.

Para el sistema (1.2.127) se verifica la siguiente identidad de energia

d |h
at §Z\Uj|2 :*hz

JEZ JEZ

2

w , (1.2.129)

que es claramente una version discreta de (1.2.123). En (1.2.129) estamos im-
plicitamente asumiendo que () = {u;(t)}jez € €* = (*(Z) lo cual equivale a
suponer que @ = {p;}jcz € ¢*. Esta tltima condicién se verifica puesto que el
dato inicial ¢ del problema continuo (1.2.120) pertenece a L?(R), como indica-
mos en (1.2.121).
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El esquema (1.2.127) es consistente de orden dos. La prueba de este hecho,
basada en el desarrollo de Taylor, es independiente de que el intervalo en el
que se verifique la ecuacién sea acotado o no. El esquema sera por tanto con-
vergente si comprobamos que es estable. Es en la verificacién de la propiedad
de estabilidad donde el método de von Neumann basado en la utilizacién de
la transformada discreta de Fourier resulta sumamente ttil. En este caso sin
embargo la estabilidad es también inmediata a partir de la identidad de energia
(1.2.129).

Pero existen otros esquemas semi-discretos sumamente naturales que, sien-
do consistentes, carecen de la propiedad de estabilidad y, por tanto, no son
convergentes. Para observar este hecho basta considerar la siguiente familia de
métodos:

[2uj — wjrs — uj]
B2

donde 0 < e < 1/2. Cuando « = 0 recuperamos el sistema anterior que, como

oy + (1= 20)u) + auf_y + =0, (1.2.130)

vimos, es convergente.

Para esta familia de métodos la consistencia es facil de verificar. Sin embargo
la estabilidad no esta garantizada y, de hecho, sélo se verifica cuando 0 < o <
1/4. Como consecuencia de este hecho, el método es divergente cuando o >
1/4. Para comprobar este hecho lo més sencillo es utilizar el método de von
Neumann que introducimos en el caso completamente discreto. Volveremos sobre
el ejemplo (1.2.130) mas adelante.

Introducimos ahora los dos esquemas completamente discretos mas naturales
en la aproximcioén de la ecuacion del calor, correspondientes a utilizar el método
de Euler explicito e implicito para la discretizacion de la derivada temporal.

El método explicito se escribe en este caso

u’?Jrl—u? [2u?—u§+1—u§71] - .
{ O st e 20 JEZ >0 (1.2.131)
uj = @3, J € Z7
mientras que el método implicito es
k+1 k k41 k+1 k+1
Ui Yy [2uf ™ —uif ] ;
{ m Y Bo)? =0 jez t>0, (1.2.132)
uj = @j, JEZL.

Nuevamente uf representa una aproximacion de u (jAz, kAt).

Los esquemas (1.2.131) y (1.2.132) son ambos consistentes de orden dos tal
y como vimos en la seccién 1.2.5. La solucién en el paso temporal k es una
sucesion {uf}jez que denotamos de manera simplificada mediante la notacion

vectorial @*.
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En el estudio de la estabilidad utilizamos la transformada discreta de Fourier.
Asi a cada sucesion
W = {wi};cq € 1*(Z) (1.2.133)

le asignamos la funciéon continua

o0
w(o) = > we . (1.2.134)
j=—00
Reciprocamente, tenemos la férmula de inversion

1 27

wj w(0)e7%df. (1.2.135)

:%O

La aplicacién que a 1w le asocia W es una isometria de ¢*(Z) en L?(0,2) si

dotamos a estos espacios con las normas

15 [lezy= Y |wy|” (1.2.136)
Jj=—00
y
1 27 1/2
. a2
[[@]|L2(0,m) = {2/ |0 (0)] de} . (1.2.137)
T™Jo
Para comprobar estas propiedades basta con tener en cuenta las identidades:
2w . .
/ giterogg O S T7 (1.2.138)
0 2r st j=k.

Mediante esta transformaciéon de Fourier, a cada solucién {Ek }k>0 de (1.2.131)
o (1.2.132) le podemos asignar funciones continuas {u* (9)}k>0
donde
ik (0) = ufe " (1.2.139)
JEZ
La clave en el estudio de la estabilidad de los esquemas numéricos mediante

esta transformada de Fourier reside en la siguiente identidad:

_ge _i(i+1)0 0 _ 6 —iii1)e
§ :aj+16 ijo E ajy1e i(J+1)0i0 _ i E aji1e i(j+1)
JEZ JEZ JEZ
= ¢ g aje”% = ¢eq(9). (1.2.140)
JEZ

De modo anélogo tenemos

> a1 =e7a(0). (1.2.141)
JjEZ



54 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL NUMERICO DE EDP’S

Asi, tomando la transformada de Fourier en las ecuaciones (1.2.131) y (1.2.132)

obtenemos las siguientes ecuaciones para la transformada de Fourier *(8).
e Método explicito:

ﬂ“l(@)At— @) , C(LA(‘;;) @(0) =0, k>0,0¢]0,2m); (1.2.142)

e Método implicito:

W0) — it (0) 0 () i
At (Az)2

() =0, k>0,0¢€l0,27), (1.2.143)

donde
a(ef)=2—¢? -, (1.2.144)

En vista de la equivalencia de las normas de ¢2(Z) y de L?(0,2) para las
sucesiones de ¢2(Z) y sus transformadas de Fourier, para analizar la evolucién
de la norma de @* en (?(Z) basta con analizar la norma L?(0,27) de u*(6).
Ahora bien, en vista de (1.2.142) y (1.2.143) tenemos que

a"THO) = [1— pa ()] ¥ (0) (1.2.145)
Y 1
W) = ————a” 2.
(0) 05 i (09)] (0) (1.2.146)

en el método explicito e implicito respectivamente. Aqui y en lo que sigue p
denota el nimero de Courant u = At/(Ax)2.
Iterando esta regla de recurrencia obtenemos para cada uno de estos esque-

mas

i*(0) = [1— pa (e9)]" 3(0) (1.2.147)

i*(0) = [1+ pa (¢9)] " 3(6). (1.2.148)
Tenemos por tanto

kz_i 27
Z”U,]’ T or 0

JEZ

k2 1 08 12Ky 012
u*(0)] dH:%/ |1 — pa ()7 15(6)]"do (1.2.149)
0

y

1

2m
i*(0)[* do = —/ |1+ pa ()| |3(6)* .
27T 0

ez 1 /W
JEZZ!%! o,
(1.2.150)
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La comprobacién de la estabilidad del esquema numeérico consiste en probar
cotas sobre el crecimiento de la norma L2(0,27) de @*(#) de manera controlada,
independientemente del paso del mallado. En la medida que para recorrer un
intervalo temporal [0, 7] el nimero de pasos temporales que hemos de dar es del
orden de k ~ T/At, es facil comprobar que la condicién necesaria y suficiente

para la estabilidad de cada uno de los métodos es que

|1 —pa (e?)]| <1, V0 € [0,27) (1.2.151)

|14 pa (ew)‘_l <1,V el0,2n) (1.2.152)

respectivamente.

La suficiencia de las condiciones (1.2.151) y (1.2.152) para la estabilidad
del método explicito e implicito respectivamente es evidente pues, bajo estas
condiciones, en virtud de (1.2.149) y (1.2.150), se tiene

uk <

vk > 0. (1.2.153)
2(z)

¢

2(z)’

El hecho de que las condiciones (1.2.151) o (1.2.152) sean también necesarias
exige un poco mas de reflexiéon. Pero para entenderlo basta observar que si para
algin 0y € [0, 27) el mdédulo de alguna de estas cantidades es estrictamente ma-
yor que uno, por continuidad lo es en un intervalo de la forma [0y — §, 6y + 4]
para algin § > 0. Basta entonces considerar funciones ¢ tales que el soporte
de @ esté contenido en [0y — §, g + ] para ver que la norma de la solucion
uk correspondiente crece exponencialmente en k. En este punto conviene ob-
servar que, en vista de la formula de inversion (1.2.135), a cada eleccion @ le
corresponde una del dato inicial discreto @ € (?(Z).

Por lo tanto para analizar la estabilidad de los métodos discretos en conside-
racién basta estudiar el rango de nimeros de Courant p para el que se satisface
(1.2.151) y (1.2.152), respectivamente.

e Meétodo explicito

Conviene observar que
a(e?)=2-¢e"—e =2(1-cosh). (1.2.154)

Por tanto,
|1 — pa (ew)‘ =11 —2u(1l — cosb)|.

Es facil comprobar que

[1—2u(1—cosf)| <1,V0e[0,21) <0< u<1/2.
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Deducimos por tanto que el método explicito (1.2.131) es estable y por tanto
convergente (puesto que, como dijimos, el método es consistente de orden dos)
siysolosi 0<pu<1/2.

e Método implicito
En vista de (1.2.154) es evidente que

1+ pa (e) > 1, V0 € [0,27), Vi > 0.

Por lo tanto (1.2.152) se satisface para todo p > 0 y por tanto el método
implicito (1.2.132) es estable (y, por consiguiente, convergente) para todo p > 0.

De este modo vemos que en el caso del problema de Cauchy en toda la
recta real se tienen los mismos resultados que en el caso de un intervalo acota-

do con condiciones de contorno de Dirichlet. Volvamos ahora sobre el sistema

semi-discreto (1.2.130). Recordemos que, tal y como se comprueba con facilidad
mediante el desarrollo de Taylor, el método es consistente si 0 < a < 1/2.
Con el objeto de estudiar la estabilidad observamos que si @ satisface (1.2.130),

entonces, 4 verifica:

- a(e)
(1 —2(a—cos®))a'(0,t) + 03 u(6,t) =0, (1.2.155)
o, de otro modo,
i’ (0t b(e)vet—o 1.2.156
u(,)—|—?u(,)—, ( )
donde ‘
a(eze)

b(6) (1.2.157)

T 1—2(a—cos)
En este caso, por tanto, el esquema es estable, si y solo si, b(6) > 0 para todo
6 € [0,27) y esto ocurre s6lo cuando 0 < a < 1/4.

Vemos por tanto que, gracias al analisis de von Neumann, es facil estudiar
también la estabilidad de los métodos semi-discretos y que, tal y como indicaba-
mos al inicio de esta seccién, permite comprobar la existencia métodos consis-

tentes y no estables y, por tanto, no convergentes. A la hora de elegir los datos

iniciales en el sistema semi-discreto (1.2.127) o en los sistemas completamente
discretos (1.2.131) y (1.2.132) tenemos varias posibilidades:

(a) Cuando ¢ € L*(R) N C(R) podemos elegir simplemente

wj = (3h);
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(b) Cuando ¢ € L*(R) podemos sustituir la evaluacién puntual de ¢ por el

1 (J+1/2)h
%=*/ o(z)dz;
h J=1/2n

conjunto de sus medias

(c) Cuando ¢ € L*(R) podemos también definir los datos iniciales utilizando
la transformada de Fourier. Sea F(p) € L?(R) la transformada de Fourier

continua de ¢, i.e.

Fo)(€) = /R o(@)e " dz.

Es natural aproximar esta transformada de Fourier por una funciéon de banda
limitada

Y = F () r/h, n/n]s
donde 1{_r/p, /1) (§) denota la funcion caracteristica del intervalo £ € [~ /h, 7/h].
Basta entonces elegir el dato inicial ¢; del problema semi-discreto o completa-
mente discreto como el valor de la antitransformada de Fourier de v, en el punto
jh (o jAz en el caso completamente discreto).

Conviene por tltimo senalar que la transformada discreta de Fourier puede
ser utilizada para probar la existencia y unicidad de las soluciones del problema
semi-discreto y discreto.

Consideremos por ejemplo el problema semi-discreto (1.2.127). Se trata de
un sistema de una infinidad de ecuaciones diferenciales de orden uno acopladas
de tres en tres. Por lo tanto, los resultados clasicos de la teoria de EDO no
pueden ser aplicados por tratarse de un problema en dimensién infinita. La
transformada discreta de Fourier puede, efectivamente, utilizarse para resolver
(1.2.127). En efecto, {t(t)} = {u;(t)};c5 es la solucion de (1.2.127) si y sélo si

la transformada de Fourier correspondiente (0, t) verifica

e (0,t) + a(e®)u(0,t) =0, 6€0,2r), t>0,
{ (6,0) = h( 0), 0 € [0,2m). (1.2.158)
De (1.2.158) deducimos que
a(f,t) = exp {—tha (eie)} o(0). (1.2.159)

Como la transformada de Fourier define una isometria de ¢%(Z) en L?(0, )
sabemos que, como @ € ¢2(Z) entonces $(0) € L?(0,2m). Como a (¢'?) > 0 para
todo 0 € [0, 27) tenemos que

(0, t)] < |3(0)], V0 € [0,2r), ¥t > 0.
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Por tanto, i(6,t) € L?(0,27), para todo t > 0. Por consiguiente, la transformada
inversa de Fourier #(t) € ¢*(Z). De este modo deducimos que para todo @ €
(%(Z) el sistema (1.2.127) admite una tnica solucién @(t) € C ([0, 00); £*(Z))
que es la transformada de Fourier inversa de la solucion de (1.2.158).

Vemos por tanto que la transformada discreta de Fourier no s6lo es un mé-
todo para analizar la estabilidad y convergencia de los métodos numéricos sino
incluso para resolver las ecuaciones semi-discreta y discreta que en ellos inter-

vienen.

1.2.7. El método de elementos finitos

Tal y como vimos en el capitulo anterior en el estudio de la ecuaciéon de
Laplace, uno de los métodos mas frecuentemente utilizados en la actualidad es
el método de elementos finitos (MEF).

El MEF, si bien en una dimensiéon espacial y en problemas con coeficientes
constantes como los que estamos estudiando proporciona esquemas numéricos
de aproximacion muy semejantes a los que hemos barajado mediante diferen-
cias finitas, conceptualmente es bien distinto. Como vimos en el contexto de
la ecuacion de Laplace, el MEF consiste en buscar “soluciones.®® un espacio de
dimension finita. No adoptamos pues el punto “de vista nodal"sino el del méto-
do de Galerkin: habiendo elegido una base de funciones y definido subespacios
de dimension finita, elegimos en él la funcién que es solucién de la EDP en el
sentido mas preciso posible. Para ello comprobamos si el producto escalar del
operador diferencial con todas las funciones de dicho espacio es nulo (para lo
cual es preciso adoptar una formulacion variacional del problema que se obtiene
integrando por partes). De este modo obtenemos una proyeccion de la solucion
real de la EDP sobre el espacio finito-dimensional considerado.

Esta metodologia puede también ser aplicada en el marco de las ecuaciones
de evolucién y, en particular, en el de la ecuacion del calor analizada en esta
seccion.

Presentemos pues brevemente la adaptacién del MEF al problema que nos
ocupa. Lo haremos en el caso de las aproximaciones semi-discretas si bien la
adaptacion al caso de aproximaciones completamente discretas (explicitas o im-
plicitas en tiempo) es automatica.

Consideramos la misma particion {x;};=1,.. ., x; = jh del intervalo (0, 7).
A cada nodo interno z;, j = 1,..., M le asociamos una funcién de base ¢;(x),
continua y lineal a trozos tal que ¢;(x;) = 65, j = 1,...,M;l = 0,..,.M + 1,

siendo § la delta de Kronecker.
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Introducimos ahora el subespacio vectorial de dimensién M generado por las

funciones {¢j}j:1,...,]v1:
Vi, =span{¢;:j=1,...,M}. (1.2.160)

Buscamos ahora soluciones aproximadas de la ecuaciéon del calor en el subes-
pacio C([0,T]; V4,) de modo que

M
up(z,t) = Zuj(t)gbj(:z). (1.2.161)

Observese que se trata de una funciéon que depende tanto de la variable
espacial z como de la temporal. Por tanto, en este caso, el método numeérico
proporciona autométicamente una funcién continua. Es sin embargo evidente
que la funcioén uy, asi obtenida, para cada instante de tiempo ¢, varia con respecto
a r como una funcién continua y lineal a trozos. Es pues imposible que pueda
reproducir exactamente la dindmica de cualquier solucion v = wu(z,t) de la
ecuacion del calor. Sin embargo, como veremos, se puede demostrar con bastante
facilidad que esta funcién puede ser elegida de modo que converja a la soluciéon
del calor cuando h — 0.

Pero para que la funcién uy esté univocamente determinada es imprescindible
definir con precision sus coeficientes u;(t). Conviene sefialar en este punto que,
debido a la eleccion de las funciones de base {¢,} realizada, u;(t) es también
el valor en el punto x = z; de la funcién wy. Sin embargo, en el marco de los
elementos finitos la interpretacion méas natural es que u;(t) son los coeficientes
de uj como funcién que, en cada instante ¢, pertenece al subespacio V},.

Conviene también senalar que el método de elementos finitos no es sélo
una herramienta para la aproximaciéon numeérica de EDP sino que en realidad
permite modelizar fenomenos de la Mecénica de Medios continuos a través de
modelos discretos, que pueden ser manipulados mucho mas facilmente tanto de
un punto de vista conceptual como computacional. Es por eso que el MEF esta
tan extendido en la literatura de las diversas ramas de la Ingenieria y que fue
introducido paralelamente tanto en el &mbito de la modelizacién como de las
aproximaciones numéricas hasta convertirse en una disciplina unificada y bien
establecida.?

Debemos por tanto obtener las ecuaciones mas naturales que gobiernan la
dindmica de los coeficientes u;(t) de la soluciéon aproximada. Como deciamos lo

hacemos a través del método de Galerkin. Para ello es necesario, en primer lugar,

8El lector interesado en una descripcion de los origenes del método de elementos finitos
podré consultar ([32]).
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introducir la formulacion variacional de la ecuacion del calor (1.2.8). Recordemos
que la soluciéon de esta ecuacion pertenece al espacio u € C([0,T]; L*(0,)) N
L?(0,T; H}(0, 7). La formulacién variacional de (1.2.8) es por tanto la siguiente:
Hallar w € C([0,T]; L?(0,7)) N L?(0,T; H} (0, 7)) que satisfaga

d ™ ™
T u(z, t)®(z)dx = —/ Uy (2, 1)@, (x)dx, p. c. t.t >0, VO € Hi(0,7),
0 0
(1.2.162)
junto con la condicion inicial
u(z,0) = p(x), en (0,7). (1.2.163)

Conviene comentar brevemente el sentido de esta formulacién variacional. La
condicion inicial de (1.2.8) ha sido, evidentemente, tenida en cuenta en (1.2.163).
Esta ultima tiene sentido puesto que u depende continuamente en tiempo a va-
lores en el espacio L?(0, 7). Su evaluacién en un instante ¢ dado y, en particular,
en t = 0 estd pues plenamente justificada. Por otra parte, en (1.2.162) se da
una version débil o distribucional de la ecuacion del calor (1.2.8). Los dos térmi-
nos de (1.2.162) tienen sentido. El segundo miembro es una funcién de L?(0,7T)
puesto que la solucién u pertenece al espacio L?(0,T; Hi(0,7)). Sin embargo,
a causa del efecto regularizante de la ecuacién del calor, se trata también de
una funcion de C((0,7T]; Hi(0,7)) por lo que podria exigirse que (1.2.163) se
verifique no solo para casi todo ¢ en el intervalo [0, T] sino para todo ¢ > 0. Por
otra parte, como u € C([0,T]; L?(0, 7)) tenemos que la funcion [ u(z, t)®(z)dx
es continua en tiempo. Su derivada temporal ha de ser por tanto entendida en
el sentido de las distribuciones. Sin embargo, la solucion de la ecuacion calor
también pertenece al espacio H'(0,T; H=1(0,)), siendo H~1(0,7) el dual de
H}(0,7), por lo que esta derivada temporal tiene también sentido en L?(0,T)
0, por el efecto regularizante, un sentido puntual para cada ¢ > 0. Por dltimo
sefialar que la condicion de contorno que se impone en (1.2.8) esté incorporada
en la formulacién variacional al haber exigido a la funcién u que pertenezca al

espacio L%(0,T; H}(0,7)). Pero no vamos a profundizar mas en este terreno.

9El espacio C([0, T]; L2(0, 7)) N L2(0,T; H} (0, 7)) es un espacio de Banach, interseccién de
C([0,T); L%(0, 7)) y de L2(0, T; H} (0, 7)), en el que la norma viene dada por la suma de las nor-
mas en cada uno de los espacios. Las funciones de C([0, T]; L2(0, 7)), dependen continuamente
de t € [0,T] y toman valores en L2(0,7), y su norma viene dada por 1 flleqo, 1502 0,7)) =
méx;e(o,7] || f ()]l L2(0,) mientras que las de L2(0,T; H} (0, 7)) son funciones mediables y de
cuadrado integrable de ¢ € 0,7 a valores en el espacio de Sobolev H} (0, 7). La norma corres-

. T rm r2 1/2
pondiente es entonces HfHL2(O,T;Hé(O,7r)) = [fo Jo 12 (x,t)da:dt}
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El lector interesado en un estudio mas detallado del punto de vista variacional
para la resolucién de EDP de evolucion podra consultar los textos [7] y [16].
Inspirdandonos en la formulacién variacional de la ecuacion del calor es facil
introducir el analogo discreto que caracteriza a la soluciéon que el método de
elementos finitos proporciona. La formulacion variacional para el calculo de la

solucion aproximada uy, es pues la siguiente: Hallar uj, € C1([0,T); V3,) tal que

d s s
7 up(z, t)®;(z)dx = —/ U,z (2, 8) @) o (x)dx, V> 0,Vj=1,.., M,
0 0
(1.2.164)
junto con la condicion inicial
up(z,0) = pp(z), en (0,m). (1.2.165)

Las analogias entre la formulacion variacional del problema continuo (1.2.162)-
(1.2.163) y la del problema discreto (1.2.164)-(1.2.165) son evidentes . En esta
ocasion, como up(t) “vive.°® cada instante de t en el espacio de dimension finita
Vi, suponemos que uy, es de clase C! en tiempo y eso permite escribir (1.2.165)
para cada instante t. Por otra parte, en (1.2.164) exigimos que la version débil
de la ecuacion del calor discretizada se verifique para todas las funciones de base
®;, j=1,...,M. Esto es totalmente equivalente a suponer que se verifica para
cualquier funcion test ® del espacio Vj,. En (1.2.165) hemos tomado un dato
inicial up 0. Tal y como comentamos en el marco de las diferencias finitas, son
varias las maneras en las que este dato inicial se puede tomar de manera que
aproxime el dato inicial ug de la ecuaciéon del calor. La manera mas sencilla en
este contexto es tal vez elegir ¢} como la proyeccion ortogonal de ug sobre V.

El sistema (1.2.164)-(1.2.165) es un sistema de M ecuaciones diferenciales
lineales acopladas en las incognitas u,;(t), j =1,..., M.

Este sistema se puede escribir de manera mucho maéas explicita usando las
matrices de masa My, y de rigidez R, del método de elementos finitos.

Recordemos que los elementos m;j de la matriz de masa M, son precisa-

mente

mj = / O, (z) Dy (z)dx, (1.2.166)
0
y lo elementos (rj;) de la matriz de rigidez Rp:
Tk = / D ()P o (x)de. (1.2.167)
0

Todos estos coeficientes pueden calcularse explicitamente con facilidad y

constituyen en ambos casos matrices simétricas tridiagonales, con coeficientes
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constantes a lo largo de las diagonales y de las sub y super-diagonales. De manera

mas precisa se tiene:

2/3 1/6 0 0

/6 . .0
M =h / , (1.2.168)
0 . 1/6
0 0 1/6 2/3
y
2 -1 0 0
1 -1 0
Ry = 7 (1.2.169)
0 -1
0 0o -1 2
Observese que, en particular,
Ry = hAyp, (1.2.170)

donde Ay, es la matriz (1.2.26) que interviene en la discretizacion de tres puntos
del Laplaciano mediante elementos finitos.
El sistema (1.2.164)-(1.2.165), con la notacion vectorial empleada en el mé-

todo de diferencias finitas puede entonces escribirse en la formas:

— e —
{ My (t) + Rpii(t) =0, t>0 (1.2.171)

4(0) = ¢&.
Ambas matrices My, y Rp, comparten los autovectores de la matriz Aj,. Asi
los autovectores de estas matrices son {V_[)/g(h)}gzlqu definidos (1.2.30). Esto
permite desarrollar con facilidad las soluciones de (1.2.171) en la base de estos

autovectores. En efecto, teniendo en cuenta que la ecuacion en (1.2.171) puede

también escribirse en la forma
@' (t) + M "Ryi(t) = 0, (1.2.172)
calculando los autovalores de M;th que vienen dados por

6 1—cos(jh) .
(= S LcosUGh) Ly 1.2.173
s (h) h22—&-cos(jh)"7 o ( )

Obtenemos asi la siguiente expresion en series de Fourier de las soluciones del

problema semi-discreto:

(t) =n(t) =Y _ @je M (h). (1.2.174)
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A partir de esta expresion no es dificil adaptar los resultados de convergen-
cia que hemos probado para la aproximacion mediante diferencias finitas al caso
presente del MEF. Nuevamente, en este caso simple unidimensional nos encon-
tramos con que los autovectores del esquema discreto coinciden en los nodos del
mallado con los del problema continuo. Y nuevamente también los autovalores
;(h) del problema discreto convergen a los del continuo cuando h — 0. En

efecto, de (1.2.173) se deduce inmediatamente que
w;(h) — j*,  cuando h — 0, (1.2.175)

para cada j fijo.
También el método de energia puede ser desarrollado en este caso sin dificul-
tad. En efecto, multiplicando la ecuacion (1.2.171) componente a componente

por u;(t), obtenemos la identidad:

2

%Sh(t) = —hi UQL}L_“J (1.2.176)
§=0
donde en esta ocasion la energia viene dada por
M nM ,
Enlt) = 6; | uj |? +ﬁjz_jo|uj +ujn)’. (1.2.177)

A partir de esta ley de disipacion de la energia discreta (que es un analogo
de la energia L? de la ecuacion del calor continua), se establecen con facilidad
resultados de convergencia similares a los probados en el caso del método de

diferencias finitas.

1.3. La ecuacion de ondas

Tal y como hemos mencionado en la introduccién, la ecuaciéon de ondas es
otro de los modelos mas relevantes que se escribe en términos de EDP puesto
que interviene, de uno u otro modo, en infinidad de problemas de la Mecéanica,
de la Fisica y de la Ingenieria. Asi, se trata de un modelo ubicuo en elasticidad
y vibraciones de estructuras pero también en el ambito de la propagacion de
ondas actsticas o electromagnéticas.

Desde un punto de vista matematico la ecuacién de ondas es el opuesto
exacto de la del calor pues se trata de un sistema reversible en tiempo, conser-
vativo, carente de efectos regularizantes y en el que la velocidad de propagaciéon

es finita.



64 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL NUMERICO DE EDP’S

En esta seccion seguiremos el guién de la anterior. En primer lugar recorda-
remos algunas propiedades bésicas de la ecuaciéon de ondas que nos serviran de
guia a la hora de analizar los modelos discretizados correspondientes. Después
estudiaremos la convergencia de las aproximaciones semi-discretas y por dltimo
las completamente discretas.

Por una cuestién de espacio nos ceniremos a la ecuaciéon de ondas en una
sola dimensién espacial. Sin embargo, muchos de los conceptos y resultados que
veremos y desarrollaremos se adaptan con relativa facilidad a la ecuacién de
ondas en varias dimensiones espaciales, al sistema de Lamé en elasticidad, a
las ecuaciones de placas que involucran habitualmente el operador biharmoénico,
las ecuaciones de Schrodinger de la Mecanica Cuantica o incluso a otros mo-
delos como las ecuaciones de Korteweg-de-Vries para las olas en canales poco

profundos. Todos estos temas quedan para desarrollos posteriores.

1.3.1. Propiedades basicas de la ecuacién de ondas 1 — d

En primer lugar consideramos el problema de Cauchy en toda la recta:

{utt—um:(), fER, t>0 (131)

u(z,0) = p(z),ut(z,0) = P(z), z€R.

El operador en derivadas parciales involucrado 97 — 92 se denota frecuente-
mente mediante el simbolo [ y se denomina d’Alembertiano. Su versiéon multi-

dimensional es

N
O=07—A, =07 —> 0.
i=1

Pero en esta seccién nos limitaremos al caso unidimensional.

En una dimension espacial la ecuacién de ondas es un modelo simplificado
para las vibraciones de pequefia amplitud de una cuerda y mediante v = u(x,t)
se describen las deformaciones verticales de la misma.

La solucion de (6.3.1) puede calcularse de forma explicita. En efecto, es facil
comprobar que la solucion de (6.3.1) es

-+t
u(z,t) = - [p(z+t) + plz —t)] + % /% P(s)ds. (1.3.2)

DO =

Conviene también observar que u es de la forma

u(z,t) = F(x+t)+ Gz —1t) (1.3.3)



1.3. LA ECUACION DE ONDAS 65

donde
F(s) = ;go(s)+;/08w(a)da, (1.34)
0
O(s) = %(p(s)—&-%/ (o) do. (1.3.5)

Es también digno de menciéon que cualquier funcion de la forma (1.3.3) es
solucion de (6.3.1). Este hecho corresponde a la siguiente factorizacion del ope-
rador de d’Alembert

0= az&2 - ag% = (at - 896) (at + az) = (at + az) (at - 896) 5 (1'3'6)

segun la cual el operador de ondas es la composicion de los dos operadores
de transporte de orden uno 9; + J,, cuyas soluciones son efectivamente ondas
viajeras de la forma F(z +1t) o G(x —1).

En la formula (1.3.2) se observa también otra de las propiedades fundamen-
tales de la ecuacion de ondas: la velocidad finita de propagacion. Asi el valor de
la solucién u en el punto (x,t) depende exclusivamente del valor de los datos
iniciales en el intervalo de dependencia [x — t, x + t]. Por otra parte, una per-
turbacion de los datos iniciales en el instante t = 0 en el punto xg so6lo afecta al
valor de la solucién en el cono de influencia |z — xo| < |¢].

Otra de las propiedades que se deduce de la formula de representacion (1.3.2)
es la ausencia de efecto regularizante. En efecto, de (1.3.2) se deduce que la
solucién u, en cualquier instante ¢t > 0, es tan regular como el dato inicial ¢
para la posicién y gana una derivada con respecto a la velocidad inicial ). Del
mismo modo, la velocidad w; tiene la misma regularidad que i y pierde una
derivada con respecto a .

Al tratarse de una ecuaciéon de orden dos en tiempo, las genuinas incégnitas
del problema son tanto u como wu;. Es por eso que en (6.3.1) hemos de pro-
porcionar los datos iniciales de ambas incégnitas para garantizar la existencia y
unicidad de soluciones. Desde este punto de vista es habitual escribir la ecuacion
(6.3.1) como un sistema de la forma

U = v
VUVt = Ugy

0 bien como un sistema de leyes de conservacion hiperbélica

Ut = Wy
Wy = Ug
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Como hemos dicho anteriormente algunas de estas propiedades de la ecuacion se
preservan en més de una dimension espacial. En particular, se tienen féormulas
de representacion explicitas semejantes a (1.3.2) aunque algo méas complejas ([7],
[30]).

Otra de las propiedades importantes de la ecuacion de ondas es la ley de

conservacion de la energia. En este caso la energia correspondiente es

1
E(t) = 7/ {|um(x,t)\2 + |ug(z, 8)?] da (1.3.7)
2 R
y se tiene
dE
— () =0, vt >0, (1.3.8)

lo cual es facil de comprobar multiplicando la ecuacién de (6.3.1) por wu; e
integrando en R.

Esta ley de conservacion de la energia sugiere que el espacio H!(R) x L*(R)
es un marco funcional adecuado para la resoluciéon de la ecuacion de ondas. Y,
efectivamente, es asi. Por tanto, para todo dato inicial (p,9) € H'(R) x L?(R)
existe una tnica solucién de (6.3.1) en la clase
u € C([0,00); H'(R)) N C* ([0,00); L*(R)). Consiguientemente vemos que el
vector incognita preserva, con continuidad en tiempo, la regularidad de los datos
iniciales.

Son diversos los métodos que permiten probar este tipo de resultados de
existencia y unicidad: método de Galerkin, teoria de semigrupos, transformada
de Fourier, etc. Pero en el caso que nos ocupa puede deducirse inmediatamente
de la formula de d’Alembert (1.3.2).

De la formula de representacion (1.3.2) se deduce que la ecuacion (6.3.1) esta
bien puesta en infinidad de otros espacios. Pero el méas natural para resolverlo
y el que se extiende de manera natural a otras situaciones como problemas de
frontera o situaciones multidimensionales es precisamente el marco hilbertiano
H'(R) x L*(R).

Consideramos ahora la ecuacion de ondas en un intervalo acotado:

utt*ummzo; 0<.’£<71', t>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0 (1.3.9)
u(z,0) = p(x), u(z,0) =¢¥(z), 0<z<m.

Se trata de un modelo simplificado para las vibraciones de una cuerda de lon-
gitud 7. En este caso hemos impuesto condiciones de contorno de Dirichlet que
indican que la cuerda esta fija en sus extremos, si bien los resultados que aqui

describimos se adaptan con facilidad a otras.
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Las soluciones de (1.3.9) se pueden representar facilmente en series de Fou-

rier. En efecto, si los datos iniciales admiten el desarrollo en serie de Fourier

p(@) = qrwi(e); v(z) = > dun(x), 0 <z <, (1.3.10)

1>1 1>1

donde w;(z) viene dado por (1.2.9), la solucion de (1.3.9) se escribe del siguiente
modo

u(a,t) =Y <¢ucosat)+'ﬁlsen(u)> wy (). (1.3.11)
=1

Esta expresion puede ser simplificada utilizando exponenciales complejas:

foo
u(z,t) = Z et wy (), (1.3.12)
l=—0o0
donde
w_i(z) = wy(x), > 1y 6 = w, 0_, =0, + # Vi>1. (1.3.13)

Como veremos mas adelante, las soluciones de los problemas semi-discretos y
completamente discretos que consideramos admiten desarrollos en serie de Fou-
rier semejantes.

Nuevamente, la energia de las soluciones de (1.3.9) se conserva en tiempo.

En efecto L g
E@:§/[m@ﬁfﬂ%@ﬁﬂMg (13.14)
0
satisface iE
— (=0, >0, (1.3.15)

lo cual puede comprobarse facilmente de dos maneras. La primera, por el método
de la energfa, multiplicando la ecuacion (1.3.9) por u; e integrando con respecto
a x € (0,7). La segunda mediante simple inspeccién del desarrollo en serie de
Fourier (1.3.11). El espacio natural para resolver (1.3.9) es HZ(0,7) x L2(0, ).
De ese modo, cuando (p,%) € HE(0,7) x L?(0,7), (1.3.9) admite una tnica
solucion u € C ([0, 00); H§(0,7)) N C* ([0,00); L*(0,7)).

La energia equivale al cuadrado de la norma canénica del espacio H (0, ) x
L?(0,7). El hecho de que la energia permanezca constante en tiempo equivale
a que la trayectoria de la solucién permanece indefinidamente en una esfera del
espacio Hg (0, 7) x L?(0,7), la que corresponde a los datos iniciales del sistema.

El hecho de que los datos iniciales del problema pertenezcan a H{ (0, ) x

L?(0,7) equivale a que los coeficientes {@}},~, ¥ {1/_1'1}[ del desarrollo en serie
> >1
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de Fourier (1.3.11) de u satisfagan

2
> 1+ i | <o (1.3.16)
1>1
0, equivalentemente,
+oo 12
S ’91’ 12 < 0. (1.3.17)
l=—0o0

1.3.2. Semi-discretizacién espacial: El método de Fourier

Con las notaciones de la secciéon 1.2 dedicada a la ecuacién del calor, la
semi-discretizacion espacial mas natural de la ecuaciéon de ondas (1.3.9) es la

siguiente:

w4 Bug ol g0 G =1, M, t>0
Uy = Up+1 = 0, t>0 (1.3.18)

u;i(0) = @5, wj(0) =vp;, j=1,...,M.

Se trata de un sistema acoplado de M ecuaciones diferenciales de orden dos
con M incognitas. Las M incognitas uq(t),...,up(t) proporcionan aproxima-
ciones de la solucion continua u = u(z,t) de la ecuacion de ondas (1.3.9) en los
puntos x1, ...,z del mallado. En vista de las condiciones de contorno de Diri-
chlet es natural imponer que los desplazamientos uy y upr4+1 que proporcionan
aproximaciones de u en los extremos g = 0y 241 = 7 sean nulos.

Los datos iniciales (¢, z/Jj)jA/il son tipicamente una aproximacion de los da-
tos iniciales (p(z), 1 (x)) de la ecuacion de ondas (1.3.9) sobre el mallado. Tal y
como vimos en la seccién anterior, son diversas las elecciones posibles. En cada
uno de los resultados de convergencia que probaremos indicaremos explicita-
mente la elecciéon de los datos iniciales realizada.

Con la notacion vectorial de la seccion 1.2.2 el sistema (1.3.18) puede escri-
birse en la forma

=/ A — —
{u(t)+ pii(t) =0, t>0, (13.19)

@(0) =, @(0)="4.
Las soluciones de (1.3.19) también pueden desarrollarse en serie de Fourier.

Asi, los datos iniciales admiten el desarrollo

M M
F=Y_ GWi(h); ¥ = hi(W)Wi(h), (1.3.20)
=1 =1

donde

- -

21(h) = (&, Wi(h)n; ¥u(h) = (&, Wi(h))n- (1.3.21)
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Entonces, la solucion de (1.3.19) puede escribirse del siguiente modo

Wt = (@(h) cos () + -4 sen (uz(h)t)> Wih),  (1322)

donde
Hl(h) = \/)\l(h). (1.3.23)
Aqui y en lo sucesivo Wi(h) y A(h) denotan los autovectores y autovalores de

la matriz Aj introducidos en (1.2.29)-(1.2.30).

Nuevamente la expresion puede simplificarse:
M ~ .
in(t) =Y Oi(h)e™ MW(h), (1.3.24)
I=—M

con la convencion

-

W_i(h) = Wi(h), l=1,...,M; u_y(h) = —m(h), l=1,....M,  (1.3.25)
donde

0,(h) = “l(h)ﬁiz)(;) “/’l(h), O_1(h) = 0,(h) + ;ﬁll((g vi>1.  (1.3.26)

Si tenemos en cuenta que, para [ fijo, p;(h) — [ cuando h — 0, a la vez la

~

analogia entre las expresiones (1.3.13) y (1.3.24) son evidentes.
El sistema (1.3.18) y (1.3.19) tiene también la propiedad de conservacion de

la energfa. En este caso la energia conservada admite la expresion

hM
Eh(t)zzz[

k=0

2
Yj+1 — U

h

+ |u;|2] : (1.3.27)

La ley de conservacion de la energia puede obtenerse al menos de dos ma-
neras: a) A partir del desarrollo en serie de Fourier de las soluciones (1.3.22);
b) Multiplicando cada una de las ecuaciones de (1.3.18) por v y sumando con
respecto al indice j.

La energia discreta Ej es evidentemente una aproximaciéon de la energia
continua E de (1.3.14) y las dos formas que hemos indicado de probar su caracter
conservativo son también versiones discretas de las pruebas habituales en la
ecuacion de ondas continua.

De todas estas observaciones se deduce que el sistema semi-discreto (1.3.18)
es una aproximacion natural del sistema continuo (1.3.9).

Con el objeto de establecer la convergencia cuando h — 0 de las solcuiones

del sistema semi-discreto a las de la ecuacién de ondas hemos de introducir
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normas que midan la distancia entre ambas. Tenemos por una parte la norma

L2 discreta introducida en la seccion 1.2:
1/2

M
= |hY lail*] . (1.3.28)
j=1

a

h

Introducimos también la norma H!—discreta correspondiente

1/2
o1

a

4j+1 — 4j
—_— 1.3.29
; (1.3.29)

M
= [h2

1
h =

siempre con la convencién ay = apr41 = 0.

Pero es también natural medir la proximidad de las soluciones en funcién de
sus coeficientes de Fourier. Tal y como vimos en la secciéon 1.3.1, las soluciones
de energia finita de la ecuacién de ondas pueden ser identificadas, en virtud de

(1.3.17), con sus coeficientes de Fourier pertenecientes al espacio H!:

H = {{@z}z6z DY Plal’ < oo} (1.3.30)

leZ

que es un espacio de Hilbert con la norma

1/2
‘ {@1}1e2 ’w = [Z 2 W] - (1.3.31)

l€Z

En efecto, tal como observamos en (1.3.17), las soluciones de energia finita de
la ecuacion de ondas corresponden a datos iniciales que se representan a través
de los coeficientes {él}lez e HL.

En vista de la representacion de Fourier (1.3.12) de las soluciones de la

ecuaciéon de ondas, éstas pueden escribirse del siguiente modo

+o00
u(z,t) = Z Ay (t)w(x), (1.3.32)
l=—0o0
donde
g (t) = 0t (1.3.33)

De este modo se observa que la regularidad propia de las soluciones de energia

finita, i.e. el hecho de que

u e C ([0,00); Hy(0,7)) NC* ([0,00); L*(0, 7)), (1.3.34)
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equivale a que sus coeficientes de Fourier {u;(t)},., pertenezcan al espacio
{au(t)}1ez € C ([0,00); H') N C* ([0, 00); £2). (1.3.35)

Asimismo, las soluciones del problema semi-discreto, en vista de (1.3.24),

pueden escribirse como

M
ity = dunt)Wih) (1.3.36)
=M
donde
Uy p(t) = 04 (h)etrt MWt | = M, ... M. (1.3.37)

Si extendemos por cero estos coeficientes de Fourier para los indices |I| > M,
nos encontramos nuevamente con que, para las soluciones del problema semi-

discreto, se tiene
{an ()}, € C([0,00); HY) N CL([0,00); £2). (1.3.38)

Es por tanto natural medir la convergencia de las soluciones del problema
semi-discreto al continuo a través de la convergencia de sus coeficientes de Fou-
rier en el espacio C ([0, 00); H') N C* ([0, 00); £2) .

Con estas notaciones y con el objeto de establecer la convergencia de las
soluciones del problema semi-discreto al continuo realizamos la siguiente elecciéon
de los datos iniciales de (1.3.19):

M B B Mo
F= Y @Wih); b= > wWi(h), (1.3.39)
l=—M l=—M

donde {@1},c5 ¥ {1&; }leZ son los coeficientes de Fourier del dato inicial continuo
(p(z), ¥(x)) € HE0,7) x L*(0,7). Es decir, elegimos los datos iniciales del
problema semi-discreto de modo que coincidan con los del problema continuo
para los indices —M < k < M. De este modo, la solucion de (1.3.19) admite el
desarrollo (1.3.24) (o (1.3.36)-(1.3.37)) con los coeficientes de Fourier

5 pu(h)y — ity
0(h)=———""————,1=—-M,...,M. 1.3.40
Con esta eleccion de los datos iniciales en el sistema semi-discreto tenemos

el siguiente resultado de convergencia.

Theorem 1.3.1 Supongamos que (¢,) € HE(0,m) x L?(0,7) y que elegimos
los datos iniciales del problema semi-discreto como en (1.3.39).
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Entonces, las soluciones del problema semi-discreto convergen a las del con-

tinuo en el sentido que

{ {en O}y = (i@} en C(OTEH)NC (O.TEE) )y

cuando h — 0.
para todo 0 < T < 0.
Observacion 1.3.1

e Hemos enunciado la convergencia de las soluciones en términos de sus coe-
ficientes de Fourier. En efecto, en (1.3.41) se establece que los coeficientes
de Fourier de las soluciones semi-discretas, junto con sus derivadas tem-
porales, convergen, cuando h — 0, uniformemente en tiempo, a los de la
solucion continua en el espacio H! x £2. Como hemos dicho antes, este
es el espacio natural al que pertenecen los coeficientes de Fourier de las
soluciones de energia finita de la ecuacién de ondas, por lo que el resultado

es optimo.

e Este resultado puede ser también interpretado a través de la convergencia
de las soluciones en el espacio de la energia. Volveremos sobre este punto

més adelante.

e Tal y como habiamos anunciado en (1.3.41) hemos abusado de la nota-
. . N
cion puesto que hemos interpretado que {ug’h}é:_ M que es un vector
finito, es una sucesién. Como mencionabamos, ha de sobreentenderse que
extendemos el valor de 1y, por cero para todos los indices |¢| > M.

Demostracion del Teorema 3.1.
Probamos exclusivamente la convergencia en C ([O, TY; Hl). La convergencia
en C! ([0, T); 62) puede ser probada de manera analoga.
Sea
bep(t) = te(t) — g p(t) = o™ — By (h)e e M, (1.3.42)
donde los coeficientes 6 y 0(h) vienen dados por (1.3.13) y (1.3.40) respecti-
vamente.

Tenemos

o)) = D2 a2 = 3 Jaelt) a2 (13.43)
{=—00

l=—o00

M ~ . ~ . 2 ~ 12
== legezft—eg(h)ewdh)t Y ‘94 2 = I, (h) + I(h)
t=—M [e]>M
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El término I3 (h) es facil de estimar. En efecto, en virtud de (1.3.17), y en la
medida en que los coeficientes que intervienen en la serie I5(h) no dependen de

h es facil ver que, dado € > 0 arbitrario, existe M > 0 de modo que

Una vez fijado el valor de M es facil ver que I;(h) — 0. De hecho, esta
convergencia es uniforme en ¢ € [0,7T]. En efecto, como, una vez fijado el valor

de M, I;(h) es una suma finita, basta comprobar que, para cada ¢ fijo,
Oy (h)e Mt — §,e** b — 0, uniformemente en ¢ € [0, 7],
lo cual es evidentemente cierto puesto que
e(h) — €, h =0

y de que, en vista de la eleccion de los datos iniciales para el sistema discreto
realizado en el enunciado del Teorema 1.3.1,

ég(h) - é@, h — 0.
|

Tal y como hemos mencionado anteriormente, este Teorema no proporciona
un resultado muy intuitivo puesto que garantiza la convergencia de los coefi-
cientes de Fourier pero no de las soluciones en el espacio fisico. En este sentido,
seria natural analizar la convergencia de la solucion discreta i, hacia los valores
de la solucién continua u = u(z, t) sobre los puntos del mallado (que denotamos
mediante @) tal como hicimos en el Teorema 1.2.1 en el caso de la ecuacion del
calor.

En este caso, en vista de la ausencia de efectos disipativos necesitamos hi-
potesis adicionales de regularidad sobre los datos iniciales de la ecuacién de
ondas:

Theorem 1.3.2 Supongamos que (p,) € [H?> N H(0,7)] x H{(0,7) y que
elegimos los datos iniciales del problema semi-discreto como en (1.3.39).

FEntonces

in(t) - m)| |+

(1) — @’(t)‘h -0 (1.3.44)

cuando h — 0 uniformemente en 0 <t <T para todo 0 <T < 0.

Observacion 1.3.2
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e El espacio H? N H{(0,7) es el constituido por las funciones ¢ € H}(0, )

tales que ¢, € L?(0, 7). Dotado de la norma'?

™ 9 1/2
(K% ||H2mH5(0,7r): [/0 |Paal dm]

constituye un espacio de Hilbert.

e El espacio [H? N Hg(0,m)] x H{(0,7) es un marco funcional natural para
resolver la ecuacién de ondas. En efecto, si (¢,¢) € [H*N H(0,m)] x

H{(0,7), la ecuacién de ondas (6.3.1) admite una tnica solucién

ue C([0,00); H> N Hy(0,7m)) NC* ([0, 00); Hy(0,7))- (1.3.45)

Ademas la energia

1

B (t) = 3 /OTr [uge (2, )% + |uea (2, 1)]?] do (1.3.46)

que es equivalente al cuadrado de la norma en este espacio se conserva en
el tiempo (para comprobarlo basta con multiplicar la ecuacion de ondas

pOr —ug,; € integrar por partes en ).

e Cuando ¢ € H?> N H}(0, ) sus coeficientes de Fourier satisfacen
> el 0 < 0. (1.3.47)
=1

Este hecho jugara un papel decisivo en la prueba del Teorema.

Demostraciéon del Teorema 1.3.2.

Analizamos el primer término de (1.3.44) puesto que el segundo puede ser
tratado del mismo modo.

Procediendo como en la demostracion del Teorema 2.1 y distinguiendo bajas

y altas frecuencias descomponemos iy, — @ del siguiente modo:

M,
() - at) = Y [ég(h)ei’“(h)t —éfem} We(h) (1.3.48)
EZ_MO
+ Z ég(h)eiw(h)th(h) _ Z égeme — I+ I+ Is.
Mo+1<[¢|<M €]> Mo

Analizamos ahora la norma || Ij, ”%,h’ para cada k =1,2,3.

100bsérvese que en el subespacio de H? considerado esta semi-norma es en realidad una

norma, equivalente a la norma canénica de H2.
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o Término I;.

Tomando normas || - ||1,, en I; y utilizando las propiedades de los auto-
vectores Wy(h) enunciados en el Lema 2.1 y la desigualdad (1.2.32) para
los autovalores discretos se tiene:

2
| 11

in = Z Ae(h)’éz(h)eiw(h)t—éeem
{=— My

A ) A2
< Z 52 ‘Hg(h)e““f(h)t _ egezét

o Término Is.

Tenemos, por el mismo argumento,

1L 5, D Ae(B)lbe(h), (1.3.49)
Mo+1<|¢|<M

en virtud de la eleccion (1.3.40) de los coeficientes de Fourier de los datos

iniciales del problema semi-discreto deducimos por tanto que

ILlfasC > [Pl +1bP]. (1350
Mo+1<|€|<M

La convergencia de esta serie esta garantizada por la hipdtesis de que los
datos iniciales considerados son de energia finita, i.e. (p,1) € H}(0,7) x
L2(0,7).

o Término Is.

Este término ha de ser analizado con algo mas de cuidado. En efecto,
W, representa en este caso la restriccion a los puntos del mallado de las
autofunciones continuas que no se obtienen en el espectro de la matriz.
Por lo tanto se pierden las propiedades de ortogonalidad enunciadas en el
Lema 2.1. Por tanto, en este caso aplicamos nuevamente la desigualdad

triangular y obtenemos

1 s w2 (B IWelns 32 (8] 1l Wea lizom= S 161)0].

|€|> Mo [£]> Mo [¢|> Mo
(1.3.51)

En esta ultima desigualdad hemos utilizado la desigualdad elemental

M 2 T
hz|f(ﬂ?j+1)hgf($j)| S/o £2(2)dx (1.3.52)
j=0
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que es valida para cualquier funcién de H{(0,7) y cualquier A > 0, y por

otra parte que
| Wea [siom= [ Wl da = (1.353)
0

Con el objeto de poder estimar la serie que se obtiene en esta estimacion

es indispensable suponer que
L ’9}‘ < 0, (1.3.54)
¢

lo cual queda plenamente garantizado si los datos iniciales (¢, %) pertene-
cen a [H*NHE(0,7)] x H}(0,7) puesto que, en virtud de (1.3.16), (1.3.17)

y (1.3.47), se tiene
o\ /2 1/2
>l < <Z£2 4 ) <Zz—2> < oo.
¢ ¢ ¢

De estas desigualdades es facil concluir la demostracion del Teorema 3.2.
En efecto, de (1.3.50), (1.3.51) y (1.3.54) vemos que dado € > 0 arbitrario
existe My > 0 tal que

| 12 |[1,n + || I3

1,h< €, Vh > 0.

Una vez fijado el valor de My el hecho que || I [|1,,— 0 cuando h — 0
resulta evidente de (1.3.49), puesto que se trata de una suma de un ntimero
finito de términos en los que cada uno tiende a cero puesto que ég(h) — 6,

y pe(h) — £ respectivamente.

Se observa asimismo que la convergencia es uniforme en intervalos com-

pactos de tiempo [0, T7.

Esto concluye la demostracion de Teorema 3.2.

Observacion 1.3.3

e Un analisis cuidadoso de la demostracion del Teorema 3.2 permite esta-

blecer una estimacién sobre el orden de convergencia.

e El Teorema 3.2 sélo demuestra un posible resultado de convergencia entre

los varios que podrian probarse mediante argumentos semejantes. Muchas
otras variantes, similares a las descritas en la seccion 2.2 en el contexto de

la ecuacion del calor, son posibles.
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Los resultados de convergencia que hemos presentado en los dos Teoremas
anteriores hacen referencia a los coeficientes de Fourier o a la restriccion de las
soluciones a los puntos del mallado. Sin embargo, tal y como ocurria en el caso
de la ecuacion del calor, estos resultados admiten también una interpretacion
global. Para ello es necesario introducir un operador de extensién que a una
funcion discreta definida sobre el mallado asocie una funcién continua de la
variable x. Para ello, tal y como se hizo en la seccién 2.7 dedicada el estudio de
la ecuacion del calor mediante el método de elementos finitos, dada una solucion

discreta i, de (1.3.18), podemos definir su extension

[Eiy] (z,t) = Zuj(t)¢j (x), (1.3.55)

donde {¢; }j_1 N son precisamente las funciones de base del método de ele-
It AR
mentos finitos que, tal y como indicamos en la seccién 2.7, son continuos, lineales

a trozos y satisfacen ¢;(x¢) = d;s.

Es facil comprobar que, dada una solucion discreta @), de (1.3.18), Eup es
una funcién perteneciente al espacio C ([0, 00); Hg (0,7))NC* ([0, 00); L2(0,)).
Cabe por tanto plantearse la convergencia de E), hacia la solucion u = u(z,t)

del problema continuo (1.3.9) en el espacio de la energia.

El siguiente resultado responde a esta cuestion:

Theorem 1.3.3 Bajo las hipdtesis el Teorema 3.2 se tiene
Eiy, — u en C ([0,T]; Hy(0,7)) N C* ([0, T]; L*(0,)) (1.3.56)
para todo intervalo compacto [0.T]

Demostracion

Procedemos en dos etapas.

Etapa 1. Convergencia en C ([0,7T]; H}(0,)).
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Observamos que

2 ™
Edp(t) — u(t) . = / |8, (Eiiy) (z,t) — ug(z,t)|* dx (1.3.57)
0(0,m) 0
N ] 2
_ Z/xj+l uj+1(t) _uj(t) —u (!I? t) dz
— /.. h A
J=0""
N T g (8) —w () w(myet) —u(zg,t) |
< J+1 J\") _ Jjt1 Js
= Qz/m h h du
J=0""7
N oz _ N
+ 22/ U"L(Jf,t) u(x]+1?t)h ’LL(LEJ,t) dx
5=07;
N 2
S [ujr (t) = U(%‘H,t;l] — luy(t) — ulz;, t)]
§=0
N Tjt1 1 [T+t 2
+ 22/ uz(x,t)fﬁ/ Uy (s, t)ds| de =1 + I.
j=0"%j Zj

2
Por otra parte, Iy = 2|, (t) — @'(t)‘ , aue, tal y como vimos en el Teorema 3.2,
1

)

converge a cero uniformemente en 0 <t < T cuando h — 0.

Ademas,
N ooz prin 2
Bo= 2y [ [ et - w0y ds| do
j=0"YTj Zj
N A _ 2
2 Tji+1 Tj41
< ﬁZ/ﬁ /I (ug(z,t) — uz(x,t)) ds| dz
7=0 J J
N v v 2
2 Tj+1 Tjt1 T
= 72/ / /Um(a,t)dodx dz
h ]:0 Ij Ij s
o N paga| pan o 2
= ﬁZ/m /I /z |as(0,1)] dods| da
7=0 J J J
N o~ 2
= > | [ st o
j=0[/%i
<

N Tj+1 ™
2h2z/ |um(a,t)|2d0:2h2/ e (2, 1)) d
j=0"%j 0

= 202 | u(t) B2 g 0, -

Este tltimo término tiende a cero con un orden O(h?) cuando h — 0 puesto que,
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tal y como se indicd en la Observacion 3.2, bajo la hipotesis de regularidad de
los datos iniciales del Teorema 3.2, la solucién u del problema continuo (1.3.9)

pertenece a la clase C ([0,00); H*> N Hg(0,7)). En realidad la convergencia es

uniforme para todo t > 0.

Etapa 2. Convergencia en C* ([0, T]; L?(0,7)).

En este caso

2 w| N ?
w0 -wof,, =/ > uh0u(e) —ule.)| da
x| N 2
< 2 [ Y 0 - nlon ) dula)| ds
0 |g=1
x| N 2
—1—2/ Zut(fck,t)¢k(m)—ut(x,t) de =1 + Is.
0 Jg=1

El primer término I;, en virtud de la expresiéon de la matriz de masa que

aparece en el método de elementos finitos, admite la expresion

N T
o= 2% () - wilont) (W0 — iz, 0) [ ox@)o;(x)da
o 0

X 2. 2 L, ’
= 203 [0 o OF 5 40 w00 () = wali1,0)

que tiende a cero uniformemente en [0,7] cuando h — 0, por el Teorema 3.2.
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Por otra parte,

N Tyl ) £ — - 9
L = zz/ I G LR PRt
j=0"%j
N Tii1 T r 2
! ug (Tjp1,t) — wg (w4,
) S Y >>}ds i
§=0"%; z; L
N Tjp1 z [ 1 Tii1 2
= 22/1 /w Uz (5,1) — n utz(a,t)d(f} ds| dx
7=0 J i L j
N Tjy1 z [ T 2
J 1 it
= 22/ / E/ [tz (8, 1) — wte (0, 1)] dads] dx
§=0"; zj [ ey
N Ti+1 Tjt+1 2
< QZ/ 2/ |z (s,t)| ds| dx
j=0"%j Zj
N Ti+1  [LTi+1
< ShZ/ / |utz(5,t)|2d5d:17
§=0"%; x;

_ 8h2/ g (5, £)[2 ds.
0

Este término tiende a cero con un orden O(h?) puesto que u; € C ([0, T]; HL(0, 7r)),

tal y como senalamos en la Observacion 3.2.

1.3.3. Semi-discretizacion espacial: El método de la ener-

-

gia

La prueba de la convergencia de las soluciones del problema discreto a las
del continuo esta basada en el hecho que la energia (1.3.12) (resp. (1.3.27)) se
conserva para las soluciones del problema continuo (1.3.9) (rep. para las del
problema discreto (1.3.18)).

Procedemos como en la seccién 1.2.3 en el caso de la ecuacién del calor y
por tanto consideramos la solucion v = u(z,t) de la ecuacion de ondas continua
(1.3.9) como una solucion aproximada de la ecuacion discreta (1.3.18). Tenemos
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entonces

2 W) U, ()= U, ()] [2 w,(t)— u, ,()— u,_, ()]

uf(t) + [ 3 = = Upe(xj4) + 2 =
=¢i(t),j=1,...,M,t>0
Uy = Upry1 =0,1>0
u;(0) = @j, wi(0) =1;,j=1,...,.M
(1.3.58)
con @; = ¢(z;) v ¥; = ¥(z;) si, por ejemplo, los datos (¢, 1) son continuos, lo
cual esta garantizado en las hipotesis de los Teoremas 3.2 y 3.3 cuando (¢, ) €
[H? N Hg(0,7)] x H5(0, ).
En el segundo miembro de (1.3.58) aparece un residuo o error de truncacion
gt) = (&;(t))j=1,..., M.
Consideramos ahora la diferencia de las soluciones continua y discreta

Un(t) = @(t) — n(t), (1.3.59)
que satisface

v;'(t) + [211,-(t)—vj+}1§t)—vj,1(t)] —&i(t),j=1,...,M, t>0
Vo = VM+1 = 0, t Z 0 (1360)
v;(0) :1}9(0) =0,7=1,..., M.

Multiplicando en (1.3.60) por v’(¢) y sumando en j, como es propio para
la obtenciéon de la identidad de energia para las soluciones del sistema semi-
discreto, obtenemos que

d |h& h&
A EPICICIEEDY
j=1

v (t) — v (1) °

N
=hY ei(t)(t).
j=1

j=0 h
y por tanto
N 2 N
d |h 2 |vjp1(t) —v;(t) h
= 22[|v;(t)| + | SEZ[Is](t)IZHU;(tM
j=1 j=1
Aplicando el Lema de Gronwall deducimos que
N 2
h 2 |vj41(t) —v,(t) Tel L 2
> Z [|U;(t)| + |2 o ] < - mix la(t) g vt € [0,T).
i=1 -

Basta por tanto que estimemos el error de truncacion £(t). Tenemos

|€j(t)‘ < Ch? H U(t) Hc4([0’ﬂ.]), Vi=1,..., M, V0 < h < hg, Vt > 0.
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De estas dos tltimas desigualdades deducimos que

1 o -
B (19 150 + 117" @) 117] < CR* | u(t) || 0,13 03 (0,0)), VE € [0,T].
Hemos probado el siguiente resultado:

Theorem 1.3.4 Supongamos que los datos iniciales (p,1) de la ecuacion de

ondas (1.3.9) son tales que la solucion uw = u(z,t) satisface
ue C([0,7]; C*([o, 7)) . (1.3.61)
Entonces, para todo 0 < T < oo existe una constante Cp > 0 tal que

2
+ @ - v <ot (1.3.62)

para todo 0 <t < T y todo h > 0, donde % denota la restriccion a los puntos
del mallado de la solucion de la ecuacion de ondas (1.3.9) y i) representa la

solucion del sistema semi-discreto (1.3.18).
Observacion 1.3.4

e La estimacion de error (1.3.62) garantiza que la ecuacion semi-discreta
(1.3.18) proporciona una aproximacion de orden 2 de la ecuaciéon de ondas
(1.3.9). Se trata de un resultado natural puesto que la tinica discretizacion
realizada en el esquema (1.3.18) es la del laplaciano a través del esquema de
tres puntos que, como hemos visto en capitulos anteriores, es un esquema

de aproximacion de orden 2.

e El resultado del Teorema 1.3.4 es s6lo uno de los posibles que pueden ser
obtenidos mediante el método de la energia. En particular, el método de
la energfa puede ser utilizado para probar la convergencia del método bajo

hipotesis de regularidad de la solucion mucho mas débiles que (1.3.61).

e Tal y como se observo en la seccion 2.3 la ventaja del método de la energia
frente al de descomposicion en series de Fourier es que puede ser aplicado
en un contexto mucho mas amplio: coeficientes variables dependientes del

espacio y del tiempo, problemas no-lineales,. . ..

Observacion 1.3.5 “Consistencia+ Estabilidad=Convergencia”.
Aunque no se haya mencionado explicitamente, las demostraciones de con-

vergencia de los resultados anteriores estdn inspiradas en el principio de Lax
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discutido en la seccion 2.4 segun el cual la propiedad de convergencia equivale a
la de consistencia mds la de estabilidad. Comentemos este aspecto brevemente.
Las demostraciones de los Teoremas 1.8.1 y 1.3.2 mediante series de Fou-
rier reflejan perfectamente este principio. La consistencia garantiza que los au-
tovectores y autovalores del esquema discreto se aproximan a los del continuo.
La estabilidad permite truncar las series de Fourier y reducir el problema a
la convergencia de una suma finita (garantizada a su vez por la consistencia)
manteniendo un control uniforme en tiempo de la cola de la serie.

La demostracion del Teorema 1.3.3, basada en el método de la energia, tam-
bién refleja esta filosofia. La consistencia del esquema garantiza que una solu-
cion regular de la ecuacion continua es una solucion aprorimada del sistema
semi-discreto con una cota (del orden de O(h?)) sobre el error de truncamiento.
La estabilidad del esquema se ve reflejada en la propiedad de conservacion de la

energia para el sistema semi-discreto.

1.3.4. Aproximaciones completamente discretas

Utilizamos las mismas notaciones que en la seccién 2.5 dedicada al estudio
de las aproximaciones completamente discretas de la ecuacion del calor.

El esquema completamente discreto més habitual para la aproximacion nu-
mérica de la ecuaciéon de ondas es el conocido como “leap-frog’:

k+1_ o k k—1 ko, k k
Uy 2uj+u, Uiy 2uj+uj71

(At)? = NDE ,j=1...,.M; k>0
k=0 (1.3.63)
:Spjau}:é_j,j:].,...,M,

Obviamente, el esquema (1.3.63) se obtiene aplicando el clasico esquema de
tres puntos centrado para aproximar tanto la segunda derivada temporal como
espacial.

Se trata de un esquema de dos pasos por lo que es indispensable para su
inicializacion dar el valor de la solucion discreta {uf} en los dos primeros niveles
temporales k£ = 0, 1. Como u? es una aproximacion de la solucién de la ecuaciéon
de ondas u = u(x,t) en el punto (x,t) = (x;,0) es natural tener como dato

inicial en el nivel £ = 0 para el problema discreto

u) = p; = p(x;). (1.3.64)

! es una aproximacion de u = wu(x,t) en el punto (z,t) =

J
(x5, At). Por lo tanto, por el desarrollo de Taylor, es natural tomar como dato

Por otra parte

inicial en el esquema discreto para h =1

§j = pj + Aty = p(x;) + Aty(x;). (1.3.65)
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En efecto, si u es suficientemente regular se tiene
u(xj, At) = u(x;,0) + Atug(x;,0) + O ((At)z) ,

lo cual justifica la eleccion (1.3.65).

Obviamente, para que (1.3.65) sea posible es indispensable que tanto ¢ como
1 sean funciones continuas. Cuando se eligen datos iniciales (¢,%) de energia
finita, i.e. (p,%) € H}(0,7) x L?(0,), la continuidad de ¢ estd garantizada
pero no la de . En ese caso, el valor de ¢; = ¥ (z;) puede ser sustituido, por
ejemplo, por una media de v entorno al punto xz = x;.

El esquema (1.3.63) es claramente explicito y permite calcular facilmente el
valor de la solucién discreta en el paso k + 1 a partir de los valores en los dos
pasos anteriores k — 1y k.

Por otra parte, el esquema es consistente de orden dos puesto que, como
indicabamos anteriormente, nos hemos limitado a aplicar el esquema centrado
de tres puntos a la hora de discretizar la derivada segunda en tiempo y en
espacio.

El nimero de Courant en este caso viene dado por
uw=At/Az. (1.3.66)
Con esta notacion el esquema (1.3.63) puede ser escrito de la siguiente manera:

ufﬂ =2uf — uf_l +p? [uf g — 205 +uf ] (1.3.67)

Conviene sefialar que el modo en que los pasos de espacio y tiempo inter-
vienen en la definicion del ntumero de Courant p en (1.3.66) es muy distinto a
como lo hacen en el caso de la ecuacion del calor ((1.2.95)). En este caso en
el nimero de Courant se refleja el hecho de que en la ecuaciéon de ondas las
derivadas temporales y espaciales juegan un papel completamente simétrico, lo
cual queda claramente de manifiesto en la propia expresion de la ecuacion de
ondas (dos derivadas temporales coinciden con dos derivadas espaciales) o de la
energia de la misma.

Como deciamos anteriormente, el método es consistente de orden y, por
consiguiente, si u = u(x,t) es una soluciéon suficientemente regular (de clase
C*) de la ecuacion de ondas y denotamos mediante g? sus restricciones a los
puntos del mallado, al insertar esos valores en el esquema discreto obtenemos
un error de truncatura del orden de O ((At)? ((Az)? + (At)?)). Es decir u” es

j
una solucion aproximada de (1.3.67) que verifica

witt =2 wf — W R [l -2 W+ Wb ]+ O (A1) ((A)? + (A1)?)) .
(1.3.68)
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Sin embargo, la consistencia del esquema no garantiza su convergencia, sino
que es necesaria también una propiedad de estabilidad.

La estabilidad de los métodos multi-paso ha sido ya estudiada en el marco de
los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. En aquél contexto veiamos
que la estabilidad necesaria podia garantizarse a través de la condicion de la
raiz: El polinomio caracteristico del método lineal multi-paso ha de tener todas
las raices de modulo menor o igual que uno y, en caso de tener alguna raiz de
modulo unidad, ésta ha de ser simple.

Con el objeto de adaptar este concepto al marco del sistema discreto (1.3.68)
conviene utilizar el desarrollo en serie de Fourier. Asi, la soluciéon discreta puede

descomponerse como

M
it =" pfWi(Ax), (1.3.69)
=1

donde, como es habitual, Wg(Ax) denota el /-ésimo autovector de la matriz A,
de la discretizacion mediante el esquema de tres puntos del laplaciano ((1.2.26)
con h=Az)y pf el coeficiente de Fourier correspondiente en el paso temporal
k.

Aplicando el esquema discreto en la expresion (1.3.69) obtenemos

pEtt = 2pk — ph=l 12 (Ax)2 (A pf. (1.3.70)

Cada una de las expresiones (1.3.70) es un esquema de evolucion discreto en
tiempo en dos pasos para cada valor de = 1, ..., M. Su polinomio caracteristico

es en este caso
Py(A) = X2 — [2 — 2 (Az)*Ap(Az) | A+ 1. (1.3.71)

Sus raices son

2 — p2(Aa)2Ao(Ax) £ /(2 — 12(Ax)2Ao(Ax))® — 4
: .

En vista de esta expresion es facil comprobar que la condicion de estabilidad

A= (1.3.72)

se satisface si y solo si
w<1. (1.3.73)

Es lo que se denomina la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy.

En efecto, para comprobarlo conviene distinguir dos casos:

Caso 1: Autovalores complejos.

Esto ocurre cuando

(2 — p2(Az)A(Az))* =4 <0
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ie.
|2 — 1P (Az)*Ap(A)| < 2. (1.3.74)

Teniendo en cuenta que
c(Az)? < (Az)?A(Az) < 4 (1.3.75)

para ¢ > 0 adecuado, es obvio que la condicién (1.3.74) se verifica siempre y
cuando p < 1. Cuando p > 1, como la cota superior en (1.3.75) es 6ptima, i.e.
a medida que Az — 0, A\yr(Az) — 4, se deduce la existencia de coeficientes
¢ para los cuales la condicion (1.3.74) es violada. Estos seran analizados en el
segundo caso.
Volviendo al caso p < 1, en el que (1.3.74) se cumple, observamos que
2 1 2 2 2 2 2 2
(\) = 1 [|2—,u (Az)?X(Az)|” 4+ 4 — |2 — > (Az)? N (Az)| } =1
Ademas, las raices son simples siempre y cuando p > 0, cosa que, evidentemente,

siempre se cumple.

Caso 2: Autovalores reales:
Consideremos ahora el caso en que alguno de los autovalores es real. Esto

ocurre cuando
(2 — p2(Ax)?Ao(Az))? > 4

lo cual exige que
2 (Az)? N (Az) > 4. (1.3.76)

Tal y como vefamos en el caso 1, esto ocurre, por ejemplo, en cuanto p > 1,
para el tltimo autovalor Ap(Az), a condicién que h > 0 sea suficientemente
pequeno.

En este caso los dos autovalores /\zt son reales y el de mayor modulo es el

que corresponde al signo negativo para el cual se tiene

P2(A) A (Ax) — 24+ /(2 - p2(Ax)Ag(Ax))? - 4
2

que es, evidentemente, estrictamente mayor que 1 en virtud de (1.3.76).

x| =

De este analisis deducimos que el método lineal multipaso que el método
de leap-frog genera en cada uno de los componentes de Fourier del problema
discreto es estable si y solo se verifica la condiciéon p < 1.

Como consecuencia de este andlisis deducimos que

Theorem 1.3.5 El esquema “leap-frog” (1.3.63) es un esquema convergente de

orden 2 para la ecuacion de ondas si y solo si p < 1.
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Volveremos mas adelante sobre la demostraciéon de este resultado.

Un aspecto muy importante de la condicién de estabilidad (1.3.73) es el
relacionado con los dominios de dependencia.

En la seccion 1.3.1 vimos, por medio de la formula de d’Alembert, que la
soluciéon de la ecuacién de ondas continua en toda la recta real depende en
el punto (z,t) de los valores de los datos iniciales en el intervalo de depen-
dencia [x — ¢, x + t]. Para el esquema discreto (1.3.67) es facil comprobar que
la solucion discreta en el punto (z,t) = (jAz, kAt) depende del valor de los

datos iniciales en intervalo [(j — k)Az, (j + k)Az)] = [x — kAz,  + kAzx] =
kAt kAt ¢
Two S o
tabilidad p < 1 del esquema numérico garantiza simplemente que “el dominio

[m - = [x -t r+ ﬁ . Vemos por tanto que la condicién de es-
de dependencia en el esquema discreto contenga al dominio de dependencia de
la ecuacion de ondas continua.” Esto es una condicién perfectamente natural
e indispensable para que el esquema numeérico sea convergente. En efecto, en
caso de que la condicién no se cumpla, el esquema numeérico ignora informacion
esencial de los datos iniciales para la determinacion de la solucién del problema
continuo y esto hace que la convergencia sea imposible.

Volvamos ahora sobre la demostracion de Teorema 1.3.5. En primer lugar
es facil comprobar que cuando p > 1 el esquema diverge. En efecto, para verlo
basta con utilizar que cuando p > 1, existen componentes de Fourier ¢ para los
que el esquema multipaso correspondiente viola la condicion de estabilidad. Esto
permite construir facilmente soluciones en variables separadas para el sistema
discreto que, a medida que h — 0, divergen.

La prueba de la convergencia del esquema cuando p < 1 puede realizarse
de diversas maneras. La primera prueba es la basada en el desarrollo en serie
de Fourier. No es dificil adaptar la prueba del Teorema 1.3.1. Basta com pro-
ceder del mismo modo y utilizar la propiedad de estabilidad del esquema para
mantener controladas uniformemente en tiempo las colas de las series truncadas.

La segunda prueba de la convergencia esté basada en el método de la energia.

En este caso la energia de las soluciones en el nivel temporal k viene dada por

2

M k+1 k k+1 k+1 k k
gk _ Az |f@‘ — U + Ujrr — Y ‘| Uj+1 — Uy (1.3.77)
2 Z At Az Az e
j=0

No es dificil comprobar que la energia E* se conserva en tiempo para las solu-

ciones del problema discreto (1.3.63), i.e.

EM = EF VE > 0. (1.3.78)

Para ello basta con multiplicar en la ecuacién discreta por s+ (u

k+1 k—l)
2At \"j J
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y sumar con respecto al indice espacial j. Esta prueba es analoga a la de la
conservacion de la energia en la ecuacion de ondas continua. En efecto, en la
ecuacion de ondas multiplicamos la ecuaciéon por u; e integramos con respecto
a x € (0,7). El procedimiento presentado por el sistema discreto es la version
discreta del método continuo. Conviene sin embargo subrayar que, en vista de
la estructura simétrica del esquema de “leap-frog” la discretizacion introducida
de u; es también centrada y simétrica.

Pero la conservacion de la energia por si sola no garantiza la estabilidad
del método. Para poder garantizar que se cumple esta propiedad es preciso
comprobar que la energia definida una cantidad definida positiva, cosa que no
es obvio en su definicion. No se dificil comprobar que esto tltimo es cierto si y

solo si p < 1.

1.3.5. El analisis de von Neumann

En la seccion 1.2.6 vefamos como el anélisis de von Neumann permitia ana-
lizar con facilidad la estabilidad de los esquemas numéricos de aproximacion,
sobre todo en ausencia de condiciones de contorno.

Consideremos pues el problema de Cauchy en toda la recta real para la
ecuacion de ondas (6.3.1) y sus aproximaciones semi-discreta y completamente
discretas siguientes:

e Aprozimacion semi-discreta:

oy U muial g i€Z. t>0

J h2 (1.3.79)
UJ(O) = ¥j, u;(O) = qu? ] €z
e Aprozimacion completamente discreta:
k+1 k k—1
u; " = 2ug + :u§+172u§+u§?71 ieZ. k>0
(At)? (Az)? ’ U= (1.3.80)

ug-)znpj,u} =¢,j€Z.
No es dificil adaptar los desarrollos de la secciéon anterior para probar que:
e El método semi-discreto (1.3.79) converge y es de orden 2, cuando Az — 0.

e El método completamente discreto (1.3.80) es convergente si y solo si
p=At/Ax <1

Comprobemos como, efectivamente, el analisis de von Neumann permite

detectar las propiedades de estabilidad que estos resultados exigen.
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Con las notacions de la seccion 1.2.6, dada la solucion de (1.3.79) o (1.3.80)
definimos sus transformada de Fourier w(f,t) o w*(f) respectivamente. Las

ecuaciones que gobiernan su evolucién son entonces:

e Método semi-discreto:

a(ew)
(Az)?

donde, a(-) esta definida como en (1.2.140), i.e.

a”(0,t) + w(,t) =0,t>0, 6 €[0,2m) (1.3.81)

a(e?) =2 — ¢ — 7%, (1.3.82)

En (1.3.81) y en lo que sigue ’ denota la derivada con respecto al tiempo.
e Método completamente discreto:
aF () — 20k (0) + aF=1(0)  a(e™)

(A1) At @) =0k20,6€[0.2m). (1383

En el caso de la ecuacion semi-discreta, multiplicando por @/(6,t) se obtiene que

a(eie)
2(Ax)?

Esto garantiza la estabilidad del método.

4l

dt |2

(0, 1)]” + a(0,)*| =o.

En el caso completamente discreto, para cada valor de # obtenemos un es-
quema discreto de dos pasos semejante al que obteniamos en (1.3.70) al utilizar
la separacién de variables para estudiar la estabilidad del método en el intervalo
finito con condiciones de contorno de Dirichlet. En este caso la propiedad de
estabilidad se reduce a comprobar que las raices del polinomio caracteristico de
(1.3.83), para cada valor de 6, son de médulo menor o igual a uno y, en caso de
ser de modulo unidad, se trata de una raiz simple. No es dificil comprobar que

esto ocurre si y sélo si p < 1.

1.3.6. El método de elementos finitos

No es dificil de adaptar el método de elementos finitos, tal y como lo desa-
rrollamos en la seccién 1.2.7 para la ecuacién del calor, al caso de la ecuaciéon
de ondas.

Para hacerlo, conviene en primer lugar dar una formulacién variacional de
la ecuacion de ondas (1.3.9).

En este caso, tal y como indicamos en la seccién 1.3.1, el espacio de energia
natural es

u € C ([0,00); Hy(0,7)) NC* ([0,00); L*(0, 7)) (1.3.84)
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y la formulacién variacional correspondiente es

d2

= /OW u(z, t)p(z)de + /OW Uy (z,t)p, (x)dr = 0, Vo € Hy (0,7).  (1.3.85)

Conviene interpretar (1.3.85) con cautela puesto que la regularidad indicada en
(1.3.84) no garantiza que el primer término de (1.3.85) tenga un sentido clasico
puesto que de (1.3.84) no se deduce que la funcién [ u(z,t)¢(x)dz sea de clase
C? con respecto al tiempo. Sin embargo lo es puesto que las soluciones de la
ecuacion de ondas con la propiedad de regularidad (1.3.84) verifican también

que
u € C?([0,00); H(0,)), (1.3.86)

donde H~1(0,7) es el espacio de Sobolev dual de Hi (0, 7). Esto permite inter-
pretar (1.3.85) como una ecuacion diferencial clasica que se verifica para cada
tiempo ¢t > 0 y cada funcion test ¢ € H}(0, 7).

Obviamente (1.3.84) y (1.3.85) han de ser completadas con las condiciones
iniciales

u(z,0) = p(x), u(z,0) =¢(z), 0 <z < 7. (1.3.87)

De esta formulacion débil de la ecuacion de ondas es facil obtener las ecua-
ciones de la aproximacién por elementos finitos.

Para ello introducimos el espacio V}, de funciones lineales a trozos y continuas
de H}(0,7), de dimension M, asociado al mallado de paso h.

La formulacién variacional més natural es entonces:

Hallar up, € C*([0,00); V3) tal que

d2 s s
p7el up(z, t)¢j(z)dx +/ Up,z (T, 8)P) o(x)de =0,Vt>0,Vj=1,...,.M
0 0
(1.3.88)
junto con las condiciones iniciales.
up(x,0) = pp(x), uj(z,0) = Yp(x), 0 <z < 7. (1.3.89)

Aqui y en lo sucesivo, como en la seccién 1.2.7, ¢; = ¢;(x) denota la j-ésima
funcién de base del espacio V},, con centro en el punto x; = jh del mallado. Las
funciones ¢y y ¥, son por otra parte aproximaciones del dato inicial continuo
(p,v) en V.

Utilizando la notacién vectorial habitual y las matrices de masa y rigidez

introducidas en el marco de la ecuacién del calor, es facil reescribir el problema,
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como un sistema de M ecuaciones diferenciales lineales de orden 2, acopladas,

con M incognitas:

(1.3.90)

M@ (t) + Rpd(t) = 0, ¢t > 0
@(0) = Gn, @ (0) = .

Los métodos desarrollados en las secciones anteriores, tanto los basados en
las descomposiciones espectrales como en el método de la energia, permiten
comprobar que se trata de un método convergente de orden 2.

Como es habitual en el método de elementos finitos, en una dimensién espa-
cial, (1.3.90) proporciona un esquema discreto que también puede interpretarse
como una variacion del método semi-discreto en diferencias finitas (1.3.18). En
efecto, (1.3.90) puede reescribirse como

2 1 1 1

S + Sl () ()| = 3 200 i (0) — wa (). (1391

h
6

Pero, la ventaja del método de elementos finitos reside precisamente no en este
hecho sino en su versatilidad para adaptarse a situaciones mas complejas donde
el método de diferencias finitas es de dificil utilizacién (problemas no-lineales,
geometrias complejas en varias variables espaciales, coeficientes variables, etc.).

La identidad de energia es también facil de obtener. De (1.3.90) y teniendo
en cuenta que tanto la matriz de masa domo de rigidez son simétricas y definidas

positivas la energia correspondiente viene dada por

1 . . 1 . .
En(t) = 5<Mhu’(t), a'(t)) + §<Rhuh(t), an(t)), (1.3.92)
donde < -,- > denota le producto escalar euclideo.
La energia puede también escribirse componente a componente. Obtendria-

mos entonces:

g (t) = (1)

5 M
Bt =S | 20 + S ) + ;

=0

21 . (1.3.93)

cuya conservacion es también facil deducir de la escritura del sistema compo-
nente a componente como en (1.3.91). En efecto, multiplicando en (1.3.91) por
u’;(t) y sumando en j no es dificil verificar que la energfa (1.3.93) se conserva.
En la expresion (1.3.93) de la energia y con el objeto de comprobar su ca-
racter definido-positivo es conveniente observar que los dos primeros términos

del sumatorio pueden agruparse dando lugar al cuadrado perfecto

%]u;H(t) + (1))
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Una vez que se ha obtenido el esquema de aproximacion semi-discreto (1.3.90)
y probado su convergencia, no es dificil introducir esquemas completamente dis-
cretos basados en el método de elementos finitos. Bastaria por ejemplo utilizar
diferencias finitas centradas en la discretizaciéon de la segunda derivada temporal
de (1.3.90). Pero el analisis de la convergencia de este método y, en particular,
de la condicion de estabilidad en funcién del namero de Courant queda fuera
del contenido de este texto y constituye un excelente ejercicio para que el lector

evalte su dominio de las materias abordadas en estas notas.



Capitulo 2

Movimiento armonico en una

dimension

El modelo mas simple de vibraciones es el correspondiente al de una masa
puntual desplazandose a lo largo de una linea recta con una aceleraciéon orien-
tada hacia un punto fijo y proporcional a la distancia a ese punto. Este es
precisamente el movimiento asociado a un simple sistema masa-muelle, en el
que el muelle es el responsable de la aceleracién de la masa sujeta al mismo.

El movimiento descrito por la masa es lo que se denomina movimiento ar-
mdnico simple.

Las ecuaciones que gobiernan este movimiento son
mz" = —kx (2.0.1)

o,
ma’ + kx = 0. (2.0.2)

En estas ecuaciones x = x(t) representa la distancia de la masa al punto fijo, m
es la masa de la particula y k es la constante de rigidez del muelle.

En (2.0.1) y en todo lo que sigue 2’ denota la derivada de = con respecto al
tiempo. Ocasionalmente utilizaremos también otras notaciones x’' = dzx/dt.

Introduciendo la constante

wo = Vk/m (2.0.3)

el sistema (2.0.2) puede ser reescrito como
2 +wir =0, (2.0.4)

93
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cuya solucion general es
x(t) = Acos(wot + ¢). (2.0.5)

en esta expresion en la que A es la amplitud de oscilacion, wy su frecuencia y
¢ la fase inicial del movimiento, se observa que el movimiento descrito por la
masa es puramente oscilante.

Habida cuenta que se trata de una ecuacién de orden dos en tiempo, las
genuinas variables del sistema no son solamente la posicion z = z(t) de la masa

sino también su velocidad
v=1a = —woAsin(wot + ¢). (2.0.6)
Obviamente, la trayectoria t — (x,2’) describe una elipse de ecuacion
| " |? +wiz? = cte., (2.0.7)

en el plano de fases.
El hecho de que la trayectoria quede atrapada en la elipse (2.0.7) puede
obtenerse facilmente a través de un argumento de conservaciéon de energfa. En

efecto, multiplicando en (2.0.4) por &’ deducimos que

d |1 w3
" 2 r_ - /12 0 2] _
(2" +wiz) 2’ = 713 | " | —|——2 | z | 0. (2.0.8)

Esta identidad confirma que la energia total de la vibracion

1 2
e(t) =5 o +% |z |2 (2.0.9)

se conserva en tiempo y permite determinar la elipse (2.0.7) en la que la trayec-
toria permanece.

Es evidente que dos oscilaciones armoénicas con la misma frecuencia wg que
se superponen generan una nueva oscilacién armoénica de la misma frecuencia.
Por otra parte es fécil calcular la amplitud y fase de la nueva oscilacion a partir
de las dos originales. Pero esto deja de ser cierto cuando las frecuencias no son
las mismas, dando lugar a un fenémeno que, como veremos mas adelante, jugaré
un papel importante en el anélisis numérico de las ondas.

Con el objeto de analizar este nuevo fenémeno de superposiciéon conviene

reescribir las soluciones en la forma de exponenciales complejas

Ty = Apet@tton) gy = Ayetlwatten) (2.0.10)
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Cuando el cociente de las dos frecuencias w; y ws es un numero racional, la

superposicion de estos dos movimientos
r =x1 + To = Alei(wlt+¢1) + A2€i(w2t+¢2)

da lugar a un movimiento perioédico de frecuencia igual al maximo comun divisor
de w1 y wy. Cuando el ratio wy /we es irracional la superposicion de z1 y 22 no
tiene ninguna propiedad de periodicidad temporal.

El caso en que ambas frecuencias sean muy préximas es particularmente

interesante. Supongamos que

wo = w1 + Aw. (2.0.11)
Entonces
r=1x1+x9 = Ajel@rtter) 4 g, pilwattez) (2.0.12)
_ |:A16i¢1 + A26i(¢2+Awt):| eiwlt
= A(t)ei(wltw(t))’
donde
A(t) = /A3 + 43 + 24, Ay cos(91 — g2 — Awt) (2.0.13)
y

o Al sin (bl + A2 Sil’l((bg + Awt)
~ Ajcos ¢y + A cos(pa + Awt)’

Esto permite interpretar la oscilaciéon obtenida por superposicién como un mo-

tg o(t) (2.0.14)

vimiento armoénico simple aproximado con frecuencia w; y con una amplitud y
fase variando lentamente con frecuencia Aw/2r.

El resultado de esta vibracion es semejante al de una vibracion de frecuencia
Aw/2m modulada a través de la funcion de amplitud (2.0.13).

La dindmica analizada hasta ahora es puramente conservativa. Pero en la
mayoria de sistemas de origen fisico la disipacion esté presente. El rozamiento
debido al desplazamiento sobre una superficie, o la resistencia producida por
el movimiento en el seno de un fluido viscoso son dos ejemplos claros. En este
altimo caso, por ejemplo, el efecto disipativo consiste en que el movimiento se
ve afectado por una fuerza proporcional a la velocidad pero de signo contrario.

Obtenemos asi el sistema
mz” + Rx' + kx = 0, (2.0.15)

donde R es la constante de resistencia mecéanica.
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Es fécil calcular la solucién general de (2.0.15) como superposicion de las
dos soluciones fundamentales obtenidas resolviendo el polinomio caracteristico
de (2.0.15):

mA2 + R\ + k= 0. (2.0.16)

Obtenemos las dos raices

_ —R+VRZ—dmk

A
* 2m

(2.0.17)

De (2.0.17) es facil deducir que:

* Cuando 0 < R < 2vmk, es decir, para tasas de disipacién suficientemente
pequenas, los autovalores AL son complejos con parte real —R/2m. De

este modo las soluciones de (2.0.15) admiten la expresion

—ivV R%2—4mkt/2m

(t) = o—Rt/2m [a+ei\/RL4mk:t/2m Tae

Las soluciones son por tanto oscilaciones armoénicas exponencialmente

amortiguadas.

Conviene también observar que en este rango de valores de R, la tasa de
decaimiento exponencial R/2m, depende de manera lineal y creciente de
R.

% Cuando R > 2v/mk los dos autovalores A1 son reales y por tanto las
soluciones no oscilan. En este caso la tasa exponencial de decaimiento de la
solucion general (2.0.15) viene dada por el autovalor A al que corresponde

la solucién fundamental con menor decaimiento.

* De este modo la funcién v(R) que establece la tasa exponencial de decai-

miento toma los valores:

%, cuando 0 < R < 2vVmk
Y(R) =
% — @, cuando R > 2vVmk.

Esta funcion es creciente cuando 0 < R < 2v/mk y decreciente cuando R >
2v/mk y alcanza su méaximo cuando R = 2v/mk. En este caso Ay = A_ y
por tanto las soluciones fundamentales de (2.0.15) son z(t) = e~ Ft/2m y

xo(t) = te Bt/2m,

Por tanto, la eleccién de la constante disipativa R que maximiza la tasa

de decaimiento exponencial es

R =2vVmk,



2.1. LA ECUACION DE ONDAS Y SUS VARIANTES 97

y la tasa 6ptima correspondiente

R k

"= om Vo

b

si bien ésta no se alcanza, en un sentido estricto, puesto que la solucién

fundamental correspondiente presenta un factor multiplicativo t.

* De este anélisis se deduce que, contrariamente a lo que podria indicar-
nos una primera intuicion, la tasa exponencial de decaimiento no es una
funcion creciente del coeficiente de disipacién R. De hecho, a medida que
R — o0 la tasa de decaimiento tiende a cero. El hecho que cuando R
supera el valor critico 2v/mk la tasa de decaimiento empieza a decrecer se

denomina fenomeno de sobredisipacion (“overdamping”).

En esta secciéon hemos estudiado algunos de los aspectos mas sencillos del
movimiento armonico lineal. Evidentemente, las ecuaciones de ondas y sus apro-
ximaciones numéricas, objetivo de este curso, son de naturaleza mucho mas com-
pleja. Pero puede decirse que la ecuacién de ondas es en realidad el analogo de
la ecuacion (2.0.1) del oscilador armonico en un espacio de Hilbert en dimension
infinita.

Por otra parte, la aproximaciéon numérica de las ecuaciones de ondas conduce
de manera natural a versiones vectoriales de la ecuaciéon (2.0.1) en las que los
fen6bmenos aqui descritos son también relevantes. Surge sin embargo una nueva
problematica relativa a la interaccién de los diferentes componentes del sistema
que se hace mas y més compleja a medida que el sistema aumenta de dimensiéon
y se aproxima a la ecuacién de ondas original.

En la proxima seccién analizamos la ecuacion de transporte lineal en la que

algunas de estas dificultades pueden ya ser vislumbradas.

2.1. La ecuacion de ondas y sus variantes

En esta seccion indicamos algunos ejemplos de ecuaciones y

sistemas en Derivadas Parciales de la Fisica, Mecanica y otras Ciencias en
las que, de un modo u otro, intervienen los mismos fenémenos ondulatorios que
la ecuacion de ondas describe.

Recordemos que, normalmente, cuando nos referimos a la ecuaciéon de ondas,
la incognita es una funcion escalar v = u(z,t) donde z = (z1,--- ,z,) € R"”
denota la variable espacial y t¢ € R la temporal. En las aplicaciones fisicas la

dimension espacial es normalmente n = 1,2,3. La ecuacion de ondas se escribe
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entonces
Uy — Au =0, (2.1.1)

donde u; = du /0t denota la derivacion temporal con respecto al tiempo y A es
al clasico operador de Laplace:

)

A=) 57 (2.1.2)
i=1

La ecuacion de ondas en dimensiones espaciales n = 1 y 2 permite modelizar las
pequenas vibraciones de cuerdas y membranas, mientras que en tres dimensiones
espaciales interviene en la propagacion del potencial de un campo acustico.

Para simplificar la presentacién en esta seccién introduciremos las ecuacio-
nes en su forma mas sencilla. En particular, supondremos que los coeficientes
son constantes (lo cual equivale a suponer que el medio considerado es homogé-
neo) y los normalizamos al valor unidad, lo cual en este caso no supone ninguna
pérdida de generalidad como se puede comprobar mediante una simple dilata-
cion/contraccion de la variable temporal o espacial.

En el ambito de las frecuencias, como es habitual en acustica y en el estudio
de las vibraciones, la ecuacién de ondas puede también reducirse a la ecuacion
de Helmholtz

—Au = \u. (2.1.3)

La ecuacion de transporte lineal
n
up + Z biuz, =0, (2.1.4)
i=1

v la ecuacion de Liouwville

up — z”: (biv),, =0 (2.1.5)

=1

estan también intimamente ligadas a la ecuacion de ondas. En efecto, en una

dimension espacial, la ecuacién de ondas
puede también escribirse como

(0 + 02) (O — 0z) u =0, (2.1.7)

(0r = 0z) (O + 0z) u=0, (2.1.8)
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0, lo que es lo mismo, el operador de d’Alembert
0f — 03 (2.1.9)

puede factorizarse de las dos siguientes maneras
O} — 02 = (0 + 0y) (Or — Oz) = (O — 0y) (O + Oy) . (2.1.10)

Vemos pues que el operador de d’Alembert es la, composiciéon de dos operadores
de transporte.

Conviene también sefialar que, cuando los coeficientes b; son constantes, la
ecuacion de transporte y de Liouville sélo difieren en un signo, diferencia que
puede ser eliminada invirtiendo el sentido del tiempo.

Utilizando las notaciones habituales

Vu = (01u,---,0nu) (2.1.11)
s " aui
divi = 2 9z, (2.1.12)

para los operadores gradiente y divergencia y denotando mediante - el produc-
to escalar en R"™ las ecuaciones de transporte y Liouville se pueden escribir

respectivamente como

U +b-Vu=0 (2.1.13)

s — div (Eu) =0. (2.1.14)

La ecuacion de Schrédinger de la Mecanica Cuéantica, que también interviene
en el estudio de fibras 6pticas es también una ecuacién que, en muchos sentidos,

se asemeja a la ecuacion de ondas:
tup + Au = 0. (2.1.15)

En este caso, la incognita u toma valores complejos.

La ecuacion de las placas vibrantes
gy + A%u =0 (2.1.16)

es también muy similar a la ecuacién de ondas. Ademéas puede factorizarse en

dos operadores de Schrédinger conjugados

Of + A? = — (i0; + A) (i0; — A) . (2.1.17)
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En una dimension espacial la ecuacion
O} + 0tu=0 (2.1.18)

describe las vibraciones de una viga.

Las siguientes son también variantes de la ecuacién de ondas:

Ut — Uge + dug =0 (ecuacion del telégrafo), (2.1.19)
Ut + Uzpe =0 (ecuacion de Airy), (2.1.20)
uy —Au+u=0 (ecuacion de Klein-Gordon), (2.1.21)

El sistema de Lamé para las vibraciones de un cuerpo tridimensional elastico

puede también entenderse como un sistema de ecuaciones de ondas acopladas:
g — AMAu — (A + p)Vdivu = 0. (2.1.22)

En este caso la incégnita u es un vector de tres componentes u = (ul,uQ7u3)
que describe las deformaciones del cuerpo elastico.

Las ecuaciones que hemos descrito son lineales y provienen de ecuaciones
y sistemas méas complejos de la Mecéanica, de caracter no-lineal, a través de
linealizaciones, lo cual las hace validas s6lo para pequenos valores de la incoégnita
U.

El sistema de Mazwell para las ondas electromagnéticas posee también mu-
chas de las caracteristicas de las ecuaciones de ondas:

E; =rotB
B; = —rot E (2.1.23)
divB =divE = 0.

Aqui rot denota el rotacional de un campo de vectores.
Con el objeto de entender la semejanza de este sistema con la ecuacién de
ondas (2.1.6) conviene observar que esta ultima también puede escribirse en la

forma de un sistema hiperbolico de ecuaciones de orden uno:

{ U= ve (2.1.24)

VUVt = Uy

Sin embargo, muchas ecuaciones relevantes que intervienen en el estudio de

las ondas tienen un carécter no-lineal. Por ejemplo, la ecuacion eikonal,

| Vu|=1 (2.1.25)
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interviene en el calculo de soluciones de ecuaciones de ondas mediante métodos
de la Optica Geométrica.

Lo mismo ocurre con ecuacion de Hamilton-Jacobi:
ug + H(Vu, ) =0. (2.1.26)

La ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV) es una version no-lineal de la ecuacion

de Airy que permite analizar la propagacion de ondas en canales:
Up + Uy + Upze = 0 (2.1.27)

y da lugar a los célebres solitones.
En el contexto de la Mecéanica de Fluidos los dos ejemplos mas relevantes
son sin duda las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido viscoso homogéneo

e incompresible

pur — vAu+u - Vu=Vp
{ dive = 0 (2.1.28)
y las ecuaciones de Euler para fluidos perfectos
pus+u-Vu=Vp
{ dive = 0 (2.1.29)

En estos sistemas u denota el campo de velocidades del fluido y p es la presion.
Las ecuaciones de Burgers viscosa e inviscida son, en algiin sentido, versiones

unidimensionales de estas ecuaciones

Ut + Uy — Ugy = 0, (2.1.30)
up + uu, = 0. (2.1.31)

En esta tltima las soluciones desarrollan ondas de choque en tiempo finito.

Las ecuaciones que hemos citado, aunque numerosas, no son mas que algunos
de los ejemplos més relevantes de ecuaciones en las que intervienen de un modo
u otro fenémenos de propagacién de ondas y en las que los contenidos que
desarrollaremos en este curso resultaran de utilidad.

2.2. La formula de D’Alembert

Consideramos la ecuacion de ondas unidimensional (1 — d) en toda la recta
real
Uy — Uge = 0, z € R, t > 0. (2.2.1)



102 CAPITULO 2. MOVIMIENTO ARMONICO EN UNA DIMENSION

D’Alembert observé que las soluciones de (2.2.1) pueden escribirse como super-

posiciéon de dos ondas de transporte
u(z,t) = f(x +t) + gl — ). (2.2.2)

Es facil comprobar que toda funcion de la forma (2.2.2) es solucion de (2.2.1).

La formula (2.2.2) muestra que la velocidad de propagacion en el modelo
(2.2.1) es uno. En efecto, segun (2.2.2), las soluciones de (2.2.1) son superpo-
sicién de ondas de transporte que viajan en el espacio R a velocidad uno a
izquierda y derecha.

Para comprobar que toda solucién de (2.2.1) es de la forma (2.2.2) basta
observar que el operador de d’Alembert 97 — 92 puede descomponerse del modo
siguiente:

Ut — Ugg = (Op — 03) (Oy + 0z) u = 0. (2.2.3)

Introduciendo la variable auxiliar

v=(0+0z)u, (2.2.4)
la ecuacion se escribe como
(0 — Op)v =204 —v, =0, (2.2.5)
de modo que
v =h(z+1). (2.2.6)

La ecuacion (2.2.4) se reduce entonces a
ug + uy = hix +t). (2.2.7)
Para su resolucion observamos que la funcién
w(t) = u(t + o, 1)
verifica
w'(t) = h(2t + x)
cuya solucion es

H(2t + :L‘())

HEt+20) o) = 2 a(ao,0), (2.2.8)

w(t) =

(1) = ==

donde H es una primitiva de h.
Por lo tanto, como

u(z,t) = w(t)
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con xo = x — t obtenemos

H(z+1)

u(z,t) = 5

+u(z —t, 0) (2.2.9)

lo cual confirma la expresion (2.2.2).
Esta formula permite calcular explicitamente la solucién del problem de

Cauchy:

— Ugy = Y, R, t

u(z,0) = p(x), u(z,0) =¢(z), z€R.

En efecto, en vista de la expresion (2.2.2), e identificando los perfiles f y g en
funcién de los datos iniciales ¢ y ¥ obtenemos que

plx+t)+plx—t
2

x+t
u(z,t) = ) + % /_t P(y)dy (2.2.11)

es la tinica solucion de (2.2.10).

2.3. Resolucion de la ecuacion de ondas mediante

series de Fourier

Consideramos la ecuacion de ondas unidimensional (1 — d):

Ugp — Ugg = 0, O<z<m t>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0 (2.3.1)
u(z,0) = ug(z), ue(2,0) = ui(x), 0<a<m.

Se trata de un modelo sencillo para las vibraciones de una cuerda unidimensional
flexible de longitud 7, fijada en sus extremos x = 0, 7.
Es facil representar las soluciones de (2.3.1) mediante series de Fourier. Para

ello escribimos el desarrollo de Fourier de los datos iniciales:

uo(z) = Zak sen(kx), ui(x) = Zbk sen(kx), (2.3.2)
k=1 k=1
donde los coeficientes de Fourier vienen dados por las clasicas formulas:
2 [T 2 [T
ap = —/ ug(z) sen(kx)dx; by, = —/ uy(x)sen(kz)dr, k>1. (2.3.3)
™ Jo ™ Jo

La solucion de (2.3.1) viene entonces dada por la formula

o0

u(a,t) =Y (ak cos(kt) + l;jsen(kt)> sen (k). (2.3.4)

k=1
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Conviene observar que la evolucion temporal de cada uno de los coeficientes

de Fourier )
ug(t) = ay cos(kt) + f sen(kt), (2.3.5)
obedece la ecuacion del muelle
ufl + k*uy, = 0. (2.3.6)

Para cada una de estas ecuaciones la energia

[ i (8) 2 +4% | un() 7] (2:3.7)

(NN

ex(t) =

se conserva en tiempo?!
Superponiendo cada una de las leyes de conservacion de las energias eg, k >
1, de las diferentes componentes de Fourier de la soluciéon obtenemos la ley de

conservacion de la energia de las soluciones de (2.3.1):

Bt) = 2/; [l )+ (1)) e (2.3.8)

Se trata de la energia total de la vibracion, suma de la energia potencial y de la
energia cinética.

Se cumple efectivamente que
E(t)=E(0),vt>0 (2.3.9)

para las soluciones de (2.3.1).
Esta ley de conservacion de energia puede probarse de, al menos, dos modos
distintos:

e Series de Fourier:

Si utilizamos las propiedades clésicas de ortogonalidad de las funciones tri-

gonométricas

S [ costho)cos(in) = Tan,  (2310)
0

/ sen(kx) sen(jx)dr =
O 2

donde ;5 denota la delta de Kronecker, la ley de conservacion (2.3.9) se deduce

efectivamente de la conservacion de las energias e de (2.3.7) para cada k > 1.

e Meétodo de la energia:

!Para comprobarlo basta multiplicar (2.3.6) por u), y observar que u}u) = % ((u;C)Q)/ y

w = & ()
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La ley de conservacion (2.3.9) puede también obtenerse directamente de
(2.3.1). Basta para ello multiplicar por u; e integrar con respecto a z € (0, 7).

Tenemos entonces

/ (ugt — Ugy) ugdx = 0.
0

™ 1 d ™ 9
/0 uttutdm_i%/o |ug(z,t)|” de

_ U dT = 2Uptdl = = — z(x, 1) dx.
/Ouut:v /Ouutx 2dto|u(ﬂv )|” dx

En la ultima identidad hemos utilizado la férmula de integracién por partes

Por otra parte,

y las condiciones de contorno de modo que, como u(-,t) = 0 para x = 0,7,
necesariamente también se tiene u(-,t) = 0 para = 0, 7.

Los argumentos anteriores son formales pero la ley de conservacion y la
estructura de la energia E en (2.3.8) indican en realidad cudl es el espacio
natural para resolver la ecuacién de ondas. En efecto, se trata del espacio de

Hilbert, también denominado espacio de energia,
H = H}(0,7) x L*(0,7). (2.3.11)

La norma natural en este espacio es

1/2

1/2 w
G0l = (17 By + 19 0m] = [ [ (242|312

Conviene observar que, salvo un factor multiplicativo 1/2 la energia F coin-
dice con el cuadrado de la norma H de (u, uz).

Deducimos que la norma en H de la solucién?

(u,u;) se conserva a lo largo
del tiempo. Esto sugiere que H es el espacio natural para resolver el sistema

(2.3.1). Esto es asi y se tiene el siguiente resultado de existencia y unicidad:

“Para todo par de datos iniciales (ug,u1) € H, i.e. ug € H}(0,m) y u; €
L2(0,7), existe una tinica solucion (u,u;) € C([0,00); H) de (2.3.1). Esta solu-

cion pertenece por tanto a la clase

u € C ([0,00); Hy(0,7)) NC* ([0,00); L*(0, 7)) (2.3.13)

2En este punto abusamos un tanto de la terminologia. En efecto, la

solucién de (2.3.1) es la funcién u = u(zx,t). Ahora bien, como (2.3.1) es una ecuaciéon de
orden dos en tiempo es natural escribirla como un sistema de dos ecuaciones de orden uno en
tiempo, con dos incognitas. En este caso el par (u, ut) puede ser considerado como la solucion,
lo cual es coherente con el hecho de haber introducido dos datos iniciales en el sistema (2.3.1).
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y la energia correspondiente E(t) de (2.3.8) se conserva en el tiempo”.

En lo que respecta al desarrollo en serie de Fourier (2.3.2)-(2.3.3) de los datos

iniciales, el hecho de que estos pertenezcan a H{ (0, 7) x L?(0,7) significa que

D [k |ar]* + (b)) < oo. (2.3.14)
k=1
De hecho
1 s T o0
E(0) = 7/ luoel® + [ua[*Jde = = Y [k?ar]? + [be]?] < 00 (2.3.15)
2 0 4 k=1

Este resultado de existencia y unicidad puede probarse de al menos dos
maneras adicionales, ademés del método de series de Fourier que acabamos de

desarrollar:
e la teorfa de semigrupos;
e ¢l método de Galerkin.

El mismo tipo de analisis puede ser desarrollado con muy pocas modifica-
ciones en el caso de varias dimensiones espaciales. Basta para ello utilizar los
resultados clasicos sobre la descomposicion espectral de la ecuacién de Laplace.

Con el objeto de presentar los resultados fundamentales en el caso de varias
dimensiones consideramos un abierto 2 de R™, n > 1. En este punto la regula-
ridad de € no es relevante. Con el objeto de desarrollar las soluciones en series
de Fourier es, sin embargo, importante suponer que €2 es acotado.

Consideramos entonces la ecuacion de ondas

uge — Au = 0, re, t>0
u=0, 2 e, t>0 (2.3.16)
u(z,0) = up(x), ug(z,0) = uy(z), z € Q.

Aqui y en lo sucesivo A denota el clasico operador de Laplace

n
0%u

Au = —.
L~ Ox?
i=1 ?

(2.3.17)
Paran > 1, (2.3.16) es claramente una generalizacién de la ecuacion de la cuer-
da vibrante (2.3.1). Cuando n = 2, (2.3.16) es un modelo para las vibraciones
de una membrana que, en reposo, ocupa el dominio €2 del plano. Cuando n = 3,
(2.3.16) describe la propagacion de la presion de las ondas acusticas. Sin em-
bargo, desde un punto de vista matemaético, la ecuacion (2.3.16) puede tratarse

de modo semejante en cualquier dimension espacial.
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Consideramos ahora el problema espectral:

“Ap=Ap en O (2.3.18)
=0 en 0.

Es bien sabido (véase [2] o [8], por ejemplo) que los autovalores {);};>1 de
(2.3.18) constituyen una sucesion creciente de nimeros positivos que tiende a
infinito

D<A <A< << A K- =00,

El primero de los autovalores es simple. Es habitual repetir el resto de acuerdo
a su multiplicidad. De este modo, existe una sucesion de autofunciones {¢;};>1,
donde ¢; es una autofuncién asociada al autovalor \;, que constituye una base

ortonormal de L?(Q2). Es decir, se tiene, en particular,

/ Piprdr = djk. (2.3.19)
Q

De acuerdo a (2.3.19), multiplicando la ecuacion (2.3.18) correspondiente a Ay

por ¢; e integrando en (2, gracias a la féormula de Green obtenemos que

/ V(pj . V(pkdx = )\j/ (pjgakdl' = )\j(Sjk = )\kéjk (2320)
Q Q

De este modo se deduce que las autofunciones son también ortogonales en
H}(Q). Més concretamente, la sucesion {¢;/1/A; }j21 constituye una base or-
tonormal de H}().

Utilizando esta base de funciones propias del Laplaciano podemos resolver
la ecuacion de ondas (2.3.16) como lo hicimos en una variable espacial. Para ello

desarrollamos los datos iniciales (ug, u1) de (2.3.16) del modo siguiente
up(x) = Z arpr(x); ur(x) = Zbktpk(m). (2.3.21)
k=1 k=1
Buscamos entonces la solucion u de (2.3.16) en la forma
u(a,t) = uk(t)pr(x). (2.3.22)
k=1

Observamos entonces que los coeficientes {ux} han de resolver la ecuacion dife-

rencial:

ug(t) + )\kuk(t) =0,t>0, uk(O) = ag, u;c(O) = by, (2.3.23)
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de modo que

ug(t) = ay cos (ft) Sen (ft) (2.3.24)

De este modo obtenemos que la solucion v de (2.3.16) admite la expresion

u(z,t) = Z <ak cos (\/ t) sen (\/ t)) (2.3.25)
k=1

La similitud de la expresion (2.3.4) del caso de una dimensién espacial con

la formula (2.3.25) del caso general es evidente. En realidad (2.3.4) es un caso

particular de (2.3.25). Basta observar que cuando = (0,7), el problema de

autovalores para el Laplaciano se convierte en un problema clasico de Sturm-

Liouville. El espectro es por tanto explicito:

[2
Me = k2 k> 1; pp(z) = 1/ = sen(kx), k> 1. (2.3.26)
m

Con estos datos las expresiones (2.3.4) y (2.3.25) coinciden efectivamente.

La energia de las soluciones de (2.3.16) es en este caso

E(t) = % /Q [| Vau(z,t) |2 —|—\ut(x,t)|2] do (2.3.27)

y también se conserva en tiempo. Nuevamente la energia es proporcional al
cuadrado de la norma en el espacio de la energia H = H}(Q) x L*(Q).
En este caso el resultado bésico de existencia y unicidad de soluciones dice
que:
“Si (ug,u1) € HH(Q)x L3(Q), eziste una unica solucion (u,u;) € C([0,00); H),
i.e.
u e C([0,00); Hy(Q2)) NC* ([0,00); L*()) , (2.3.28)

de (2.3.16). La energia E(t) en (2.3.27) es constante en tiempo”.

Conviene también sefialar que, si bien la regularidad (2.3.28) de las soluciones
débiles permite interpretar la ecuacion de ondas en un sentido débil, el hecho que
u sea solucion con la regularidad (2.3.28), junto con la propiedad del operador
de Laplace con condiciones de contono de Dirichlet de constituir un isomorfismo
de H}(Q) en H~'(12), permite deducir que u € C? ([0,00); H~1(R2)). De este
modo se concluye que la ecuacion (2.3.16) tiene sentido para cada t > 0 en el
espacio H~1(Q).

Acabamos de ver como se puede aplicar el método de Fourier para la re-
solucion de la ecuacion de ondas. Basta para ello conocer la descomposicion
espectral del Laplaciano con condiciones de Dirichlet (2.3.18).

El método de Fourier puede ser adaptado a muchas otras situaciones:
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e Condiciones de contorno de Neumann, o mixtas en las que la condicién de
Dirichlet y Neumann se satisfacen en subconjuntos complementarios de la

frontera.
e Ecuaciones més generales con coeficientes dependientes de x de la forma:
p(x)uy — div(a(x)Vu) + q(z)u = 0,

donde p, a y ¢ son funciones medibles y acotadas y p y a son uniformemente

positivas, i.e. existen pg, ag > 0 tales que

p(x) > po, a(x) > ag, p.ct.x € Q.

Pero es cierto también que el método de Fourier tiene sus limitaciones. En
particular no permite abordar ecuaciones no lineales, con coeficientes que
dependen de z y t, etc. En estos ltimos casos, los métodos de Galerkin y

la teoria de semi-grupos se muestran mucho mas flexibles y ttiles.

2.4. Series de Fourier como método numérico

En la seccién anterior hemos visto que la ecuacion de ondas puede ser resuelta

mediante series de Fourier obteniéndose la expresion

u(x,t) = ki; [ak cos (JEt) + ;% sen (\/Etﬂ or(z), (2.4.1)

siendo {¢k}y>; ¥ {Ak}ys, las autofunciones y autovalores del Laplaciano. Co-
mo vimos, es conveniente elegir {(pk}k>1 de modo que constituyan una base
ortonormal de L%(€2).

Vimos asimismo que la energia

B(t) = %/Q [ Va(e,t) 12 + | uela,t) 7] de, (2.4.2)

se conserva a lo largo de las trayectorias.
La energfa inicial de las soluciones viene dada por

E(0) = i [ Akar |2 + | bx 7] . (2.4.3)

k=1

N =

Asi, la hipotesis de que los datos iniciales sean de energia finita

(ug,u1) € H3 () x L*(Q), (2.4.4)
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es equivalente a que las sucesiones {ak VvV } k10 {br.}>1 pertenezcan al espacio
de las sucesiones de cuadrado sumable £2.

En vista del desarrollo en serie (2.4.1) de las soluciones, parece natural cons-
truir un método numérico en el que la aproximacion venga dada, simplemente,

por las sumas parciales de la serie:

un (@, t) = Z[akmb(\ft) ben(\ft)} (2.4.5)

La suma finita de ux en (2.4.5) proporciona, efectivamente, una aproxima-
cion de la solucion u representada en la serie de Fourier (2.4.1). Para compro-

barlo consideremos el resto

EN =U—UN = kg\;ﬂ {ak cos (\/ﬁt) + \;% sen (mtﬂ or(z).  (2.4.6)

Teniendo en cuenta que

0, si k#j
/V¢k~V¢de{ ” 7&].
Q Ak, si k=j,

es facil comprobar que

2

HVEN(t)‘ ) = Z Ak {akcos (\/>t> sen (ft)} (2.4.7)
E>N+1
< 2 Z Ak Law 2+ 0x 7]
k>N+1

Como la serie (2.4.3) de la energia inicial es convergente, en virtud de (2.4.7)

deducimos que
un(t) = u(t) en C ([0,00); H(Q)), (2.4.8)

cuando N — oo.

El mismo argumento permite probar que
un, — u(t) en C ([0,00); L*(9)). (2.4.9)

De (2.4.8)-(2.4.9) deducimos que, cuando los datos iniciales estan en el espa-
cio de la energia H}(Q) x L?(Q), las sumas parciales (2.4.5) proporcionan una
aproximacion eficaz de la solucién en dicho espacio, uniformemente en tiempo
t>0.

Cabe por tanto preguntarse sobre la tasa o velocidad de la convergencia. El

argumento anterior no proporciona ninguna informacioén en este sentido puesto
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que la mera convergencia de la serie (2.4.3) no permite decir nada sobre la
velocidad de convergencia de sus sumas parciales.

Con el objeto de obtener tasas de convergencia es necesario hacer hipotesis
adicionales sobre los datos iniciales. Supongamos por ejemplo que

(ug, up) € [H2 N H&(Q)} x HL(9). (2.4.10)
En este caso tenemos
3 [Ag lak |2 +0% | by 2 ] < . (2.4.11)
E>1

En efecto, tal y como vefamos anteriormente en el caso de ug, el que u; € Hg ()

se caracteriza porque sus coeficientes de Fourier (by)r>1 satisfacen

> X | bi P< oo (2.4.12)

k>1
Por otra parte, | Ay ||12(q) define una norma equivalente a la inducida por
H?2() en el subespacio 2 H2 N H}(Q). Por otra parte, se tiene

0 si k#j
AprApidr = 2.4.13
/Q% P {Ai si k=3 ( )
Deducimos por tanto que
2
Ay ‘ = 22 Jag)? 2.4.14
[z 3 ¥l (2.4.14)

y, de este modo, observamos que, efectivamente, la serie (2.4.11) converge.

La informacion adicional que (2.4.11) proporciona sobre los coeficientes de
Fourier permite obtener tasas de convergencia de uy hacia u en el espacio de la
energia. Por ejemplo, volviendo a (2.4.7) tenemos, usando el hecho de que {A;}

es creciente,
2

HV&?N(LL)‘ v S 2k§ﬂ {,\k lan|® + |bk|2]
<2y )\ik[/\i |ak|2+>\k|bk|2}
E>N+1
S )\]3+1 k;ﬂ [N a4 e
S )\NC+1 H (uo, 1) H;myg(n)ng(Q)'

3En este punto ultilizamos el resultado clasico de regularidad de las soluciones del problema,
de Dirichlet para el Laplaciano que garantiza que, si el dominio es de clase C? y el segundo
miembro esta en L2(£), entonces la solucién pertenece a H? N H} (Q).
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El mismo argumento puede ser utilizado para estimar la norma de e, en L*(Q).

De este modo deducimos que

C
U—1u o . o . < — H ug, U H .
| N Nl oo (0,001 13 @)W 100 (0,00 L2(02)) S NZTo (uo, u1) HEL ) HAE)
(2.4.15)
Esta desigualdad proporciona estimaciones explicitas sobre la velocidad de con-
vergencia. En efecto, el clasico Teorema de Weyl sobre la distribucion asintética

de los autovalores del Laplaciano asegura que
Av ~ c(QN?" N — o (2.4.16)

donde ¢(Q2) es una constante positiva que depende del dominio y n es la dimen-
sion espacial?.

Combinando (2.4.15) y (2.4.16) obtenemos que ux converge a u en el espacio
de la energia, uniformemente en tiempo ¢ > 0, con un orden de O (N_l/”).

La hipétesis (ug,u1) € H2NH(Q) x HL(Q) realizada sobre los datos inicia-
les es s6lo una de las posibles. De manera general puede decirse que, cuando los
datos iniciales son mas regulares que lo que el espacio de la energia exige y veri-
fican las condiciones de compatibilidad adecuadas en relacion a las condiciones
de contorno, entonces, se puede establecer una estimacién sobre la velocidad de
convergencia de la aproximacion que las sumas parciales del desarrollo en serie
de Fourier proporcionan a la soluciéon de la ecuacion de ondas.

Este método de aproximacion lo denominaremos método de Fourier. Se trata
de un método de aproximacion sumamente til en una dimensién espacial puesto
que, al disponer de la expresion explicita de las autofunciones ¢y y autovalores
de A\, la aproximacién uy puede calcularse de manera totalmente explicita.
Bastaria para ello con utilizar una féormula de cuadratura para aproximar el
valor (2.3.3) de los coeficientes de Fourier.

El método de Fourier es sin embargo mucho menos eficaz en varias dimen-
siones espaciales. En efecto, en ese caso no disponemos de la expresion explicita
de las autofunciones y autovalores y su aproximacién numérica es un problema
tan complejo como el de la propia aproximacién de la ecuacién de ondas.

Otro de los inconvenientes del método de Fourier es que, cuando la ecuacion
es no-lineal o tiene coeficientes que dependen de (z,t), ya no se puede obtener
una expresion explicita de la solucion en serie de Fourier y por tanto tampoco

de sus aproximaciones.

4Es obvio que, por ejemplo, en una dimensién espacial n = 1, la expresién asintética
en (2.4.16) coincide con lo que se observa en la expresiéon explicita del espectro. En efecto,
recordemos que, cuando Q = (0,7), A\, = k2.
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Es por eso que el método de Fourier tiene una utilidad limitada y que pre-
cisamos de métodos mas sisteméticos y robustos que funcionen no sélo en casos
particulares sino para amplias clases de ecuaciones. En este marco destacan los
métodos de diferencias y elementos finitos, que seréan el objeto central de este

curso.
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2.5. La ecuacién de ondas disipativa

Hemos visto como el método de Fourier permite representar explicitamente
las soluciones de la ecuacion de ondas y que proporciona en sf un método numé-
rico de aproximaciéon de las mismas. En esta seccién vamos a describir como se
puede utilizar este método para analizar propiedades cualitativas de ecuaciones
de ondas perturbadas. Para ello consideremos el caso de la ecuaciéon de ondas

disipativa:

u — Au+ aug = 0 en Qx (0,00)
u=0 en 00 x (0,00) (2.5.1)
u(z,0) = up(x), ug(z,0) = ur(z) en Q.

Suponemos que €2 es un abierto acotado de R™ con n > 1 y que la constante a
es positiva: a > 0.

La ecuacion de ondas (2.5.1) incorpora un término disipativo. La manera
més natural de interpretar el efecto del término anadido au; es reescribir la

ecuaciéon como

Uy — Au = —aug. (2.5.2)

En esta expresion se observa que —awu; representa una fuerza que actta en
el dominio € en cada instante de tiempo. La fuerza aplicada es proporcional
a la velocidad u;, con una constante de proporcionalidad a que supondremos
positiva. Por ultimo, se observa que la fuerza aplicada es de signo contrario a
la velocidad de modo que cuando u; > 0 (resp. u; < 0) la fuerza aplicada es
negativa (resp. positiva).

Para representar las soluciones en series de Fourier desarrollamos en primer

lugar los datos iniciales:
uo(r) =Y arpr(r), wr (@) = brpr(x), z € Q. (2.5.3)
k=1 k=1

Aqui y en lo que sigue {@gti>1:

—Apr = Mgk en Q; o =0 en 9. (2.5.4)

Buscamos entonces una solucion de (2.5.1) de la forma

u(w,t) =Y uk(t)pr(@) (2.5.5)
k=1
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con uy = ug(t) soluciéon de

{ uy + Agug +aup =0, >0 (2.5.6)

uk(O) = ag, u;(O) = bk.

La solucion de (2.5.6) puede calcularse explicitamente. Para ello basta cal-

cular las raices del polinomio caracteristico
w2+ A +ap =0, (2.5.7)

que vienen dadas por

—a a2 — 4\,

H4+ = B (258)
La solucion de (2.5.6) es de la forma
—a+ty/aZ—ax, —a—+y/aZ—ax,
ug(t) = aye e (2.5.9)

donde las constantes a_ y a4 son tales que los datos iniciales de (2.5.6) se

verifican, i.e.

ap +a_ =ayg
—at ;274,\k oy - (a+ a;—4/\k) « =b. (2.5.10)
Esto es asi cuando
a® # A\ (2.5.11)
En caso contrario, cuando a? = 4\, la solucién es de la forma
uk(t) = ae™"2 4 pte= /2, (2.5.12)

donde las constantes o y 0 son tales que se verifican los datos iniciales:

o= ay, —%a—l—ﬁ:bk. (2.5.13)

A partir de estas expresiones es facil deducir cuél es el comportamiento
cualitativo de las soluciones (2.5.5) de (2.5.1). Para ello es conveniente analizar

la evolucién temporal de la energia:

E(t) = %/ﬂ [|Vu(:v7t)|2 + \ut(x,t)|2]da:. (2.5.14)

Es facil comprobar que la energia E es decreciente. En efecto, multiplicando

por u; en la ecuacion (2.5.1) obtenemos la formula de disipacion de la energia:

E
d—(t) =—a [ |u(x,t)|da. (2.5.15)
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De esta identidad deducimos que, efectivamente, la energia decrece en el tiempo.
Pero la identidad (2.5.15) en si misma no proporciona informaciéon precisa
sobre el modo en que las soluciones decrecen. Este analisis exige la utilizacion
de las series de Fourier.
Recordemos que, por las propiedades de ortogonalidad de las autofunciones
{orte>1 en L2(Q) y HE (), tenemos

_ %Z [l () + Al (0)2]. (2.5.16)

k=1
Introducimos la notacion
1
ex(t) = 5 [|u§€(t)|2 + Ak\uk(t)ﬂ (2.5.17)
para la energia de cada una de las componentes de Fourier.
En efecto:
o0 o0 1
Et):;ek ;Qﬂuk )2 + Aelun(t)] } (2.5.18)

Ahora bien, en el caso genérico en el que (2.5.9) se cumple (obsérvese que
{Mt}r>1 es un conjunto numerable y que, por tanto, para casi todo a > 0
la condicion (2.5.11) se cumple) de la expresion (2.5.9) deducimos que ex(t) es

una funcién con un decaimiento exponencial que satisface
ex(t) < Cep(0)e k! (2.5.19)

donde C' es una constante positiva independiente de k y de la solucién y wy es
la tasa exponencial de decaimiento de la k—ésima componente de Fourier que

viene dada por

LeveTtie “122_4)\"' , cuando a2 >4\,
wi, = (2.5.20)
, cuando a2 < 4\.

e

El caso critico a? = 4\ sera considerado mas adelante.
En el caso en que la condiciéon (2.5.11) no se cumple tenemos un resultado
ligeramente distinto
ex(t) < Ceg(0)te ™+, (2.5.21)

con

wk = a/2. (2.5.22)
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Combinando estos resultados sobre el decaimiento de cada componente de Fou-
rier y (2.5.18) deducimos que

E(t) < CE(0)e ", (2.5.23)

con

5 si a? <4\,

—+/a2— .
AL A g a’ > 4\,

w=wla) = (2.5.24)

teniendo en cuenta también que en el caso critico en que
a® =4\, (2.5.25)
tenemos un decaimiento ligeramente inferior
E(t) < CE(O)te™ 2" (2.5.26)
En cualquier caso vemos que la funcion
a — w(a) (2.5.27)

que al potencial disipativo a le asocia la tasa exponencial de decaimiento de la
energia de las soluciones tiene las siguientes propiedades:

* w(a) crece linealmente para a € [0, 2v/A\1];
* w(a) decrece cuando a > 24/Aq;
* w(a) \, 0 cuando a " o0;

* El maximo de w(a) se alcanza cuando (2.5.25) se cumple, es decir, para el

potencial disipativo

a=2V\. (2.5.28)

En particular vemos que, contrariamente a lo que una primera intuicién
podria sugerir, la tasa de decaimiento de las soluciones, w(a), no es una funcion
monodtona creciente del potencial disipativo a, ni tiende a infinito cuando a
oo sino que, la cantidad de disipacion que el sistema (2.5.1) puede soportar
se satura cuando se alcanza el valor critico (2.5.28) del potencial disipativo
y a partir de ese momento, para mayores valores de a, la tasa de decaimiento
comienza a decrecer. Esto es lo que se conoce como fendémeno de sobredisipacion
(“overdamping’en inglés). A partir del valor (2.5.28) del potencial disipativo, el

decaimiento empeora.
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Pero ésto es asi cuando se consideran globalmente todas las posibles solucio-
nes de (2.5.1) o, lo que es lo mismo, se tienen en cuenta todas las componentes
de Fourier de la solucion. Las expresiones (2.5.9) y (2.5.20) muestran que, si
se consideran tnicamente las altas frecuencias de Fourier correspondientes a
autovalores que satisfacen

40 = a?, (2.5.29)

entonces la energia de las soluciones decrece con una tasa exponencial a/2.
Por tanto, a pesar de que de manera global el fenémeno de sobredisipacion se
produce, las altas frecuencias si que presentan un comportamiento mas acorde
con la intuiciéon de modo que su tasa de decaimiento aumenta linealmente con
el potencial disipativo a.
Este fenoémeno de sobredisipaciéon no ocurre en otros modelos mas sencillos.

Por ejemplo, si consideramos la ecuaciéon del calor

u—Au+au=0 en Qx (0,00),
u=0 en 0N x (0,00) (2.5.30)
u(z,0) = up(x) en €,

utilizando su desarrollo en serie de Fourier es muy facil probar que

_ (a+ta)
() Nz < e 52 | up ||p2y, ¥t > 0 (2.5.31)

para toda solucién y todo potencial disipativo a. Vemos pues que en este caso
la tasa de decaimiento aumenta de manera lineal con el potencial disipativo.

Qué es lo que distingue la ecuacion de ondas de la del calor y hace que en la
primera se produzca un fenémeno de sobredisipaciéon? La respuesta es sencilla:
La ecuacion de ondas es de orden dos en tiempo y sus genuinas incognitas son
u y u¢. Un solo potencial disipativo es incapaz de aumentar arbitrariamente la
tasa de decaimiento.

Esto se pone claramente de manifiesto cuando escribimos la ecuacion de
ondas (2.5.1) en forma de sistema. Tenemos

{ = (2.5.32)

vy = Au — av.

En la segunda ecuacion de (2.5.32) vemos que el potencial a disipa efectivamente
la segunda componente v = u; del sistema. Uno podria pensar que de (2.5.32) se
desprende que la primera componente u no se disipa. Pero esto no es asi, ambas
lo hacen a través del acoplamiento del sistema pero sin que se pueda evitar el

fenébmeno de sobredisipacion.
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El remedio parece entonces sencillo. Utilizamos dos potenciales distintos a >
0 y b > 0 que afecten tanto la componente u; como u. Llegamos asi al sistema:

uy — Au+au +bu=0 en Q x (0,00)
u=0 en 00 x (0,00) (2.5.33)
u(0) = ug, us(0) = uy en (.

En este caso la energia del sistema es

1
Ey(t) = 5/ [|ut(x,t)|2+|vu(x,t)\2+bu2(x,t) d (2.5.34)
Q
y satisface
@(t) = —a/ uf(z,t)d. (2.5.35)
dt o

El anélisis de Fourier proporciona una expresiéon de las soluciones de (2.5.33)

de la forma (2.5.5) donde, ahora, cada coeficiente de Fourier es solucion de
uy + (A +b)u +au’ = 0. (2.5.36)

las raices del polinomio caracteristico son ahora

—a+\/a® =40\ +b) (2.5.37)
2 . 5.

pi =

De este modo vemos que, para cualquier a > 0, si tomamos b > 0 suficientemente
grande de modo que
a® < 4(\ +D) (2.5.38)

cada componente de Fourier decae con una tasa exponencial

Vemos pues que eligiendo b de acuerdo a (2.5.38) se puede garantizar que la
energia F, satisface
Ey(t) < CEy(0)e 2t

evitandose asi el fenémeno de sobredisipacion.

Un anélisis analogo permite describir el modo en que el espectro de la ecua-
cion de ondas se convierte en el del calor a lo largo de la familia uniparamétrica
de ecuaciones:

cuyr — Au+ up = 0. (2.5.39)

En efecto, se observa que, en el limite cuando £ — 0, se obtiene la ecuaciéon del
calor:

up — Au = 0. (2.5.40)
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Es interesante analizar céomo el espectro de la ecuacién de ondas disipativa,
esencialmente localizado a lo largo de una recta vertical del plano complejo se
convierte en un espectro localizado en el semieje real negativo. El hecho de que
el orden del sistema pase de ser dos a ser uno también queda de manifiesto en
este proceso limite puesto que la mitad de los autovalores de la ecuaciéon de

ondas se desvanecen tendiendo a menos infinito.



2.6. TEORIA DE SEMIGRUPOS 121

2.6. Teoria de Semigrupos

En las secciones anteriores hemos descrito como la ecuaciéon de ondas puede
ser resuelta mediante series de Fourier. Sin embargo, tal y como senalamos, este
método carece de la generalidad que deseariamos puesto que no permite analizar
ecuaciones con coeficientes dependientes de (z,t), ecuaciones no-lineales, etc.

En esta secciéon vamos a indicar el modo en que la ecuacién de ondas puede
enmarcarse en el contexto de la teoria de semigrupos que se muestra mucho més
flexible a la hora de abordar sus variantes.

Consideremos pues la ecuaciéon de ondas

U — Au =0 en Qx(0,00)
u=0 en 09 x (0,00) (2.6.1)
u(x, 0) = Uo, Ut(xa 0) = Ul(ﬂf) en Qv

donde €2 es un abierto de R™, n > 1, que supondremos acotado para simplificar
la presentacion, si bien esta hipétesis no es en absoluto esencial.

Conviene escribir la ecuacién de ondas como un sistema de orden uno:

{“t - (2.6.2)

vy = Au.

De este modo la incognita genuina del sistema es el par U = (u,v) = (u, uy),
lo cual coincide con nuestra intuicién segin la cual la verdadera incognita no es
s6lamente la posicion u sino también la velocidad u;. Por otra parte, esto explica
que en (4.1) tomemos dos datos iniciales ug y u; para u y u; respectivamente.

En la variable vectorial U el sistema (2.6.2) puede escribirse formalmente
como”

Uy = AU (2.6.3)

0 I
(1) wa

siendo [ el operador identidad y A el operador de Laplace.

donde A es el operador lineal

Pero la escritura (2.6.3)-(2.6.4) es puramente formal. En efecto, como es
bien sabido, en el marco de los espacios de Hilbert (o de Banach) de dimension
infinita, una definicién rigurosa de operador exige no solamente que indiquemos

el modo en que actta sino también su dominio.

5En este punto abusamos de la notacién, pues U se trataria del vector columna (;Lf) si

bien, para simplificar la escritura a veces lo escribiremos como vector fila.
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Como habiamos indicado anteriormente, el espacio natural para resolver la

ecuacion de ondas es el espacio de Hilbert
H = H}(Q) x L*(Q). (2.6.5)

La eleccion de este espacio es efectivamente natural en vista de los siguientes
hechos:

e La energia

E(t) = %/Q[Wu(m,t) 2 4 | ug(z,t) 2 |da (2.6.6)

se conserva en tiempo, lo cual puede ser comprobado formalmente multi-

plicando la ecuacién de ondas por u; e integrando en §.

La conservacion de la energia sugiere que, efectivamente, es natural buscar
soluciones tales que u € H'(Q) y u; € L*(1).

e La condicion de contorno de Dirichlet, u = 0 en 0f2, sugiere la necesidad
de buscar soluciones que se anulen en la frontera. Es bien conocido que, en
el marco del espacio de Sobolev H', la manera mas natural de interpretar
esta condicion es exigir que u € Hg ().

El espacio de la energia H es un espacio de Hilbert dotado de la norma:

2 2 1/2
b [l Wl a7
Por otra parte, las normas || - [|z2(q), || - ||z1(q) estén definidas de la manera
usual®:
HfH = [/ | Vf1? dxr/z; ’g’ = [/ dex} v, (2.6.8)
Hg () Q L2(Q) Q

Definimos el operador A como un operador lineal no-acotado en H. Para
ello establecemos que el dominio del operador A es precisamente el subespacio
de los elementos V € H para los que AV € H. En vista de la estructura de A
ésto da como resultado el dominio:

D(A) = {(u,v) € HY Q) x L*(Q): v € HY(Q), Au e L*(Q)} (2.6.9)
= {(u,v) € HY(Q) x H}(Q) : Aue L*(Q)}.

SEn este punto utilizamos implicitamente el hecho que  sea acotado. En efecto, si no
lo fuese (o si, de manera méas general, si Q no fuese acotado en una direccién) no se podria
garantizar que la desigualdad de Poincaré se verifica, lo cual a su vez no permitiria garantizar
que la norma definida en (2.6.8) fuese equivalente a la inducida por H! () sobre el subespacio
H(Q).
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Cuando el dominio 2 es de clase C? el resultado clasico de regularidad eliptica
que garantiza que las funciones u € H}(Q) tales que Au € L?(Q) pertenecen en

realidad a H?()), permite reescribir el dominio de la manera siguiente
D(A) = [H2(Q) mHg(Q)] x HE(Q). (2.6.10)

En este punto conviene subrayar que la hipotesis de que €2 sea regular de clase C?
no es en absoluto esencial. Todo lo que vamos a decir en lo sucesivo identificando
el dominio con (2.6.10) es también cierto, sin la hipotesis de regularidad del
abierto {2, tomando (2.6.9) como definicién del dominio del operador.

En lo sucesivo supondremos por tanto que €2, ademas de ser acotado, es de
clase C?.

Es fécil comprobar que A es un operador anti-adjunto, i.e.
A" =—A. (2.6.11)

Basta para ello utilizar el hecho de que el operador de Laplace A con dominio
H?(2) N H(Q) en el espacio de Hilbert L?(£2) es un operador autoadjunto.
Pero, de hecho, para comprobar la antisimetria que (2.6.11) indica basta con

realizar el siguiente calculo elemental:

(AU, ﬁ)H - (v, a)HOI(Q) n (Au, 5)L2(m (2.6.12)
- / [w-vmmﬂdx: —/ [mmw-w]dx
Q Q
- (v, 40)
H

para todo U, U € D(A).

En (2.6.12) y en lo sucesivo mediante (-, )y denotamos el producto escalar
en H. En vista de la estructura de H como espacio producto, el producto escalar
en H es la suma de los productos escalares en Hg(2) y L?(Q) de las primeras y
segundas componentes de vector V.

Con esta definicion del operador A podemos ahora escribir la ecuacion de
ondas (2.6.1) en la forma del siguiente problema de Cauchy abstracto

— AU, t
{ Ve=4U, >0 (2.6.13)

U(O) = UOv

donde el dato inicial Uy es, evidentemente, el vector columna (ug, u1) de los
datos iniciales de (2.6.1).
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Tenemos dos tipos de soluciones de (2.6.13). Aquéllas que denominaremos

soluciones fuertes tales que”
Ue c([o, ) D(A)) N CH([0, 00); H). (2.6.14)

En este caso tanto el término de la izquierda como de la derecha de (2.6.13) son
funciones bien definidas que pertenecen al espacio C([0,00); H) y, por tanto, la
ecuacion de (2.6.13) tiene sentido en el espacio H para todo valor de ¢ > 0. La
segunda ecuacion de (2.6.13) relativa al dato inicial tiene también sentido pues,
por la continuidad de U en tiempo a valores en D(A), U(0) esta bien definida
en D(A). Es por este hecho precisamente que solo cabe esperar la existencia de
soluciones fuertes cuando el dato inicial Uy de (2.6.13) pertenece a D(A).

En términos de la posicion u y velocidad u; de la solucién de la ecuacion de
ondas (2.6.1), la regularidad (2.6.14) equivale a

ue c([o, 0); H2N H&(Q)) net ([0, 0); H&(Q)) N 02([0, o) L2(Q)).
(2.6.15)
Es también claro que (2.6.15) permite dar un sentido a todas las ecuaciones
de (2.6.1). En particular, la ecuacion de ondas se verifica, para cada t > 0, en
L?(Q) y, por tanto, en particular, para casi todo x € 2.
Las soluciones débiles de (2.6.13) son menos regulares. Son en realidad aqué-
llas que pertenecen al espacio de la energia, i.e.

U € C([0,00); H) (2.6.16)

o bien
ue c([o7 ); H&(Q)) nct ([0, 0); L2(Q)). (2.6.17)

Cabe preguntarse por el sentido de (2.6.13) bajo las condiciones de regularidad
(2.6.16). En efecto, este sentido no esta a priori claro pues (2.6.16) no permite
definir, en principio, AU, al no pertenecer U a D(A) ni permite calcular la
derivada temporal de U.

A pesar de ello, tiene efectivamente sentido hablar de soluciones débiles de
(2.6.1) 0 (2.6.13) y esto se puede ver con més claridad en el contexto de (2.6.1)
y bajo la condicién de regularidad (2.6.17). En efecto, es bien sabido que el
operador —A define un isomorfismo de Hg(£2) en su dual H~1(Q2). Por tanto,
como u € C([O,oo); H&(Q)), tenemos también que Au € C’([O,oo); H‘l(Q)>.

Por otra parte, como u € C([O,oo); H&(Q)), se trata en particular de una

"El dominio D(A) de un operador se puede dotar de estructura Hilbertiana a través de la

norma |[ul|p(ay = [[[ull3; + || Aul[F]/2.
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distribucién por lo que su derivada segunda temporal us; esta bien definida en
el espacio de las distribuciones D’(Q x (0,00)). La ecuacion de ondas (2.6.1)
tiene por tanto sentido en el marco de las distribuciones. Ahora bien, como
Au € C’([O, 00); H’l(Q)), de la propia ecuacion de ondas deducimos que s €

C([O, 00); Hil(Q)) y entonces la ecuacion de ondas tiene sentido, para todo
t >0, en H~1(Q). Vemos por tanto que las soluciones débiles de la ecuaciéon de
ondas, en la clase (2.6.17), por ser soluciones de la ecuacion de ondas, tienen la

propiedad de regularidad adicional
ue 02([0, 0): H—l(Q)). (2.6.18)

La teoria de semi-grupos garantiza la existencia y unicidad de soluciones
de (2.6.13) (y por tanto de la ecuacion de ondas original) tanto fuertes como
débiles. Basta para ello aplicar el Teorema de Hille-Yosida en su versiéon més
elemental (véase, por ejemplo, el capitulo VII del libro [2]).

Con el objeto de enunciar este importante Teorema conviene recordar la

nocion de operador maximal disipativo.

Definition 2.6.1 Un operador A : D(A) C H — H lineal, no acotado, en el

espacio de Hilbert H se dice disipativo si

(Av, v)g <0, Yv € D(A). (2.6.19)

Se dice que es mazimal-disipativo si, ademds, satisface la siguiente condicion de
mazximalidad:

R(I-A)=H&VfeH Jue D(A) t.g u—Au=f. (2.6.20)

Bajo esta condicion se verifica el siguiente importante Teoremas:

Theorem 2.6.1 (de Hille-Yosida)
Sea A un operador maximal-disipativo en un espacio de Hilbert H. Entonces,

para todo uy € D(A) existe una funcion

ue C([07 0); D(A)) nct ([o, 0); H) (2.6.21)
unica tal que
du = u en (0.0}
a =4 0,0) (2.6.22)
u(0) = up.

Ademds se tiene

du
di

lu®) 1<l uo s || ®)]| =1 Au(®) <] Auo |, Ve > 0. (2:6.23)
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Es facil comprobar que el operador A asociado a la ecuacion de ondas (2.6.1)
definido anteriormente es maximal disipativo. El hecho de que A sea anti-adjunto
(A* = —A) garantiza que tanto A como —A son disipativos en el sentido de la
Definicién 2.6.18.

En efecto, de (2.6.12) deducimos que

(AU, U)g = —(AU, U)y

y por tanto
(AU, U)g =0 (2.6.24)

lo cual garantiza la disipatividad de Ay —A.°

Por otra parte, el operador A de la ecuacién de ondas verifica también la
condicion de maximalidad (2.6.20). En efecto, para comprobarlo basta ver que
para todo par (f,g) € H,i.e.f € H}(Q),g € L?(Q), existe al menos una

solucién de la ecuacion F
u
I—-A = 2.6.2
a=a(;)= () 262

con (u,v) € D(A) = [H2 HH&(Q)} x Hi(£2). Esto es efectivamente cierto. Dada
la forma explicita del operador A el sistema (2.6.25) se escribe del siguiente
modo

u—v=f,v—Au=g. (2.6.26)

La primera ecuacion de (2.6.26) puede reescribirse como
v=u—f (2.6.27)
y entonces la segunda adquiere la forma

uw—Au=g+ f. (2.6.28)

8En el contexto de los sistemas de la Mecénica la palabra “disipativo” tiene un sentido
preciso: Se dice que un sistema de evolucion es disipativo si la energia de las soluciones decrece
en tiempo. Es este precisamente el sentido del término en el marco abstracto en la Teoria
de Operadores que se desprende de (2.6.19). En efecto, multiplicando escalarmente en H la
primera ecuacion (2.6.22) por u, en virtud de (2.6.19) deducimos que (%u(t), u(t)) b= 2 dt I
u(t) [12,=< Au(t), u(t), u(t)) ><0.

9Conviene observar que cuando A satisface (2.6.24) las soluciones de la ecuacién abstracta

Ty = Augr)

dt
conservan la energia puesto que

thH H = (Au(t), u(t)) = 0.
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Como g + f € L%(Q), la segunda ecuacion (2.6.28), que puede escribirse de

manera mas precisa como

(2.6.29)

u—Au=f+¢g en
u=~0 en 01,

admite una tinica solucién u € H2 N HE () por los resultados clasicos de exis-
tencia, unicidad y regularidad para el problema de Dirichlet. Como f € H}(Q) y
u € H?>N H(Q) la solucion v de (2.6.27) satisface entonces v € H} (). Deduci-
mos entonces que (2.6.25) admite una tnica solucion en D(A), lo cual garantiza
la maximalidad de A.

El Teorema 2.6.1, aplicado a la version abstracta (2.6.13) de la ecuacion
de ondas (2.6.1) proporciona de manera inmediata la existencia y unicidad de

soluciones fuertes. En efecto, se tiene:

Theorem 2.6.2 Si 2 es un dominio acotado de clase C?, para cada par de
datos iniciales (ug,u1) € [HQ N H&(Q)] x H} (), la ecuacion de ondas posee

una unica solucion fuerte en la clase

ue c([o, o0); H2 N Hg(ﬂ)) nct ([o, ); H&(Q)) N 02([0, ); L2(Q)).
(2.6.30)
So6lo nos resta deducir la existencia y unicidad de soluciones en el espacio de
la energia. Tenemos para ello varias opciones. Una de ellas consiste en analizar
el operador de ondas como operador no acotado en el espacio de Hilbert H =
L2(Q)x H~(Q) con dominio H C H. Es facil comprobar que el operador A antes
definido es también un operador maximal disipativo en este marco funcional.

De este modo, como consecuencia del Teorema de Hille-Yosida deducimos que:

Theorem 2.6.3 En las hipdtesis del Teorema 2.6.2, si los datos iniciales (ug,uy) €

HY(Q) x L*(Q) la ecuacion de ondas (2.6.1) admite una tinica solucion en
ue c([o, 0); Hé(Q)) net [0, 0); LQ(Q)> N 02([0, 0); H*1(9)>. (2.6.31)

Conviene observar que ambos teoremas de existencia y unicidad (Teoremas
2.6.2 y 2.6.3) proporcionan resultados semejantes pero en espacios que difieren
en una derivada en su regularidad.

La posibilidad de obtener soluciones débiles a partir de soluciones fuertes
puede también explicarse en el marco del problema abstracto (2.6.22). En efecto,
suponiendo que A es un operador maximal disipativo, consideremos el problema
abstracto y definamos la funcién

v(t) = /0 u(s)ds + vg. (2.6.32)
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Integrando a su vez la ecuacion de (2.6.22) con respecto al tiempo obtenemos

t
u(t) —up = A/ uds
0
que podemos reescribir de la siguiente manera:
t
u(t) :A/ uds + ug < vy = Av — Avg + up.
0

Por lo tanto, para poder garantizar que también v es una solucién del problema

abstracto (2.6.22) basta con elegir vg de modo que
A’UO = Uug. (2633)

Supongamos que, dado ug € H, (2.6.33) admite una anica solucion vy € D(A).
Entonces la funcion v definida en (2.6.32) satisface

{ vy =Av, t>0 (2.6.34)

v(0) = vp.

En virtud del Teorema de Hille-Yosida, como vy € D(A), la ecuacion (2.6.34)

admite una tnica soluciéon fuerte
ve c([o, o0); D(A)) nct ([o, ); H). (2.6.35)
De (2.6.35) deducimos que
u=uv € C([o, 0); H) (2.6.36)

Vemos de este modo que, cuando ug € H, la ecuaciéon abstracta admite una
tnica solucion débil en la clase (2.6.36).

Comentemos brevemente la ecuacion (2.6.33). En la definicion de operador
maximal disipativo se garantiza que I — A es un operador con rango pleno. Pero
nada se dice del operador A. Conviene sin embargo senalar que ésto es irrelevante
a la hora de resolver el problema abstracto (2.6.22). En efecto, introduzcamos

el clasico cambio de variables
w(t) = eMu(t), (2.6.37)

donde X € R.
Entonces w; = e [u; + Au] . Por tanto, u es solucion de (2.6.22) si y solo si

w es solucion de

{wt—Aer)\w, t>0 (2.6.38)

w(0) = ug
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Esto indica que el cambio de variable permite transformar soluciones fuertes
(resp. débiles) de (2.6.22) en soluciones fuertes (resp. débiles) de (2.6.38) y
viceversa.

Por otra parte, cuando A es maximal-disipativo, para A = —1, el operador
A — I de (2.6.38) es de rango pleno. Esto permite utilizar el argumento ante-
rior de integraciéon en tiempo para obtener soluciones débiles a partir de las
soluciones fuertes directamente en (2.6.38) cuando A = —1 (porque el proble-
ma correspondiente a (2.6.33) podria efectivamente garantizarse que tiene una
tnica solucion vy € D(A) para cada ug € H).

En el caso de la ecuacion de ondas, (2.6.33) puede resolverse directamente
sin apelar al cambio de variables. En efecto, en este caso, el problema (2.6.33)
puede reescribirse de la siguiente manera: Dado (ug, u1) € Hg(Q) x L?() hallar
(vo, v1) € [H2 NHL Q)| x H(Q) tal que

v1 = ug; Avg = uy. (2.6.39)

La primera ecuacion de (2.6.39) proporciona inmediatamente la solucién vy €
H(£2). Por otra parte, como u; € L?(f2), sabemos que el problema eliptico

—Avy = —uq en Q; vg = 0 en 01, (2.6.40)

admite una tinica solucién vg € H? N H}(Q).

Por lo tanto, en el marco de la ecuaciéon de ondas, (2.6.33) admite una tnica
solucion, la cual permite obtener soluciones débiles de la ecuacién de ondas a
partir de las soluciones fuertes, a través del cambio de variable (2.6.32).

Como ya hemos indicado anteriormente, en el marco de la ecuaciéon de ondas,
el operador de ondas A es antiadjunto, y ésto equivale a la ley de conservacion de
energia (2.6.6). Vemos por tanto como la Teoria de semigrupos permite recuperar
todos los resultados obtenidos mediante series de Fourier, pero con la ventaja

de ofrecer un marco mucho més flexible para abordar otras ecuaciones.

Hemos visto que los resultados clasicos de la Teoria de semigrupos permiten
construir soluciones fuertes para datos iniciales en D(A) = HZNH(Q) x H (Q)
y soluciones débiles para datos en H = H}(Q)x L?(£2). Pero estos no son més que
dos de los posibles ejemplos de marcos funcionales en los que la ecuaciéon de ondas
esta bien puesta. Otro ejemplo interesante es el de las soluciones ultradébiles
con datos iniciales (ug,u1) € L%(2) x H~1(Q). En este caso el espacio natural
para las soluciones es C([0,7]; L3(R2)) x C*([0,T); H~1(£2)). Los argumentos
anteriores permiten probar de dos maneras distintas este resultado de existencia

y unicidad de soluciones ultradébiles. En efecto:
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e El cambio de variables (2.6.32) establece una relacion biunivoca entre so-
luciones ultradébiles u y soluciones débiles v. Como corolario del Teorema
6.3, mediante este cambio de variable, se deduce la existencia y unicidad
de soluciones ultradébiles.

e El teorema de Hille-Yosida puede también aplicarse directamente en este
marco funcional para obtener la existencia y unicidad de soluciones ultra-
débiles. Basta para ello considerar el operador A en el espacio H () x
[H?2 N H(Q)] con dominio L?(Q) x H-1(Q) ¢ H~Y(Q) x [H2N HL(Q))'.
Las soluciones que el Teorema de Hille-Yosida proporciona pertenecen en-
tonces a la clase

u e C([0,T]; L2(Q)) N CH([0,T]; H~H(Q)) N C*([0,T]; [H* N Hy (Q)]').
(2.6.41)

Observacion. Los diferentes marcos funcionales y grados de regularidad de
las diversas soluciones que hemos construido y considerado pueden también
entenderse en el marco de la representacion de las soluciones en series de Fourier.
Como ya hemos mencionado anteriormente, la Teoria de semigrupos permite
sin embargo construir estas soluciones para una familia mucho més amplia de
ecuaciones.
Por ejemplo, si desarrollamos las soluciones de la ecuacién de ondas como
en (2.3.25) las soluciones débiles de energia finita corresponden a coeficientes de
Fourier tales que:
o0
> larl® + [bl*] < oo (2.6.42)
k=1

Las soluciones fuertes exigen sin embargo condiciones mas fuertes sobre los

coeficientes de Fourier:

[Ailak]® + Aelbr|?] < oo (2.6.43)

NE

>
Il

1

Por dltimo, las soluciones ultradébiles exigen simplemente que

WE

[law|* + ApHbr]?] < oo (2.6.44)

~
Il
-

En virtud del Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.6.1), cuando A es un operador

maximal disipativo, es el generador de un semigrupo S(t) : H — H que a cada
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ug € H asocia el valor u(t) = S(t)up de la solucion del problema abstracto
(2.6.22) en cada instante de tiempo ¢ > 0.

At en vista de la

El semigrupo S(t) también se denota habitualmente como e
analogia del sistema abstracto (2.6.22) con el clasico sistema lineal de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes en el que A es una matriz.

El semigrupo {S(t)}i>0 = {e?*}+>0 es una familia uniparamétrica de ope-
radores lineales acotados en H. En realidad, en virtud de (2.6.23), S(t) es una
contracciéon para cada t > 0. Por otra parte, el semigrupo verifica las siguientes

propiedades:
e S(0)=1,
e t — S(t)ug es continua de [0,00) en H para cada ug € H,
o S(t)oS(s)=5(t+s).

La ultima propiedad, denominada propiedad de semigrupo, es debida al
caracter autéonomo (o invariante por traslaciones temporales) de la ecuacion
(2.6.26).

Consideramos por ultimo la ecuaciéon de ondas no-homogénea:

ug — Au = f en Qx(0,00)
u=0 en 90 x (0,00) (2.6.45)
u(0) = ug, ut(0) =u; en €.

En este caso (2.6.45) describe las vibraciones del cuerpo 2 sometido a una fuerza
exterior f = f(x,t).

El problema (2.6.45) también puede ser escrito en el marco de los problemas
abstractos que se pueden abordar en el contexto de la Teoria de Semigrupos.

En efecto, la primera ecuacion de (2.6.45) puede escribirse como el sistema

{“t - (2.6.46)
v = Au+f,

que puede también reformularse como el problema abstracto

(2.6.47)

U=AU+F, t>0
U(0) = U

donde U = (u, uy), A es el generador del semigrupo de la ecuacion de ondas que

acabamos de estudiar y

F(t) = ( f(()ﬂ). (2.6.48)



132 CAPITULO 2. MOVIMIENTO ARMONICO EN UNA DIMENSION

Vemos por tanto que la fuerza externa F' aplicada en la version abstracta (2.6.47)
del sistema (2.6.45) tiene una primera componente nula mientras que la funcion
f de (2.6.45) interviene solo en su segunda componente.

Inspirandonos en la féormula de variaciéon de las constantes para la resolucion
de ecuaciones diferenciales no homogéneas, el problema abstracto (2.6.47) puede

escribirse en la forma integral siguiente
t t
U(t) = St)Up + / S(t — s)F(s)ds = e*Uy + / A= p(s)ds,  (2.6.49)
0 0

siendo S(t) = e“* el semigrupo generado por el operador maximal disipativo A.
En virtud de los resultados anteriores sobre las soluciones fuertes y débiles

del sistema abstracto (2.6.22) asociado al operador A, es facil deducir que:

e Si F € L?(0,T; D(A)), entonces eA(*=3) F(s) € L'(0,t; D(A)).
Basta para ello utilizar las estimaciones (2.6.23) que, con las notaciones

presentes, garantizan que

leroll, <@, e, <[[ar@]],

H H
para todo ¢t > s y casi todo s € [0,T].

Deducimos entonces que
t
/ A5 p(s)ds € C([0,T); D(A)).
0

Sin embargo, para que podamos garantizar que se tiene una solucion fuerte

en la clase (2.6.21) es necesario también que

t
/ A=) (s)ds € C1((0, T); H)
0

para lo que es también necesario que F € C([0,T]; H).

e Si F € L'(0, T; H), entonces eA*=5)F(s) € L'(0, t; H) para todo 0 <
t < T y por tanto

/t A=) F(s)ds € C([0,T); H).
0

De estos hechos deducimos los siguientes resultados de existencia y unicidad

para el sistema abstracto no homogéneo (2.6.47):



2.6. TEORIA DE SEMIGRUPOS 133

e SilUye D(A)y F e C([0,T); H) N L*(0,T; D(A)) entonces (2.6.47) ad-

mite una dnica solucion fuerte en la clase
U € C([0,T]; D(A)) N C*([0,T]; H).
El mismo resultado es valido bajo la hipétesis de que FF € WH(0,T; H).

e SilUy € Hy F € L*(0,T; H), entonces (2.6.47) admite una tinica soluciéon
debil. U € C([0,T); H).

Aplicando estos resultados a la ecuacion de ondas no-homogénea (2.6.45) obte-

nemos los siguientes resultados de existencia y unicidad:

o Si(uo, u1) € H*NHy(Q)xHy(Q) y f € C([0,T]; L*(Q)NLH(0,T; Hy (1)),

entonces (2.6.45) admite una tnica solucion fuerte u en la clase (2.6.30).

e Si (ug, u1) € HY}(Q) x L2(Q) y f € LY0,T; L?(Q)), entonces (2.6.45)
admite una solucién débil

u € C([0,T]; Hy(Q)) N C*H([0,T); L*(Q)). (2.6.50)

En este punto conviene subrayar que, salvo que impongamos condiciones adi-

cionales al segundo miembro f, no podemos garantizar que
u e C%([0,T]; H1(Q)). (2.6.51)

En efecto, como u € C([0,T]; HY(Q)) y —A es un isomorfismo de Hg(Q) en
H=1(Q), tenemos —Au € C([0,T]; H=(Q)). Por tanto, para que (2.6.51) pueda
cumplirse, en vista de la ecuacion f = uy — Au, es imprescindible que f €
C([0,T); H(2)).

El cambio de variable (2.6.32) también puede ser aplicado en el marco de la
ecuacion abstracta (2.6.47) y permite nuevamente establecer una corresponden-
cia biunivoca entre soluciones fuertes y débiles.

Las mismas técnicas que las desarrolladas en el caso homogéneo pueden ser
también utilizadas en el no homogéneo. Esto nos permite, por ejemplo, construir
soluciones ultradébiles de (2.6.45). De este modo obtenemos que si (ug,u1) €
L2(Q)xH 1 (Q) y F € L*Y0,T; H~(Q)), la ecuacién (2.6.45) admite una tnica
solucion ultra-débil en la clase

we C([0,T]; L*(Q)) N CH([0,T]; H1(2)).

!
Ademas, si f € C([0,T]; |[H?N H}(Q , esta soluciéon pertenece a
0

ue 02([0,T]; (H2 N H&(Q))').



134 CAPITULO 2. MOVIMIENTO ARMONICO EN UNA DIMENSION

Pero, hasta ahora, todos los resultados que hemos obtenido sobre la ecua-
cion de ondas mediante técnicas de teoria de semigrupos, pueden también ser
obtenidos mediante series de Fourier. Sin embargo, como habiamos menciona-
do anteriormente, la teoria de semigrupos es indispensable si deseamos abordar
ecuaciones méas generales con coeficientes variables dependientes de (z,t), no
lineales, etc. Ilustramos este hecho analizando el ejemplo de una ecuacién de
ondas con un potencial p = p(x,t) € L=°(2 x (0,7)), i.e.

uy — Au+p(z,t)u =0 en Qx(0,7)
u=0 en 90 x(0,7) (2.6.52)
u(z,0) = uo(x), ur(z,0) =us(x) en L.

Nuevamente la ecuacion (2.6.52) puede ser escrita en la forma de un sistema
U =
¢ (2.6.53)
vy = Au — p(z, t)u,
0, en su version abstracta,

U, = AU + B(t)U (2.6.54)

donde A es el operador maximal-disipativo asociado a la ecuacion de ondas y

B(t) : H — H es un operador lineal acotado dependiente del tiempo:

B(t)U = B(t) (Z) = (_p &t)u) (2.6.55)

la ecuacion abstracta (2.6.54) puede escribirse como una ecuacion integral

U(t) = eUy + / t A=) B(s)U(s)ds. (2.6.56)
0

Introduciendo la aplicacién

¢
[p(U)](t) = MUy + / eI B(s)U(s)ds, 0 <t < T (2.6.57)
0
la ecuacién integral (2.6.56) puede también ser reescrita como un problema de
punto fijo
Ut)=[o(U)](t),0<t<T (2.6.58)

que puede ser resuelto mediante la aplicacién del Teorema de punto fijo de
Banach para aplicaciones contractivas.
En efecto, si utilizamos que B(t) es un operador lineal y acotado de H

en H, con una cota independiente de 0 < t < T, es facil comprobar que la
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aplicacion (2.6.57) constituye una contracciéon estricta en C([0,7); H) para un
7 suficientemente pequenio (0 < 7 < T). De este modo obtenemos una anica
solucion U € C([0,7]; H) que, mediante un argumento de continuacién puede
ser extendido a una solucion global tinica U € C([0,T]; H)'°.

Aplicando este resultado abstracto en el caso de la ecuacion de ondas (2.6.52)
con potencial obtenemos inmediatamente que: Si (ug,u1) € HE(2) x L(Q), y
p € L*(Q x (0,T)), la ecuacion de ondas con potencial (2.6.52) admite una

unica solucion

ue C’([O,T}; Hé(Q)) nct ([O,T]; LQ(Q)>.

En realidad la estructura (2.6.55) del operador permite debilitar la hipotesis
sobre el potencial p para que el resultado anterior sea valido. En efecto, en
la practica es suficiente que el operador de multiplicacion v — p(t)u envie de
manera acotada H{(2) en L%(Q). Si utilizamos las inclusiones de Sobolev es

facil comprobar que esto es asi cuando:
e Sin=1,pe L>®0,T; L*(Q));
e Sin=2pe L>®(0,T; L"(Y)), para algtn r > 2;
e Sin>3,pe L>®(0,T; L"(Q)).

Maés ain, basta analizar con un poco mas de cuidado la prueba del caracter
contractivo de la aplicacién ® para observar que las hipétesis L en la variable ¢
pueden ser debilitadas y sustituidas por hipétesis L'. Asi, el resultado anterior
de existencia y unicidad de soluciones débiles para la ecuacién de ondas con

potencial (2.6.52) es cierto en cuanto el potencial p satisface las condiciones:
e pc LY0,T; L3(Q)), sin=1.
e pc LY0,T; L"(Q)), conr > 2, sin=2.
e pe LY0,T; L™(2)), sin > 3.

Los mismos argumentos permiten obtener soluciones fuertes. Pero en este ca-
so habremos de comprobar si el operador abstracto B(t) envia D(A) en D(A).
En el marco de la ecuacion de ondas con potencial esto supone imponer hipé-

tesis sobre el potencial p = p(x,t) de modo que, para cada ¢, el operador de

10Esto es asi puesto que la amplitud de 7 > 0 del intervalo temporal en el que podemos
aplicar el Teorema de punto fijo a ® para deducir la existencia local de soluciones, depende

exclusivamente de la cota de la que dispongamos sobre la norma del operador B
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multiplicacion mediante p(t) envie H2 N H}(Q) en H}(Q) y que haga ésto de
modo que la cota resultante pertenezca a L'(0,7). Esto, evidentemente, exige
hipotesis adicionales sobre la regularidad del potencial p.

Estos argumentos permiten en realidad obtener resultados de existencia y
unicidad tanto de soluciones fuertes como débiles para ecuaciones més generales

con potenciales de la forma
g — Au+ a(z,t) - Vu + b(x, t)uy + p(x, t)u = 0. (2.6.59)

Consideremos ahora brevemente una ecuacién de ondas semilineal

ugy — Au = f(u) en 2 x (0,00)
u=0 en 00 x (0,00) (2.6.60)
u(z,0) = ug(x), ug(z,0) =us(xz) en Q.

En esta ocasion f : R — R es una funcion no lineal. Nuevamente, la ecuacion

(2.6.60) puede ser reescrita en la forma de un sistema

{ o= A+ f) (2.6.61)

que, a su vez, puede ser enmarcado en un sistema semilineal abstracto

U, = AU + F(U) (2.6.62)

F(U) = F(:) = (f?u)). (2.6.63)

El problema puede entonces ser reducido a la ecuacién integral

donde

U(t) = eUy + /t A=) F(U(s))ds (2.6.64)
0

que, a su vez, es equivalente al problema de punto fijo

U(t) = [o(U))(1), (2.6.65)
para la funcién
[p(U)](t) = Uy + /0 t A= P(U(s))ds. (2.6.66)

Sea R =|| Uy ||g y Bar la bola de radio 2R en H. Supongamos que la no-
linealidad F' envia H en H de modo que se trate de una funcién Lipschitziana

sobre conjuntos acotados de H, es decir: para todo k > 0, existe Ly > 0 tal que

| F(Ur) = F(U2) |z <L |Ur = U ||n

(2.6.67)
VUl, U,e H H U, ||H; || Us HHé k.
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Bajo estas hipotesis es facil comprobar que si 7 > 0 es suficientemente peque-
fio, ® es una contraccion estrictamente en C([0,7]; Bag). Esto permite dedu-
cir la existencia y unicidad de una solucion local (en tiempo) de (2.6.64) en
C([0,7]; Bar).

Veamos lo que la hipotesis (2.6.67) supone sobre la no-linealidad de la ecua-
cion de ondas (2.6.60). En vista de la forma particular (2.6.63) de la no-linealidad
del modelo abstracto correspondiente basta en realidad con comprobar que f
envia Hg(Q2) en L?(Q) de manera Lipschitz sobre conjuntos acotados. Suponga-
mos que la funcién f se comporta esencialmente como una potencia p > 1. Es

decir supongamos que
‘f(x) - f(y)’ SO+ |z P+ [y [e—y|,Ve,ye R (2.6.68)

para alginp > 1y C > 01,
Necesitamos comprobar si para todo k > 0 existe L > 0 tal que

[ f(u1) = fu2) 2@ < L | ur — u2 |53 (0),
(2.6.69)

Vuy,ug € Hg(Q) @ || wa 2 c0s | w2 (| g )< k-

En vista de la hipotesis (2.6.68) y usando las inclusiones de Sobolev es facil

comprobar que (2.6.69) se cumple bajo las siguientes restricciones sobre p:

i n=12
o T (2.6.70)

<
< 2 si n=>3.

<p
<pP< 553

e Para todo 1
e Para todo 1

Deducimos por tanto que: “Bajo estas condiciones sobre el exponente p, si la
no-linealidad f satisface la condicion de Lipschitz (2.6.68), para cada par de
datos iniciales (ug,u1) € Ha(Q) x L*(Q) existe un 7 > 0 y una tnica solucién
u € C([0,7]; Hg(€2)) N CH([0,7]; L*(2))"

Una vez que la solucion local en tiempo ha sido obtenida, mediante los
mismos argumentos de prolongacion que se utilizan en el marco de las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO), esta solucién local puede ser prolongada al
méximo intervalo de existencia T4 de modo que la solucién tnica de (2.6.60)

se obtiene finalmente en la clase
C([0, Tmasx); Ho (2)) NCH([0, Tmax); L*(9)).

Ademas, para el tiempo méximo de existencia se verifica la siguiente alternativa:
O bien Tiax = 0o (existencia global) y por lo tanto la solucion est4 definida para

| f'(x) |

[Pt

HEsta hipotesis se cumple, por ejemplo, si f € C1(R;R) y limsup

< 0.
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todo tiempo, o bien Ty < 0o (explosion en tiempo finito) y en este caso

Hm [ w(®) [[a2@) + [ ue(t) lo2(0)= oo (2.6.71)

El fenomeno que subyace a esta alternativa es facil de entender. Mientras
que la solucién se mantiene acotada puede ser prolongada en el tiempo, con
un paso temporal que depende continuamente de la cota de la solucion. Por lo
tanto, la tinica manera en que la solucién pueda no ser prolongada a todos los
tiempos es si explota en tiempo finito.

Mediante una mera hipoétesis de crecimiento del tipo (2.6.68) sobre la no-
linealidad es imposible determinar si se produce explosion en tiempo finito o no y
para ésto son necesarias hipotesis adicinales sobre el “signo” de la no-linealidad.

Consideremos en primer lugar el caso en que la no-linealidad f tiene el “buen

signo”™

g — Aut | u [P~ u=0 en € x(0,00)
u=0 en 90 x (0,00) (2.6.72)
u(z,0) = ug(x), ug(z,0) =uy(xz) en Q.

En este caso, evidentemente, la condicién (2.6.68) se cumple y bajo las hipotesis
(2.6.70) se deduce la existencia y unicidad local (en tiempo) de soluciones de
energia finita de (2.6.72). Ademéas, mientras la soluciéon existe, su energia se

conserva. En este caso la energia viene dada por

E(t) = 1/Q { | Vu(x,t) |* + | ug(x,t) |2 :|dl'+ Z%/Q | u(z,t) [P da.

2
(2.6.73)
Como la energia E(t) se conserva y claramente mayora al cuadrado de la norma
de (u,us) en H}(Q) x L?(Q) deducimos inmediatamente que (2.6.71) es imposi-
ble. De este modo concluimos que, bajo la condicion (2.6.70), para cada par de
datos iniciales (ug,u1) € H}(Q) x L?(Q) existe una tinica soluciéon global

u € C([0,00); Hy(2)) N C([0,00); L*(%2)) (2.6.74)

y que la energia E(t) de la solucion definida en (2.6.73) se conserva para todo
t>0.

La situacion cambia completamente para no-linealidades con “mal-signo”™

g — Au=|u [P~ u en Qx(0,00)
u=0 en 09 x (0,00) (2.6.75)
u(z,0) = ug(x), ug(z,0) =uy(z) en Q.



2.6. TEORIA DE SEMIGRUPOS 139

La existencia y unicidad de soluciones locales (en tiempo) es igualmente cierta
en este caso. Pero no se puede decir lo mismo acerca de la existencia global. Para

el sistema (2.6.75), la energia, que se observa mientras las soluciones existen es

E(t) = %/QH Vu(z,t) |2 + | u(z,t) [*)dz — ]ﬁ/ﬂ | u(z,t) [P daz (2.6.76)

pero, el que esta energia permanezca constante o acotada es perfectamente com-
patible con la explosion (2.6.71) de las soluciones en tiempo finito. De hecho, en
este caso, las soluciones pueden efectivamente explotar en tiempo finito. Para
convencerse de este hecho basta ver que existen soluciones de la EDO

o =z |P e (2.6.77)

que, cuando p > 1, explotan en tiempo finito, en un tiempo que tiende a cero
cuando el tamano de los datos iniciales tiende a infinito. El hecho de que las
soluciones de la ecuacion de ondas dependan exclusivamente de los datos inicia-
les en la base del cono caracteristico permite entonces construir datos iniciales,
independientes de x en una bola de 2, y de modo que en el interior del cono co-
rrespondiente coinciden con la solucion de la ODE (2.6.77) y por tanto explotan
en tiempo finito.

Esta construccién permite efectivamente probar que, para todo p > 1 y todo
abierto no vacio Q de R™, existen datos iniciales (ug,u;) € Hg(Q) x L?(Q2) para
los que la solucion local de (2.6.75) explota en tiempo finito.

Hemos ilustrado el modo en que la Teoria de semigrupos permite resolver la
ecuacion de ondas y sus variantes. Veamos ahora algunas de las ideas fundamen-
tales de la demostracion del Teorema fundamental de esta teoria: El Teorema
7.1 de Hille-Yosida.

La idea central de la demostracién de Hille-Yosida, que permite utilizar la
propiedad del operador A de ser maximal-disipativo, es introducir y usar la

regularizacion de Yosida del operador A:

Ay = —%(I— (I —XA)™h. (2.6.78)

Es facil comprobar que, formalmente, Ay converge a A cuando A — 0. Para
ello basta analizar la expresion algebraica de la derecha de (2.6.78) en el caso
de ntimeros reales:

*Hl*ﬁ]:*ﬂlziigl} :1396%96”%0'

Pero para que la definicion (2.6.78) tenga rigurosamente sentido es primeramente

preciso probar que el operador I —\A es inversible. La hipotesis de maximalidad
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sobre A garantiza que esto es asi cuando A = 1. Veamos que ésto permite probar

que I — AA es inversible para todo A > 1/2. En efecto, reescribimos la ecuacion
x—Nzr =y (2.6.79)

como

x—sz%y—l—(l—%)x,

0, lo que es lo mismo,
1

z= (-7 5

y+(1- %)x] (2.6.80)

Es facil comprobar que cuando | 1 —1/X |< 1 el segundo miembro de (2.6.80)
admite una dnica soluciéon para el Teorema de punto fijo de Banach.

Iterando este argumento se puede comprobar que (I — AA)~! esta bien de-
finido para todo A > 0. Ademés

| (I =MA)" lgmm< L (2.6.81)

En efecto, como A es disipativo, (Ax, x) < 0y por tanto, si x = (I —\A) "ty

tenemos
(I=AA) 7y, y) = (2, (I-2AA)x) = (w ) =Mz Az) > (2, 2) =[| 2 [[F=] ([-24) "1y [,
de donde se deduce que, efectivamente,

(I =2A) "y lu<|ly llw, YyeH, (2.6.82)

lo cual equivale a (2.6.81).
Deducimos por tanto que Ay, para cada A > 0, es un operador lineal y
acotado de H en H.

Esto nos permite resolver la ecuacion abstracta

/
—4
{ w=Aw, t>0 (2.6.83)

u(0) = uyp,

Como si se tratase de una EDO.
En efecto, como Ay es un operador lineal y acotado, e#*? se puede definir,
como en el caso matricial, mediante el desarrollo en serie de potencias de la

exponencial

o k
et =% (A]zf) . (2.6.84)
k=0 ’
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Es facil comprobar que para cada A > 0y t > 0, e*? define un operador lineal
y acotado de H en H. Ademaés

uy(t) = ety € C([0,00); H) (2.6.85)

y es la tnica solucion de (2.6.83).
La regularizacién de Yosida genera entonces un semigrupo Sy (t) = e/t
Ademas, para todo A > 0, Ay hereda la propiedad de A de ser disipativo, de
modo que

(Axz, ) <0, Yz € H, YA > 0. (2.6.86)

Entonces

[ux(®) [ <[ uo I

’ du(t)
dt

| =l Avua(®) 1<l Axo [, v > 0, 92 > 0.
(2.6.87)
Para comprobar (2.6.86) basta proceder del modo siguiente

(Azz, z) = (Ayz, x — (I — MNA)712) + (Axz, (I — MNA) " La)

A Az [P +(Axz, (I = AA)"'z)
=\ Axz |2 +{AI = MA) "o, (I — NA) 1) < =)\ || Aaz ||?<0.

Como, al menos formalmente, Ay — A cuando A — 0, en virtud de las cotas
uniformes (2.6.87) de las soluciones de las ecuaciones aproximadas (2.6.83) en
las que el operador A ha sido sustituido por su regularizacion de Yosida Ay, cabe
esperar que la solucion u de (2.6.22) en el Teorema de Hille-Yosida se obtenga
como limite cuando A — 0 de las soluciones aproximadas uy.

La clave de la demostraciéon del Teorema de Hille-Yosida consiste en ver
que, cuando ug € D(A), {ux(t)}a>o constituye una sucesion de Cauchy cuando
A — 0en C([0,00); H).

En efecto. tenemos

duy du
@ at e At
y por tanto
1d 9
5% || U\ — Uy, ||H: <A)\’U,/\ - A,uu,ua u) — u;,e>-
Pero

(Axux — Ay, uy —uy) =
= (Ayuy — Apuy, uy — (I — MNA)Luy + (T = 2NA) " tuy — (I — pA)tuy, + (I — pA)~tuy, —uy,)
= (Axux — Apuy, —AAyux + pAyuy,)

+ (A((I = M) ruy — (I — pA) " uy,), (I = 2A) " tuy — (I — pA) )
< (Axun — Apuy, —MNAxuy + pA ).
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Por tanto
1d

5l — (< 200+ ) || Au Iy (2689
En este punto hemos utilizado la segunda cota de (2.6.87) junto con || Axx || <||
Az ||g, para todo € H y A > 0, propiedad esta que se deduce facilmente de
la identidad Ay = (I — NA)71A.

La estimacion (2.6.88) proporciona el caracter de Cauchy de la sucesion uy
en C([0,00); H) que habiamos enunciado.

El mismo argumento permite probar que si ug € D(A?), entonces duy /dt es
también de Cauchy en C([0,00); H). Esto permite pasar al limite en (2.6.83)
cuando A\ — 0 y obtener la solucién del problema abstracto (2.6.22) que el
Teorema de Hille-Yosida enuncia cuando ug € D(A). Como D(A?) es denso en
D(A), un argumento de densidad permite concluir la existencia de solucion para
datos ug € D(A), tal y como se enuncia en el Teorema 2.6.1.

El lector interesado en una demostracién completa del Teorema de Hille-
Yosida puede consultar el capitulo VII del libro de H. Brezis [2]. En el libro de
T. Cazenave y A. Haraux [3] se da también una extension de este resultado a
espacios de Banach y diversas aplicaciones a ecuaciones de evolucion semilineales
entre las que se incluyen la ecuacion del calor, de ondas y de Schrodinger.

2.7. La ecuacion de ondas con coeficientes varia-
bles

En esta seccion analizamos brevemente la ecuacion de ondas 1 — d con coe-

ficientes variables

uy — (Y(2)ug)e =0, z € R, t > 0. (2.7.1)

Consideramos en primer lugar el problema de Cauchy en el que ya tendremos
que hacer frente a las principales diferencias con respecto al caso de coeficientes
constantes.

Desde el punto de vista de la modelizacion, el hecho que la constante v = ()
(de rigidez en el caso de un medio elastico) dependa de z indica que las ondas
se propagan en un medio heterogéneo compuesto de diferentes materiales.

En el caso en que la densidad del medio también es variable, la ecuaciéon de

ondas correspondiente es

p(x)uy — (y(@)ug)r =0, x € Rt > 0. (2.7.2)
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Supondremos que los coeficientes v y p son medibles y que existen constantes
positivas p;, v;, § = 0, 1 tales que

0<po<p(r) <p1<00,0<y<y()<n<oo petEzeR  (27.3)

En estas condiciones ambos sistemas estan bien puestos en H'(R) x L?(R)

y la energia de las soluciones se conserva. Las energias de los sistemas (2.7.1) y
(2.7.2) es

B = 5 [ [lwla.t) P +9() | uslat) Pl (274)
y
By(0) = 5 [ 1e) Lwlet) P 49(a) [uslot) Plde, (275)
respectivamente.

En virtud de las hipotesis (2.7.3) estas energias son equivalentes a la energia
habitual de la ecuacion de ondas.
Consideremos ahora la ecuacion (2.7.1) y veamos cual es la aproximacion
semi-dicreta mas natural. Proponemos el siguiente esquema
1 Ujgp1 — Uj Uj — Ujq .
U;-/ - E PYj-‘rl/Q% - ’Vj_l/g%] = O, VS Z, t > 0. (276)
En (2.7.6) el coeficiente v se evaltia en puntos intermedios del mallado. Asi,

por ejemplo,

h o1
Yit1/2 = V(Tjr1/2), Tjg1/2 = Tj + 5= (J + §>h~ (2.7.7)

Obviamente, la definicion (2.7.7) de 7;41/2 es vélida cuando 7 es continuo. Si
no lo fuese, como es habitual, lo més natural serfa definir v, /o a través de una

media:

1 Tj+1
Vit1/2 = g/ v(s)ds (2.7.8)
x

i

Cuando el coeficiente v es constante (i.e. v(x) = 7), el esquema (2.7.6) coin-
cide con el esquema semi-discreto centrado de orden dos para la aproximacion
de la ecuacién de ondas:

u;-’ + %[QUJ — Uj+1 — Uj_l] =0,5€Z,t>0. (279)

El sistema (2.7.6) es conservativo. En efecto, multiplicando en (2.7.6) por uj

y sumando en j € Z obtenemos que

1 Uir] — Usj Uj — Uj_1
> ufuf 7 > {%+1/2% - %‘71/2%]“3 =0.
JEZ JEZ



144 CAPITULO 2. MOVIMIENTO ARMONICO EN UNA DIMENSION
Por otra parte

Sy =55 1

JEZ JEZL

1 Ujp1 — Uj Ui — Uj_1
1 Z ['7]#1/2% - vjfl/z%}%

JEZ
—u, Ui — Ui
Z%H/z ju + - h Z’YJ 1/2%“}
JEZ JEZ
— uy Ujrl — U
= hZ%H/z G+ h Z%Hm% j+1
JEZL JEZ
! !
_ R o el A R L Ujt1 — uj|?
= Z%Hm A h =3 dt Z%H/z h
JEL JEZ

Deducimos por tanto que la siguiente energia discreta se conserva para las
soluciones de (2.7.6):

1
Ep(t) = 5 Z [ | ? +vj41/2
jEL

Uj+1 — Uy

- 2}. (2.7.10)

Es obvio que F}, es una aproximacion discreta de la energia (2.7.4) del problema
continuo (2.7.1).

El hecho que la energia Ej, se conserva garantiza la estabilidad del esquema
numérico. Se trata por otra parte de un esquema consistente de orden dos, al
menos cuando 7 es suficientemente regular. En la medida en que el esquema que
consideraremos es semi-discreto y que la variable temporal no ha sido discreti-

zada, basta analizar la consistencia de la discretizaciéon espacial. Tenemos

- H’y(ﬂww)w - 7(%—1/2)%]
= ey t) Zu) ) vl )
+o(n?) H u(:vj+1)h— u(@;) ‘ n ‘U(wj) —hU(wjfl) H

La estabilidad, junto a su consistencia de orden dos garantiza que se trata de

un método convergente de orden dos, cuando -y es suficientemente regular.
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En el caso de la ecuacion (2.7.2) con densidad variable es facil modificar el

esquema (2.7.6). Basta en este caso considerar

Analicemos ahora uno de los aspectos mas importantes en los que las ecua-
ciones de ondas con coeficientes irregulares mas se distinguen de los de coefi-
cientes regulares: la reflexion y transmision de energia en las singularidades de
los coeficientes.

Ya hemos visto en el caso de la ecuacion con coeficientes constantes, a través
de la formula de d’Alembert, que las soluciones de la ecuaciéon de ondas son una
mera superposiciéon de ondas de transporte que viajan a izquierda y derecha en
el espacio a velocidad constante unidad. Esto no ocurre en el caso de ecuaciones
con coeficientes variables. Si estos son regulares, las soluciones se propagan a lo
largo de curvas caracteristicas que no son rectilineas, mientras que en el caso de
coeficientes irregulares las ondas pueden incluso llegar a rebotar parcialmente
en los puntos de discontinuidad de los coeficientes.

Por ejemplo, si v = v(x) es una funcién de clase C!, una ecuacién de ondas
de la forma

!/
Otu — y(2)02u — %&E =0, (2.7.12)

puede factorizarse como

(at + JW(T)&E) (at - \/W(T;)al)u —0. (2.7.13)

Las soluciones pueden entonces escribirse como superposicion de las soluciones

de ecuaciones de transporte de la forma

[at + maz}u ~0. (2.7.14)

Para estas tltimas, las soluciones son constantes a lo largo de curvas caracteris-

ticas que son las curvas parametrizadas x = z(t) en las que
2/ (1) = £/y(z(t)). (2.7.15)

Las curvas caracteristicas estan definidas de manera tnica cuando el coeficiente
~1/2 tiene continuidad Lipschitz.

Pero cuando el coeficiente v'/2 = 41/2(x) deja de ser regular, tanto la de-
finicién de caracteristicas como el hecho de que transporten la informacion de
las soluciones deja de ser valida. Para analizar este hecho consideramos el ca-
so de una ecuaciéon de ondas con coeficientes constantes a trozos en un medio

heterogéneo con dos caras:

p(@)uy — (y(z)ug), = 0. (2.7.16)



146 CAPITULO 2. MOVIMIENTO ARMONICO EN UNA DIMENSION

Suponemos entonces que

) (p1ym), <0
(p(2), v(x)) = { (02 7). > 0. (2.7.17)

La velocidad de propagacion de las ondas es entonces ¢; = \/’m y ey =
\/m en el medio x > 0 y « < 0 respectivamente.

En este caso es facil comprobar que, si bien en cada uno de los medios > 0
y < 0 las ondas se transportan sin deformaciéon a velocidad constante co v ¢1
respectivamente, al alcanzar la interfase x = 0 parte de la onda se transmite
mientras que la otra parte rebota. Este fen6meno puede establecerse con claridad
a través del estudio de los coeficientes de reflexion y transmision: Ry T.

Para introducirlos, consideremos una onda plana que en el medio x < 0 se
desplaza hacia la derecha a velocidad constante c; hasta alcanzar la interfase
x = 0. Al alcanzarla, parte de la solucién rebota produciendo una onda de
transporte que en el medio x < 0 se propagara en sentido opuesto, siempre a
velocidad ¢y y otra parte se transmite al medio z > 0 dando lugar a una onda
que se transporta hacia la derecha a velocidad cs.

El conjunto de esta soluciéon que combina los fenémenos descritos puede

escribirse en la forma
u(r,t) = 1(_oo,0)(2) [ei(‘“t_klx) + Re‘@ithao)| 4 Tl(oyoo)(x)ei(“’t_kﬂ), (2.7.18)

donde 1(_ ) ¥ 1(0,00) denotan respectivamente las funciones caracteristicas de
las semirectas (—o0,0) y (0,00) y k1 v ko denotan las relaciones de dispersion

en cada uno de los medios
kl = w/cl; kg = LU/CQ. (2719)

En (2.7.18), R y T denotan las constantes de reflexiéon y transmision que preci-
samente deseamos calcular.
Es facil comprobar que u en (2.7.18) constituye una solucion de (2.7.16)
tanto en el semiplano de la izquierda x < 0 como en el de la derecha z > 0.
Sin embargo el que la funcion u definida a trozos en (2.7.18) satisfaga (2.7.16)
depende también de las condiciones de transmisién que se han de cumplir en el

punto de interfase. En este caso son:
ut(0,t) = u=(0,1); you, (0,t) = yvyu, (0,t), t>0. (2.7.20)
Para que las condiciones (2.7.20) se verifiquen es preciso que:

1+ R=T, kimR+ kT =km. (2721)
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La solucién de este sistema arroja los siguientes valores para los coeficientes R
yT:

R= M’ (2.7.22)
01+ 09
2
7= (2.7.23)
o1+ 09
donde
o5 =55, J =12 (2.7.24)

es la impedancia acistica en cada uno de los medios.

De estas expresiones se deduce que si la impedancia actistica de ambos me-
dios es la misma (i.e. 01 = 03), entonces toda la onda se transmite mientras que
la parte de la onda reflejada se anula.

Veamos ahora lo que ocurre en una aproximacion numérica de estas ecua-
ciones. Consideremos para ello una semi-discretizacion en diferencias finitas de
paso h en cada uno de los medios. En el medio x < 0 la semi-discretizacién
adopta la forma

D — Uity — s
pruf 4 =L — 0, < ~1, >0 (2.7.25)

mientras que en el medio x > 0 la aproximacién correspondiente es

27.Lj — Uj41 — Uj

= “L—0,j>1,t>0. (2.7.26)

P2U}’ + 72

En el nodo j = 0 correspondiente a la interfase x = 0 la aproximaciéon corres-

pondiente més natural es

p1+p2u,,+l< Up —U_1 Uy —Ug
9 0 71 h Y2 h

n ) —0,t>0. (2.7.27)

Las relaciones de dispersion asociadas a los esquemas (2.7.25) y (2.7.26) son,

en cada uno de los casos,

2 wh

ki = o arcsen (2—01), z<0 (2.7.28)
2 wh

kopn = 7 arcsen (2—02>7 x> 0. (2.7.29)

Escribimos entonces la solucién numérica, inspirdndonos en el caso continuo, del

modo siguiente

(wt—jk1h) R i(wt+jk1h) i <0
uj(t { c + fne »J (2.7.30)

Thei(wt—jkzh)’ j>0.
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Tenemos nuevamente

1+ Ry =Tp. (2.7.31)
La ecuacion (2.7.27) en el punto x = 0 de transmision proporciona la relacion
adicional
Thw? 1 » - »
—(p1+p2) hzw +3 (lhl (1 + Ry, — e — Rhe_Zklh) - %Th (e_lkZh - 1)) =0.
(2.7.32)
De estas ecuaciones obtenemos
—2i kih
T)=—— o Sen(,;,) m— (2.7.33)
Yoe~ 2l —qp —yp e+ (p1 + p2) ¥y
Mediante un desarrollo de Taylor observamos que
) _
Ty =204 P27 0201 2p2 o3 (2.7.34)

o1+ 09 46162(0'1+0'2)

de donde se deduce que el coeficiente de transmision del método numérico es
una aproximacion de orden dos del caso continuo (2.7.23).

Conviene sin embargo senalar que no siempre los esquemas numeéricos pro-
porcionan aproximaciones de los coeficientes de reflexién y transmision del mis-
mo orden que el que caracteriza al método numérico.

Hemos estudiado ecuaciones de ondas con coeficientes variables dependientes
de la variable espacial. Los mismos problemas se plantean con ecuaciones cuyos
coeficientes dependen también de la variable tiempo. Consideremos por ejemplo
la siguiente ecuacién de ondas con densidad variable dependiente de z y t:

pla, ugy —ugy =0, 2 €R, ¢ > 0. (2.7.35)

Es natural suponer que la densidad es una funcién medible, acotada superior e

inferiormente por constantes positivas pg y p1:
0 < po < plx,t) < p1 < oo, pet.ze€R t>0. (2.7.36)

Cabe entonces plantearse si la ecuacion (2.7.35) esta bien planteada bajo
estas hipdtesis. Para entender esta cuestion es conveniente considerar la energia

de las soluciones
1

E(t) = 5/]1@ [p(m) | ug(z,t) |? + | ug(2,t) |2 }dx. (2.7.37)

Sin embargo, la energia verifica, formalmente, la identidad

B(t) = %/Rpt(a:,t) (2, 0) 2 da (2.7.38)



2.7. LA ECUACION DE ONDAS CON COEFICIENTES VARIABLES 149

En virtud de (2.7.38) es facil comprobar que la ecuacion de ondas (2.7.35) no
esté bien puesta en el espacio de la energia bajo la mera hipdtesis (2.7.36). En
efecto para que la ecuacién esté bien puesta es necesaria alguna hipodtesis sobre
pt = Op/d;. Supongamos por ejemplo que

| pe(2,t) |< b, Vo €R, t > 0. (2.7.39)

En este caso, de la identidad de energia (2.7.38) se deduce que

k k
B0 1< 5 [ plat) [uant) P do < 2 EQ) (2.7.40)
2p0 Jr Po

de donde, por la desigualdad de Gronwall, se obtiene que
E(t) < F/P E(0), vt > 0. (2.7.41)

Bajo las hipotesis (2.7.36) y (2.7.39) sobre el coeficiente variable de densidad
p = p(z,t) se puede entonces probar que la ecuacion (2.7.35) esta bien puesta en
H'(R) x L?(R) de modo que para cada par de datos iniciales (ug,u;) € H*(R) x
L?(R) existe una tnica solucién u € C([0,00); H(R)) N C1([0,00); L*(R)) que
toma este dato inicial y cuya energia F(t) satisface la estimacion (2.7.41).

La hipétesis (2.7.39) no es meramente técnica. En efecto, de manera general,
la ecuacion (2.7.35) no esta bien puesta bajo la mera hipotesis (2.7.36). En el caso
en que la densidad es en cada instante de tiempo independiente de x y depende
del tiempo de modo que sea constante a trozos, la solucién de la ecuacion de
ondas correspondiente puede calcularse explicitamente mediante la férmula de
d’Alembert, prestando especial atencion al cambio de los perfiles de la solucion
en los instantes de tiempo en los que la densidad presenta la discontinuidad. En

efecto, consideremos el caso particular en que

<t<l,zeR
p:{ P10 re (2.7.42)

pa,t>1, xR

siendo p; y p2 dos constantes positivas distintas.
En el intervalo temporal 0 < ¢t < 1 en el que la densidad es la constante p;

la solucién de la ecuacion de ondas es de la forma

w=f(e=t/vor) +g(z+t/vm). (2.7.43)

A partir de ese instante, i.e. para t > 1, la solucién es sin embargo de la

forma

w=F(e-t/vaz) +3(z+t/vp2). (2.7.44)
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Al imponer la condicién de continuidad sobre u y u; en ¢ = 1 obtenemos las

ecuaciones

fz=1/vm) +9(z+1/vm) = F(z=1/vm) +3(z+1/vo)

Sl ) o) =l )3 )
2.7.45

que permiten calcular los perfiles fy g del intervalo temporal ¢ > 1 a partir de
los perfiles f y g del intervalo 0 <t < 1.

Es sin embargo obvio que este tipo de procedimiento resulta sumamente
costoso y dificil de adaptar a casos més generales de densidades variables.

Los mismos fen6menos que acabamos de describir se presentan también para

las aproximaciones numéricas. Consideremos por ejemplo la semidiscretizacion
més natural de (2.7.35)

N — Us — Ui
pj(t)u;'—&—[u] u]}:r; U I]ZO,jEZ,t>O

donde

p;(t) = p(x;,1).

En este caso la energia viene dada por la expresion

Bu) = 55 [ 1 4] 220 =0,
JEL

Es facil comprobar que en este caso la energia evoluciona segin la ley

(1) = 2 g0 | 1)

JEL

de modo que no es posible obtener estimaciones sobre su evolucién temporal,
independientes del paso del mallado h, sin imponer condiciones sobre la derivada

temporal de la densidad.

Conviene pues abordar el analisis de ecuaciones de ondas y de sus apro-
ximaciones discretas, en presencia de coeficientes dependientes del tiempo, con
prudencia, pues, como hemos visto, es habitual que esto exija hipotesis adiciona-
les sobre la regularidad de los coeficientes en su evolucion temporal, inesperadas

en primera instancia.
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2.8. Semi-discretizacion de la ecuacion de ondas

semilineal

En la seccion 2.6 hemos estudiado la ecuacién de ondas semilineal en el con-
texto de la Teorfa de semigrupos. Hemos visto que, bajo condiciones adecuadas
sobre el crecimiento de la no-linealidad, (que garantizan que la nolinealidad en-
via H' en L? de manera Lipschitz en acotados) la ecuacion de ondas semi-lineal
esta bien puesta, localmente en tiempo. Veiamos posteriormente que a través
de una estimacion de energia, cuando la no-linealidad tenfa una propiedad de
“buen signo” la solucién podia prolongarse y definirse globalmente en tiempo.

En esta seccion discutimos brevemente algunos aspectos de la aproximacion
numérica de estas ecuaciones.

Consideremos la ecuacion de ondas semilineal 1 — d:

Ut — Ugg +u® =0, reR, t>0
(2.8.1)
u(x,0) = uo(x), ue(z,0) = ur(z), =R

Gracias a la inclusién de Sobolev H!(R) < LP(R), para todo 2 < p < 00, la

ecuacion (2.8.1) esta bien puesta en el espacio de la energia. Ademaés, la energia

1

E(t) = i/R [ | ue(z,t) |2 + | ug(a,t) |2 }d:c—k i/RuZl(a:,t)dm (2.8.2)

se conserva de modo que las soluciones estan globalmente definidas en tiempo.
En este caso la aproximacién semi-discreta mas natural viene dada por las

siguientes ecuaciones

QUi — Ui — Ui
u;.q_[ Y u”; o 1]+u§:0, jJEZ, t>0
h (2.8.3)

UJ(O) = Uo,j, u;(O) = U1, , j €7,

, (ul’ j> son aproximaciones adecuadas de los datos iniciales
JEL

donde (uo,j)
JEZ
continuos de (2.8.1).

El sistema (2.8.3) es un conjunto de una infinidad de ecuaciones diferenciales
nolineales acopladas. Se puede probar que, para cada paso de mallado h > 0,
(2.8.3) admite una tnica solucién local en tiempo. Para ello basta aplicar la
formula de variacién de las constantes y utilizar las propiedades ya conocidas
sobre el sistema lineal subyacente.

Pero, nuevamente, para probar la existencia global de soluciones, necesitamos

de una identidad de energia. En este caso tenemos que la energia del sistema
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semi-discreto es

Eh(t):gz {|u;(t) |2 +‘M‘2:| +%Zu?(t) (2.8.4)
JEZ jez

Nuevamente, esta energia se conserva en tiempo y este hecho permite probar
que las soluciones de (2.8.3) estan globalmente definidas.

Mas adelante analizaremos el modo en que las soluciones de (2.8.3) convergen
a las de (2.8.1) cuando h — 0.

Conviene de todos modos analizar con un poco més de cuidado el argumento
que permite deducir la existencia global de soluciones a partir de la conservacion
de las energias (2.8.2) o (2.8.4).

En efecto, el resultado de existencia y unicidad de soluciones de (2.8.1) en
HY(R) x L?(R), localmente en tiempo y el posterior argumento de prolongacién
al intervalo maximal de existencia [0, Tmax) permite establecer la alternativa
siguiente: O bien Tmax = oo (existencia global); o bien Tmax < 00 en cuyo caso

se produce la explosion en tiempo finito de las soluciones, i.e.

A ) s + [ () o= oo. (2.8.5)

El que la energia E(t) de (2.8.2) se conserve junto con que todos los térmi-
nos que en ella intervienen tengan signo positivo permite garantizar que tanto
| uz(t) |L2(ry como || us(t) || z2(r) permanecen acotadas en intervalos finitos de
tiempo. Sin embargo, en la medida que estamos trabajando en R y no dispone-
mos de la desigualdad de Poincaré, para probar que (2.8.5) no es posible tenemos
también que establecer una cota sobre la norma de la solucién en L?(R). Para

ello introducimos la energia perturbada

1 1
F(t):é/R[u?—f—ui—i—uﬂdw—i—z/ﬂ%u‘ld%

Para esta nueva energia tenemos la identidad

aF () T
o /Ruutdx\2/R[u —i—ut]dx\F(t)

de modo que, por la desigualdad de Gronwall,

En particular
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de modo que la explosiéon de la norma L? de la solucién en tiempo finito queda
también excluida.

El mismo tipo de argumento, basado en la perturbacion de la energia na-
tural del sistema, permite también probar que las soluciones de (2.8.3) estan
globalmente definidas en tiempo.

Se trata de una aplicacion més del denominado método de la energia que
consiste en construir cantidades de interpretacion fisica mas o menos directa,
para las que se puede establecer alguna desigualdad diferencial que proporcione
cotas sobre dicha cantidad permitiendo a su vez obtener estimaciones sobre las

soluciones.
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Capitulo 3

La ecuacion de transporte

lineal

Las ecuaciones que modelizan fenémenos de propagacion de ondas y vibra-
ciones son tipicamente Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) de orden dos.
Sin embargo en todas ellas subyacen las ecuaciones de transporte de orden uno
que analizamos en esta seccion.

El modelo mas sencillo es

Es facil comprobar que u = u(z,t) es soluciéon de esta ecuacion si y sélo si

es constante a lo largo de las lineas caracteristicas
x4+t = cte. (3.0.2)
De este modo deducimos que las soluciones de (3.0.1) son de la forma
u= f(z—1t), (3.0.3)
donde f es el perfil de la solucion en el instante inicial t = 0, i.e.
u(z,0) = f(x). (3.04)

La solucion (3.0.3) es entonces una simple onda de transporte pura en la que

el perfil f se transporta (avanza) en el eje real a velocidad constante uno! .

1Si bien en este caso la ecuacién puede resolverse explicitamente, el problema (3.0.1) en-
tra también el marco de la Teoria de Semigrupos. En efecto, basta considerar el espacio

155
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Al invertir el sentido del tiempo (i.e. haciendo el cambio de variable t — —t)

la ecuacion (3.0.1) se transforma en

U — Uy =0 (3.0.5)
cuyas soluciones son ahora de la forma

u=g(x+1t), (3.0.6)

tratandose de ondas viajeras que se propagan en direccion opuesta a velocidad
uno.

Vemos por tanto que las soluciones de la ecuaciéon de transporte pueden
calcularse de manera explicita y que en ellas se observa un sencillo fenémeno de
transporte lineal sin deformacion.

Esta ecuacion es por tanto un excelente laboratorio para experimentar algu-
nas de las ideas més sencillas del analisis numérico.

Consideremos pues un paso de discretizacion h > 0 en la variable espacial e
introduzcamos el mallado {z;},cz, z; = jh.

Buscamos una semi-discretizacion (continua en tiempo y discreta en espacio)
que reduzca la EDP (3.0.1) a un sistema de ecuaciones diferenciales cuya solucion
proporcione una aproximacion u;(t) de la solucion u = u(x,t) de (3.0.1) en el
punto z = x;.

La manera mas sencilla de construir esta semi-discretizacion es utilizar el
desarrollo de Taylor para introducir una aproximacién de la derivaciéon parcial
en la variable espacial.Son varias las posibilidades:

u(@jpr,t) —u(@y,t)  uipa(t) —uy(t)
Ux(zj’t) ~ + A ~ h s (307)
u(wy,t) —u(@j—1,t)  wi(t) —u;—1(t)
Ug (5,) ~ A ~ ; (3.0.8)
(5, 1) ~ u(:vj+1,t)2—hu(xj71,t) N Uj+1(t)2_huj—1(t). (3.09)

Cada una de estas elecciones corresponde a un determinado sentido de avance a
lo largo del eje z. En efecto (3.0.7) y (3.0.8) y (3.0.9) corresponden a diferencias
progresivas, regresivas y centradas respectivamente.

de Hilbert H = L?(R) y el operador A = —8; con dominio D(A) = H'(R) para que el
problema (3.0.1) entre en el marco abstracto del Teorema de Hille-Yosida. En efecto, el ope-
rador A asi definido es maximal disipativo. Para ver que es disipativo basta con observar que
< Au,u >r2R)= 7fR Oruudr = 7%fR Oz (u?)dz = 0. Ademas A es maximal. En efec-
to, dado f € L?(R), existe una tnica solucién v € H'(R) de u + Ozu = f. Esta solucién
puede calcularse explicitamente y se obtiene: u(z) = [7__ f(s)es"%ds = ono f(z + x)e*dz.
Tomando normas en L?(R) y aplicando la desigualdad de Minkowski se deduce facilmente
que [[ull 2g) < f_ooo 1fllL2rye®dz = [|fllL2(m)- Como uz = f — u vemos inmediatamente
que, efectivamente, u pertenece a H'(R).
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Cada una de estas elecciones proporciona un sistema semi-discreto diferente
de aproximacion de la EDP (3.0.1) en diferencias finitas:

e Esquema progresivo:

uj1(t) — u;(t)

wj(t) + . =0,j€Z,t>0, (3.0.10)

o Esquema regresivo:
i (t) + M —0,j€Z t>0, (3.0.11)

e FEsquema centrado:
() + s —wmal) o icgys (3.0.12)

2h

Estos sistemas constituyen un conjunto numerable de ecuaciones diferenciales
de orden uno lineales acopladas.

Al tratarse de sistema infinitos su resolucién no entra en el marco de la
teoria clasica de EDO. Sin embargo, es facil verificar que su solucién existe y
es unica sin necesidad de utilizar la Teoria de Semigrupos desarrollada en la
seccién anterior. Para ello basta considerar el espacio de Hilbert H = ¢2 de las
sucesiones de cuadrado sumables. La solucién de cualquiera de estas ecuaciones
semi-discretas puede entonces verse como un elemento de este espacio: 4 =

{u;}jez € ¢*. Estos sistemas pueden escribirse entonces en forma abstracta

L= Ayl (3.0.13)

Es facil comprobar que en cada uno de los casos anteriores el operador Ay, involu-
crado puede representarse a través de una matriz infinita, tridiagonal y acotada
con norma 1/h. Se trata pues de ecuaciones de evolucion en espacios de Hilbert
de dimension infinita pero en las que el generador Aj esta acotado. Esto nos
permite calcular el semigrupo e#* mediante la representacion en desarrollo de
serie de potencias de la exponencial. Obtenemos asi que estas ecuaciones gene-
ran semigrupos en H = ¢2. De este modo deducimos que para cada dato inicial
dado en £? cada una de estas ecuaciones admite una tinica solucion C*° (R, £?)
que toma ese dato en el instante ¢ = 0. Las soluciones dependen en realidad de
manera analitica con respecto a la variable temporal.

Todos estos esquemas son consistentes con la ecuacion de transporte. Es
decir, al llevar a estos esquemas una solucion regular de la ecuacion de transporte

continua vemos que se produce un error que tiende a cero a medida que h — 0.
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La mejor manera de analizar la estabilidad es a través del método de von

Neumann. Asi, introduciendo
() =y u;(t)e'” (3.0.14)
Jj€Z

obtenemos que #, en cada uno de los casos, satisface

—i60 __ 1
a'(0,t) + (eh> a(f,t) =0, t >0, (3.0.15)
-~/ 1 - eiﬁ -
a'(0,t) + uw(f,t) =0, t >0, (3.0.16)
=0 _ oib
u'(0,t) + (2h> uw(f,t) =0,t>0. (3.0.17)

La transformada discreta de Fourier no soélo tiene la virtud de transformar
los sistemas de ecuaciones semi-discretas (3.0.10)-(3.0.12) en ecuaciones diferen-
ciales con paramétro 6 (3.0.15)-(3.0.17) que son inmediatas de resolver, sino que
define también una isométrica de ¢? a valores en L?(0,2n). En efecto, la formula

(3.0.14) puede invertirse facilmente. de hecho tenemos

1 2m .
w () = — / (0, t)e=1°4p. (3.0.18)
2m Jo
Ademas )
1 .
> a(0,1)|2d0 = Ju;(t)]*. (3.0.19)
0 JEZ
Obtenemos por tanto
a(6,t) = e Dy(0,0) (3.0.20)
donde ap,(f) varia de un caso a otro. De manera mas precisa se tiene
1— efiﬁ )
— (esquema progresivo)
_ ei@ -1 )
a(f) = P (esquema regresivo) (3.0.21)
il _ —if
—h (esquema centrado).

Como es bien sabido, la convergencia de un método numérico exige su estabili-
dad? y ésta pasa por que Reay(f) permanezca acotada superiormente cuando
h — 0 uniformemente en 6 € [0, 27). Verifiquemos si esta propiedad se cumple
en cada uno de los casos:

2En este punto estamos haciendo uso del clasico Teorema de Lax que dice que la convergen-
cia de un esquema es equivalente a su estabilidad mas consistencia. En el caso més sencillo de
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e FEsquema progresivo: Tenemos

1—e€? 1—cos(d) isen(d)

ap(6) = = " - (3.0.22)
Por tanto
Reay(0) = Los(e).
h
Obviamente,
Reap(0) / 00, h — 0, V0 < 6 < 27, (3.0.23)

lo cual demuestra la falta de estabilidad y por tanto de convergencia de
este esquema.

e FEsquema regresivo: En este caso

e -1 cos(f)—1 isend
ap(0) = = - - (3.0.24)

de modo que

cos(6) —
h

1
Reay(0) = <0, V0 €[0,27). (3.0.25)

La estabilidad del esquema esta por tanto garantizada. Esto demuestra
que el esquema es también convergente, propiedad que analizaremos méas
adelante.

e FEsquema centrado: En este caso

e~ _ ¢if isen 6
an(9) = 57 = (3.0.26)
Obviamente,
Reap(0)=0 (3.0.27)

por lo que este esquema es también estable y convergente.

la resolucion de un sistema lineal Az = b, podemos interpretar este resultado del siguiente mo-
do. Aproximemos este problema por otro de caracteristicas semejantes Acx: = bs. Suponemos
que be — b cuando € — 0. Deseamos probar que x. — x. Para ello hacemos las dos siguientes
hipotesis: a) Acy — Ay para todo y (consistencia) y b) Las matrices inversas (A:)~! estan
uniformemente acotadas (estabilidad). Deducimos entonces la convergencia de las soluciones:
ze: — z cuando € — 0. En efecto, tenemos A.(z: —z) = b: — b+ (A — A.)xz = r.. Por las
hipotesis realizadas sobre la aproximacién deducimos que r. — 0. La hipotesis de estabilidad
garantiza entonces que z —x — 0. El Teorema de Lax generaliza este resultado al caso de las
EDP y sus aproximaciones numéricas. La ecuacion Az = b del ejemplo anterior juega el papel
de la EDP, la ecuacién cuya soluciéon deseamos aproximar. La ecuacion aproximada A:ze = be
juega el papel de la aproximacién numérica, y € es el parametro destinado a tender a cero, lo
mismo que hace h en las aproximaciones numéricas.
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En realidad bastaria verificar las propiedades geométricas mas elementales
asociadas a la evolucién temporal que la ecuacién continua y semi-discreta gene-
ran para ver que el esquema progresivo no puede de ningiin modo ser convergente
vy que, sin embargo, los otros dos esquemas pueden perfectamente serlo.

En efecto, en virtud de la expresion explicita (3.0.3) de la soluciéon de la
ecuacion de transporte (3.0.1), observamos que el dominio de dependencia de la
solucion en el punto (x,t) se reduce al punto x — ¢ en el instante inicial. Veamos
ahora cuéales son los dominio de dependencia en los esquemas discretos.

En el esquema progresivo, fijado un punto = x;, vemos que la ecuacién que
gobierna la dindmica de u;(t) depende de u;11(t), la aproximacion de la soluciéon
en el nodo z;1; inmediatamente a la derecha de x;, que a su vez depende de
uj4+1(t), etc. Vemos pues que, en este caso, el sistema semi-discreto depende del
valor del dato inicial a la derecha de z; mientras que el tinico valor relevante
para la solucion real es el punto x — t que esté al lado opuesto, a la izquierda de
x.

Por lo tanto el esquema semi-discreto progresivo viola la condicién indispen-
sable para la convergencia de un esquema numérico segun la cual el dominio de
dependencia del esquema numérico ha de contener el dominio de dependencia
de la ecuacion original®.

Sin embargo, los otros dos esquemas si que verifican esta propiedad geomé-
trica, lo cual garantiza su convergencia.

El esquema progresivo para la ecuaciéon de transporte que consideramos suele
normalmente denominarse “upwind", que viene a significar algo asi como “a favor
de la correinte". Con este término se pone de manifiesto que en los problemas
en los que esta presente el fendémeno de transporte, el sentido y orientaciéon
del mismo ha de ser tenido en cuenta a la hora de disenar métodos numéricos
convergentes.

El anélisis que acabamos de realizar indica que:

* Las ondas continuas se propagan en el espacio-tiempo con una velocidad

y direcciéon determinadas.

* Los esquemas numéricos, a pesar de estar basados en un mecanismo apa-

rentemente coherentes de discretizacion, pueden generar ondas que se pro-

3Se trata efectivamente de una condicién necesaria para la convergencia de un método
numérico. Cuando no se cumple, hay puntos del dominio de dependencia del problema continuo
que no pertenecen al del problema discreto. En estas circunstancias, modificando los datos
iniciales en esos puntos, podemos conseguir alterar la solucién del problema continuo sin que la
del problema discreto sufra ningtan cambio. Esto excluye cualquier posibilidad de convergencia

del método numérico.
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pagan con velocidades y direcciones distintas y no converger a medida que

el paso del mallado tiende a cero.

Los tres esquemas que hemos analizado son en principio coherentes. En reali-
dad en la terminologia del Analisis Numérico se dice que son esquemas consis-
tentes. De manera méas precisa, mientras que el esquema progresivo y regresivo
son consistentes de orden 1, el esquema centrado es consistente de orden 2. En
efecto, supongamos que u es una solucion suficientemente regular de la ecua-
cion de transporte (3.0.1) (basta con que u tenga una derivada continua en la
variable tiempo y tres en la variable espacial).

Sea entonces

w;(t) = u(z;,t), (3.0.28)

la restriccion de (3.0.1) a los puntos del mallado.

Para analizar la consistencia de los esquemas numéricos introducidos consi-

deramos ( @j)g‘ez como una solucién aproximada de dicho esquema?.

Tenemos entonces, en el caso de esquema progresivo

W we(eg, 1) + LT )h ule;; ) (3.0.29)
w(xi,t) + hug(z;, t) + O (R?) —ulx;,t
— Ut(xj7t>+ ( J ) ( J ;L ( ) ( J )

= w(w,t) + ue(z;,t) + O(h) = O(h),
lo cual indica que se trata efectivamente de un esquema consistente de orden 1.

Por ltimo, el esquema centrado es consistente de orden 2:

Yjp1 = Ui u(zjy1,t) —ul@j—1,t)

/ j— .
h2
= wu(zj,t) + |u(xj,t) + hug(z;,t) + ?um(mj,t) +O(h%)
h2
(g ) + hing(25,) = ot (5,1) + O (hﬂ / 2h,

= w(zj,t) +us(zj,t) + O (h*) = O (h?).

En virtud del Teorema de equivalencia de P. Lax que garantiza que la conver-

gencia equivale a la consistencia mas la estabilidad cabe entonces esperar que el

4Conviene subrayar que, a la hora de comprobar la consistencia de un método numeérico, lo
que comunmente se hace es considerar la solucién del problema continuo como una solucién
aproximada del esquema discreto y no al revés, como podria esperarse en la medida en que el
esquema numeérico tiene como objeto aproximar la ecuacion continua. Asi, el error de trunca-
tura es el resto resultante de considerar la solucién del problema continuo como una solucién
aproximada del problema discreto. Cuando el error de truncatura 7 es del orden de O(hP) se
dice que el método es consistente de orden p.
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esquema regresivo sea convergente de orden 1y que el centrado sea convergente
de orden 2.
Comprobémoslo. Consideremos en primer lugar el esquema regresivo y ana-

licemos el error
E(t) = u() — (1) = ules, ) — us (), (3.0.31)

es decir la diferencia entre la soluciéon real y la numérica sobre los puntos del
mallado. Para simplificar la presentacién suponemos que el dato inicial es conti-
nuo®, lo cual permite tomar datos iniciales exactos en el esquema semi-discreto:

u;(0) = f(x;), j € Z. (3.0.32)

En virtud del analisis de consistencia anterior, sustrayendo la ecuaciéon veri-

ficada por u; y u; deducimos que

4SS O (B), jE Tt
{Eﬁ o = 0i(h), jE€Z2,1>0 (3.0.33)

E]‘(O) =0,j€Z.

Multiplicando en (3.0.33) por ¢; y sumando en j € Z obtenemos

1d
3d > les(t) +ts Z —ej1g) = > 0j(h)e;

JEZ JEZ JEZ
En este punto conviene observar que

1
D (F—gimg) = 52 (4 - 25e)

JEZ jeZ
= = E —&j— 1 Z 0.
JGZ

Por tanto la identidad de energia anterior puede reescribirse del siguiente modo

2 1 2
S [ R + 0 S ) - a0 = Y 0o, (3.0.3)
JEZ JEZ JEZ
En este punto introducimos la norma en ¢2, el espacio de las sucesiones de
cuadrado sumable a escala h:

1/2

NEDN, = R 1P| (3.0.35)

JEZ

5Si el dato inicial no fuese continuo sino solamente localmente integrable, por ejemplo,

tomarfamos como dato inicial para el problema discreto una media del dato inicial f = f(z)
. +h/2

en torno a los puntos del mallado. Por ejemplo, u;(0) = & ;]jh//2 f(s)ds.

J
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En lo sucesivo utilizaremos la notaciéon vectorial € para denotar el vector
infinito numerable de componentes (&), -

Conviene observar que (3.0.35) es una aproximacion discreta de la norma
continua en L%(R) en el mallado de paso h.

Con esta notacion, y denotando mediante 7_1¢ la sucesion trasladada una

unidad con componentes (g;_1) la identidad (3.0.34) puede reescribirse del

Jj€ZD’
modo siguiente:

1d

YT ()7 + % E(t) — 71 8(t)]} = hZ 0;(h)e;(t) < 6(h)]h e ()], -
< (3.0.36)
De esta desigualdad se deduce que
& ey, < [om)|,
de donde se sigue que
), < /O t A ds (3.0.37)

puesto que £(0) = 0.
En este punto tenemos que analizar el error de truncatura O(h). En vista del
analisis de la consistencia realizado previamente se observa que cada componente

O;(h) del error es de la forma

05(h) = e (65,1

donde &; es un punto en el intervalo [z;_1,x;].

Con el objeto de concluir la prueba de la convergencia suponemos que el dato
inicial f = f(z) es de clase C? y de soporte compacto: f € C?(R). Entonces, la
solucion u, cuya forma explicita fue derivada en (3.0.3), tiene la misma propiedad
para todo ¢t > 0 y ademaés:

max  |uge(z,t)] = C < o0,

z€R,t>0

de donde, habida cuenta que el soporte de u,, esta contenido en una traslacion
del soporte compacto de f, se sigue que

)O(h)‘h < Ch, ¥t > 0, Vh > 0. (3.0.38)
Combinando (3.0.37)-(3.0.38) se concluye que

E(t)], < Cth, ¥t >0, Yh > 0, (3.0.39)
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lo cual concluye la demostracion de que el método semi-discreto de diferencias
finitas regresivas es convergente de orden uno.

El método empleado en la prueba de la convergencia es el denominado mé-
todo de la energia y esté basado en la siguiente ley de energia que las soluciones

del problema semi-discreto verifican

2dtz|u] +hz{uj T l(t)}QZO

JjEZ
y que, con las notaciones anteriores, puede reescribirse como

1d

5 g O + R |ED1, =0. (3.0.40)

Aqui y en lo sucesivo || - ||1,, denota la version discreta de la semi-norma

1/2
(/ uidm) , ie.
R

,11/2
. Ui — Uj_q
@y = |hD_ | (3.0.41)

JEZ

Conviene comparar (3.0.40) con la ley de conservacion de la energia para la
ecuacion de transporte continua (3.0.1) donde, multiplicando por u e integrando

con respecto a x se deduce que

N ult) [y =0 (3.0.42)
Obviamente, la ley de conservacion de energfa (3.0.42) para el problema continuo
(3.0.1) es perfectamente coherente con la forma explicita (3.0.3) de la solucion
(3.0.1).

Sin embargo, es de senalar que, en contraste con la ley de conservacion de
energia (3.0.42) de la ecuacion continua (3.0.1), la identidad (3.0.40) establece el
caracter disipativo del esquema semi-discreto regresivo. Este caracter disipativo
no esta renido con la convergencia del esquema cuando h — 0, esencialmente

por dos razones:

x La tasa de disipaciéon del esquema semi-discreto decrece a medida que
h — 0, tal y como se observa con claridad en (3.0.40).

x El caracter disipativo del equema numeérico contribuye a su estabilidad.

Verifiquemos la ley de energia de los otros dos esquemas considerados.
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En el esquema progresivo tenemos

1d (Ujp1 — uyj)
5 2w OF + Y

JEZ JEZ
1d 2 1 2
=53 > lui ) - o > gy —uy* =0. (3.0.43)
JEZ JEZ

En esta identidad queda claramente de manifiesto el caracter anti-disipativo del
método progresivo, causante de su inestabilidad.

En el caso del esquema centrado tenemos sin embargo

% > i) =0, (3.0.44)
JEZ
identidad que garantiza su caracter puramente conservativo y su estabilidad.
Las propiedades disipativas, anti-disipativas y conservativas de los esquemas
regresivo, progresivo y centrado pueden interpretarse facilmente de la siguiente
manera.
Consideremos por ejemplo el esquema regresivo en el que hemos adoptado

la siguiente aproximacion de la derivada espacial

u(z,t) —u(x — h,t)
. .

Ug (2, 1) ~

Un anélisis méas cuidadoso indica que, en realidad,

u(z,t) —u(x — h,t)
h

= uy(z,t) — gum(m,t) + O(h?).

Por lo tanto, el esquema regresivo es en realidad una aproximaciéon de orden dos

de la ecuacién de transporte perturbada

h
U + Uy — o les = 0. (3.0.45)

La ecuacion (3.0.45) es una aproximacion parabolica o viscosa de la ecuacion
de transporte puro 6 (3.0.1). Multiplicando en (3.0.45) por u e integrando en x

6No es dificil comprobar que la ecuacién (3.0.45) genera un semigrupo de contracciones en
L?(R) para cada h > 0 y que, dado un dato inicial f € L2(R), la solucién uj, = up(z,t) de
(3.0.45) converge a la solucién de la ecuacién de transporte puro u(z,t) = f(z — t), cuando
h — 0 en L?(R) para cada t > 0. Para ello basta observar que vy, (z,t) = up, (z+t,t) es solucién
de la ecuacion del calor vy — hvge = 0 que, tras el cambio de variables wy, (z,t) = vy (z,t/h),
se convierte en una solucién de la ecuacién del calor wy — wz, = 0. Asi, vemos que vy (z,t) =
[Gh(t) * f](z) siendo G}, el nicleo del calor reescalado: Gy, (z,t) = (4mht) ™/ 2exp(—x2/4ht).
De esta expresién se deduce facilmente que vy, (z,t) — f(z) en L2(R), para cada t > 0, o, lo

que es lo mismo, up(z,t) — f(x —t).
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deducimos que
1i/ u?(z, t)dx + ﬁ/ u?(x,t)dxr = 0, (3.0.46)
2dt Jgr 2 Jr
lo cual refleja el caracter disipativo del término de regularizacion —hu,, /2 ana-
dido en la ecuacion (3.0.45) y supone, claramente, la version continua de la ley
de disipacion de energfa (3.0.40) del esquema regresivo.
El mismo argumento permite detectar el caracter inestable de la aproxima-
cién progresiva puesto que
u(x + h,t) — u(z,t)
h
En este caso, el esquema progresivo resulta ser una aproximacion de orden dos
de la EDP de segundo orden

= uy(z,t) + gum(m, t) + O(h?). (3.0.47)

h
U + Uy + ooz = 0. (3.0.48)

En esta ocasion (3.0.48) es una ecuacion parabolica retrograda de caracter
inestable”
tal y como queda de manifiesto en la ley de amplificacion de la energia que
las soluciones de (3.0.48) satisfacen
1d
2dt Jn

Sin embargo, este argumento permite confirmar el caracter puramente con-

u?(z,t)dz = g/ u?(x,t)dx. (3.0.49)
R

servativo de la aproximacién centrada. En efecto:

u(z + h,t) — u(z — h,t)
2h

h2(
TR ARCUESE
(3.0.50)

Es facil comprobar, en efecto, que cualquiera de las aproximaciones de la

2
= u,(z, t)—&-%@gu(x, )+ -+

ecuacion de transporte (3.0.1) obtenidas truncando el desarrollo en serie de
potencias (3.0.50) de la forma

L

hZZ 20+1
—_ = .0.51
Ut+/§:o: Grrmio =0 (3.0.51)

"La inestabilidad de esta ecuacién a medida que h — 0 se pone claramente de mani-

fiesto a través del cambio de variable vy (z,t) = up(z + t,t). En este caso, se trata de una

solucién de la ecuacién del calor retrograda vt + hvge = 0 que, tras el cambio de varia-
bles wp (z,t) = vp(z,t/h), se convierte en una soluciéon de la ecuaciéon del calor retrogra-
da normalizada w¢ + wzz = 0. Asi, vemos que vp(z,t) = [Ghp(T — t) * v (-, 7)](z), para

cada par de instantes de tiempo 0 < ¢t < 7, siendo G} el nucleo del calor reescalado:
Gh(z,t) = (4wht)~1/2exp(—2a2/4ht). De esta expresion, aplicada con ¢ = 0 de modo que
vp(z,t) = f(z), se deduce facilmente que vy, (z,t) no estd acotada en L°°(0,T; L2(R)), para
ningan T > 0.
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Tiene un caracter puramente conservativo.

Las ecuaciones (3.0.51) tienen sin embargo un caracter dispersivo que anali-
zaremos mas adelante.

En relacion a la ecuacion de transporte (3.0.5) en la que el sentido de progre-
sion de las ondas ha sido invertido, como es de esperar, se tiene que el esquema
regresivo es inestable y no converge mientras que el progresivo y centrado son
convergentes de orden 1 y 2, respectivamente.

Para concluir esta seccién consideremos el siguiente esquema completamente

discreto para la aproximacion de (3.0.1):

A Pl SR (3.0.52)
2At 2Ax ’ o

Aqui y en lo sucesivo utilizamos las notaciones habituales de modo que At y

Az denotan los pasos del mallado en la direccion temporal y espacial respec-
tivamente. Por otra parte, ué“ denota la aproximaciéon de la soluciéon continua
u=u(z,t) de (3.0.1) en el punto (z,t) = (z;,tx) = (jAz, kAt).

El esquema (3.0.52) esté perfectamente centrado tanto en la variable espacial
como temporal y se denomina esquema “leap-frog”.

Se trata de un esquema consistente de orden 2 y puede ser escrito en la forma

W = B U — by (3.0.53)

donde p es el numero de Courant:
w=At/Az. (3.0.54)

El método de von Neumann permite analizar facilmente la estabilidad del es-
quema. En este caso, la transformada de Fourier ¥ (6) de la solucién de (3.0.53)
satisface

AT (0) = a1 O) + p e — €] aF(0) = aFTH(O) — 2ipsen(0)uk(0),

es decir,
ﬂk+1(9) + 2ip sen(9)ak(9) — {L’“_l(a) =0. (3.0.55)

En (3.0.55) vemos que cada componente de Fourier i* () satisface un esque-
ma de evolucion discreto de dos pasos cuyos coeficientes dependen de 6 € [0, 27).
Basta por tanto verificar si se satisface el criterio de la raiz. En este caso los

ceros del polinomio caracteristico del esquema (3.0.55) son
At (0) = —ipsen() £ +/—p?sen?(0) + 1. (3.0.56)

Conviene entonces distinguir los tres siguientes casos:
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o Caso 1: < 1.
En este caso
Asl® = [p?sen?0 + 1 — p?sen?d] = 1

con lo cual la estabilidad queda garantizada al ser las raices AL simples.

o Caso 2: p=1.

En este caso limite se observa que cuando 8 = 7/2 0 6 = 37/2 el discrimi-
nante se anula. Tenemos entonces raices dobles de médulo unidad, lo cual

produce la inestabilidad del esquema.

o Caso 8: > 1.

En este caso, cuando 6 ~ 7/2 tenemos que
—4p?sen*(A) +4 <0

y por lo tanto los ceros son de la forma

A (0) = —i [usenHZF v 2 sen? 0 — 1] .

La raiz de mayor moédulo es la que corresponde al signo negativo. En este

caso tenemos

IA_(0)] = psenf + /p?sen?0 —1>1

puesto que psenf > 1.

El método es por tanto inestable en este caso.

De este analisis deducimos que el método completamente discreto de leap-frog
es convergente de orden dos si y s6lo si pu < 1.

Es facil comprobar también que u < 1 es precisamente la condicién que
garantiza que el dominio de dependencia del esquema discreto contiene el de la
ecuacion continua.

Senialemos por ultimo que el método consistente en sustituir el esquema nu-
mérico por una aproximacion semejante escrita en términos de EDP puede tam-
bién aplicarse en este caso. Obtendriamos ahora aproximaciones conservativas

pero dispersivas de la ecuacion de transporte de la forma

M L
(AL i (Az)* oy
G T A ;:0 prrm =0 (3.0.57)

m=
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Tomando por ejemplo L = M = 1 obtenemos la ecuacién:

(At) (Az)?
6

8
0,
Cu + 6

Ovu + Ozu + 8§u =0.

Ahora bien, la ecuaciéon de transporte indica que dyu = —0J,u y por tanto

02 = 02, de modo que la ecuaciéon anterior puede escribirse del modo siguiente:

(At)? (Az)?

Oplu + T@iu] + O fu+ T@iu] =0.

En esta altima expresion es facil comprobar el caracter conservativo de estas
aproximaciones. En efecto, multiplicando en la ecuacién por u e integrando en

R obtenemos:

(At)? / (Az)?
/]Rat <u+ Tazu)udx—i— Ram (u—i— T@u)udw—i—o.

Ahora bien, tenemos,

1
/ Oruudr = Ld u?d; / DBuudr = —/ O*u Opudr = 0.
R 2dt Jp R R

1
/ 0:02uudr = —/ 00z ul udr = _,i/ | Opu |* du; / Ozuudxr = 0.
R R 2dt Jg R

Obtenemos asi la ley de conservacion de la energia:

drl 5 (At)? 9
LD ) S PA
dt[Z/R[u 6 |“|]$
Vemos sin embargo que el efecto dispersivo introducido por el esquema nu-

mérico hace que no sea la norma de u en L?(R) la que se conserve en tiempo

/R(UQ—(Ag)Q|uI|2)dm

que, incluso puede ser negativa si la funcién u oscila rapidamente. Conviene sin

sino la cantidad:

embargo no olvidar que en las soluciones numéricas su maxima oscilaciéon esta
limitada por el paso del mallado, por lo que esta cantidad nunca se puede hacer
negativa en ellas.

Son muchos los esquemas completamente discretos que surgen de manera
natural en la aproximacion de la ecuacion de transporte (3.0.1), ademas del
esquema “leap-frog” ya estudiado. La mayoria de ellos aparecen al realizar una
aproximacion discreta en tiempo de un esquema semidiscreto, pero no siempre
es asi. Obviamente, en caso de proceder a la obtencién del esquema completa-

mente discreto mediante la discretizacién temporal de un esquema semi-discreto,
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elegiremos uno que sea convergente puesto que si el esquema semi-discreto de
partida fuese divergente, el esquema completamente discreto obtenido tampoco
convergeria.

En vista de este hecho, conviene excluir inmediatamente los esquemas com-
pletamente discretos derivados del esquema semi-discreto progresivo (3.0.10)
puesto que ya vimos que es inestable y por tanto divergente.

Sin embargo, como el esquema regresivo (3.0.11) es convergente parece na-

tural introducir el esquema de Euler regresivo

k+1 k k k
w; T —ut o ut —ul
J J J j—1
=0 3.0.58
NN (3.0.58)
o su version implicita
k+1 k k+1 k+1
ws T =t oui T —
J J J j—1
=0 3.0.59
At T Ax (3.0.59)

Nos referiremos a estos esquemas con ER (Euler regresivo explicito) y ERI
(Euler regresivo implicito), respectivamente.

Ambos esquemas son de un paso temporal y consistentes de orden uno.
Comprobemos pues su estabilidad.

El esquema ER puede reescribirse como
ub Tt =k 4 M(U§_1 - uf) (3.0.60)
El anélisis de von Neumann conduce al esquema discreto
@ +1(0) = @F(0) + p(e?at (9) — at(9)) = [1 + (e — 1)}@1’“(9) (3.0.61)
Para su estabilidad basta entonces comprobar si | 1+ pu(e?® — 1) |< 1. Como
T+p(e® —1) = 1+ pfcosh+isend —1] =1+ p(cos® — 1) + ipsen d
tenemos que

|1+ p(e® —1) > = (14 p(cosd—1))2+ p?sen®
= 1+ p*(cosd —1)* +2u(cos§ — 1) + p? sen” 0
= 14 p*(cos®>0+1—2cosf) +2u(cosd — 1) + p?sen’H = 1 — 2

de donde deducimos que es estable, y por tanto convergente de orden uno, si y
s6lo si

[1-2u|<1lep<l. (3.0.62)
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Es facil comprobar que esta condicion de estabilidad es precisamente la que se
obtiene al imponer que el dominio de dependencia del esquema discreto contenga
al de la ecuacion de transporte continua.

En el caso del ERI tenemos
k+1 _ k k41 k41
uyt =y = p(uy T —ugl)
que al aplicar la transformada de Fourier, se convierte en

lan (9) _ ﬂk(g) _ /j,(ﬂk+l(9) _ eieﬂk+1(9)), (3.0.63)

es decir,
(14 (1= ) +1(6) = a(0),

@ (0) = [1 4 p(1 — €))Lk (6). (3.0.64)
La condicién de estabilidad es entonces en este caso | 1+ pu(1—e) |> 1. Como
14 pu(1 =€) =1+ p(l — cosh) —iusend
tenemos que

|14+ pu(1—e?®) > = (1+pl—-cosh))?+ p?sen?d
= 14 p*(1 +cos? —2cosf) + 2u(1 — cos ) + u? sen? 0
14+ 2u(1 — cos @) 4+ 2u%(1 — cos0) > 1

y por tanto el método es incondicionalmente estable.

A primera vista puede resultar sorprendente que el método ERI sea conver-
gente para cualquier valor del niumero de Courant pues cabria preguntarse si
la condicién de inclusion de los dominios de dependencia se cumple con inde-
pendencia del valor de u. Esto es efectivamente asi puesto que en el esquema

discreto (3.0.59) el calculo de U?H involucra a uffll, cuyo valor a su vez in-

E+1
j—2>
conjunto de todos los nodos del mallado, con independencia del valor de p.

volucra a u --+. Vemos pues que el dominio de dependencia de ERI es el

De hecho cabe preguntarse sobre cual es el modo de resolver el sistema
(3.0.59). Este sistema, con la notacion vectorial habitual puede escribirse en la
forma

B“E)k:-‘rl _ 77{:

donde B, es una matriz infinita con valores 1 + 1 en la subdiagonal. Se trata
por tanto de una matriz infinita “triangular inferior” que define un operador

acotado de £2 en £2. Pero, >se puede invertir el operador B,?
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Para comprobar que esto es efectivamente asi, conviene utilizar el analisis
de von Neumann. En efecto, el sistema equivalente (3.0.63) se resuelve inmedia-
tamente y tiene como soluciéon (3.0.64). Ademaés, tal y como hemos visto en el

analisis de la estabilidad del esquema
| ") |<[ a"(9) |, VO € [0,2m).

Deducimos por tanto que

1 27 3
I e = 3 s P o [ (a100) 1 as
JEL 0
27
<k [ 1EO D=3 | Pl e I

JEZ

de modo que B;l esta bien definido y es un operador acotado de €2 en ¢ con
norma no superior a uno. Vemos pues que la transformada discreta de Fourier
permite probar la resolubilidad del sistema algebraico (3.0.59) que el método
ERI plantea.

Evidentemente hay muchos otros esquemas que pueden considerarse. Por
ejemplo, el esquema de Crank-Nicolson (CN) inspirado en la regla del trapecio
para la resoluciéon de ecuaciones diferenciales y en la diferencia finita centrada

para la aproximacion de la derivada espacial:

k+1 k+1 k+1
i :_l[u?“*u?” +uJIl _ujjl] (3.0.65)
At 2 2Ax 2Azx ' o

El método CN es convergente de orden dos para cualquier valor del parametro
de Courant p. Vemos pues que CN preserva la propiedad que el método ERI de
converger para todo valor de u, pero tiene ademas la propiedad de ser de orden
dos. El orden dos proviene de la combinacion de los dos hechos siguientes: a) La
utilizacion de diferencias centradas en la aproximacion de la derivada espacial, lo
cual da, efectivamente, una aproximacion de orden dos de la derivada espacial;
b) La utilizacion del método del trapecio en la aproximacion de la derivada
temporal, que es también un método de orden dos, aunque esta vez en tiempo.

Nuevamente (3.0.65) es un sistema implicito. Pero se puede ver que es reso-
luble utilizando el argumento que hemos usado para el método ERI, mediante
la transformada discreta de Fourier.

Existen otros muchos métodos que proporcionan aproximaciones convergen-
tes de la ecuacion de transporte. Tenemos por ejemplo de “leap-frog” de orden
cuatro (LF4):

e 4

. T {, [U?H - “?—1} _ 1[“5% _ “532H (3.0.66)
2At 4Ax o
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que es de orden dos en tiempo y orden cuatro en espacio.

En todos los métodos descritos hasta ahora puede observarse que han sido de-
rivados en dos pasos, discretizando primero la variable espacial y después la tem-
poral. Sin ir mas lejos es obvio que (3.0.66) proviene de una semi-discretizacion
de la forma

() = — [% [Ujﬂ(t) - uj—l(t)] 1 [Uj+2(t) - uj—z(f)H (3.0.67)

J 2Azx 3 4Azx

que es efectivamente consistente con la ecuacién de transporte. El paso de

(3.0.67) a (3.0.66) es claro. Basta con utilizar el esquema de dos pasos

k+1 k—1
y_ Yy — f(ak
SAL ")

para la resolucién de la ecuacion diferencial

Pero, como deciamos, no todos los métodos discretos provienen de discretizar
en tiempo una semi-discretizacion. Por ejemplo el método de la derivada oblicua
es de la forma

k42 E+1 E+1 k
W2 = (1 2p) (uj+ - ujfl) +ub. (3.0.68)

Se trata de un método de orden dos. Para ver que, efectivamente, es un método

consistente con la ecuaciéon de transporte lo escribimos como

k42 ko k+l k+1 k41 k+1
u; uj_q —uit ugt _ _2(uj u; ')
At Az ’
0, de manera mas clara ain,
1 u’?+2 — u’?+1 ukjll — u]?71 u’?+1 — ukj_%
- [ J i 4 it il _y, (3.0.69)
2 At At Az

expresion en la que queda claramente de manifiesto la analogia del esquema
discreto con la ecuaciéon de transporte continua.

Citemos por ultimo los esquemas de Lax-Wendroff

1 1
it = S+ pug_y + (1= p?)ug = Sp(l = pugy (3.0.70)
y el esquema de Lax-Friedrichs
1 1
uktt = (1= Py + S+ oy (3.0.71)
El esquema de Lax-Friedrichs puede escribirse en la forma
k
uj+1 — (b b)) _ _U?H —uf_y

(3.0.72)

At 2Az
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en la que queda claramente de manifiesto la consistencia con la ecuacién de
transporte. En esta expresion se observa que este esquema se obtiene a partir
de la semi-discretizacion centrada realizando una discretizacion explicita de la
derivada temporal en la que el valor uf de la discretizacion mas tipica de wuy,
(i.e. (u?Jr1 - uf)/At) ha sido sustituido por la media de los valores U?‘Ll y u§+1.
Es facil comprobar que (3.0.72) es una aproximacion difusiva de la ecuacion

de transporte. En efecto, basta aplicar formalmente en (3.0.72) el desarrollo de
Taylor para observar que (3.0.72) da lugar en realidad a la siguiente correccion
difusiva de la ecuacién de transporte:
Ax)?

ue (2A3‘

que es andloga a la que obtuvimos para el esquema semi-discreto regresivo.

Ugy + Uy = 0,

Obviamente, se trata de un esquema discreto. Es de orden uno y tiene la

propiedad de conservar la masa de la solucion. En efecto, definimos la masa de

k_E:k
m- = uj.

JEL

la solucién discreta como

Basta entonces sumar con respecto a j € Z en (3.0.71) para obtener que las

k+1 — mk. Esto es una

soluciones del esquema de Lax-Friedrichs satisfacen m
version discreta de la propiedad de conservacion de la masa que las soluciones

u(z,t) = f(x —t) de (3.0.1) satisfacen, i.e.

/Ru(a?,t)d:c:/ﬂgf(x)dm, vVt e R.

Esta propiedad de conservacion de la masa juega un papel relevante en la apro-
ximacion numérica de las ecuaciones de transporte no-lineales, como la ecuacién
de Burgers, y los esquemas que la verifican se dicen conservativos.

Es facil comprobar que el esquema de Lax-Friedrichs es estable (y, por tanto,

convergente de orden uno) si y sélo
uw=At/Azx < 1.

El esquema de Lax-Wendroff es consistente de orden dos y es facil compro-
bar que es también un esquema conservativo y es convergente bajo la misma

condicion p < 1.

3.1. Dispersion numérica y velocidad de grupo

En el apartado anterior hemos estudiado la convergencia de diversos esque-

mas semi-discretos y completamente discretos de aproximacion de la ecuacion
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continua (3.0.1). Hemos comprobado que esquemas numeéricos convergentes pue-
den introducir efectos disipativos o anti-disipativos que pueden ser respectiva-
mente la causa de su estabilidad o inestabilidad o, por el contrario, ser puramente
conservativos.

Sin embargo con independencia de su caracter convergente o divergente la
mayoria de los esquemas numeéricos tienen un caracter dispersivo. Por dispersion
entendemos la propiedad de un sistema dindmico continuo o discreto en tiempo
de propagar a diferentes velocidades las diversas componentes de la solucién.

La ecuacién de transporte (3.0.1) es precisamente un ejemplo claro de sistema
no dispersivo pues, como vimos en la seccién 3, todas sus soluciones son ondas
de transporte puras que se propagan en el espacio a velocidad uno. Este hecho,
obvio de la expresion explicita de la solucion (3.0.3), puede también comprobarse
a través del anéalisis de Fourier.

En efecto, consideremos soluciones u de (3.0.1) de la forma
u = etet® (3.1.1)

es decir soluciones sinusoidales en variables separadas de frecuencia temporal w
y longitud de onda espacial 27 /€, i.e. nimero de onda &.
Es facil comprobar que u de la forma (3.1.1) es solucion de (3.0.1) si y so6lo
si
w=—¢€. (3.1.2)

En este caso la solucion (3.1.1) adquiere la forma
u(x,t) = et (3.1.3)

y se confirma lo observado en (3.0.3) en el sentido que las soluciones de (3.0.1)
son meras ondas de transporte progresivas con velocidad uno.

La relacion (3.1.2) es la que se denomina relacion de dispersion para la
ecuacion de transporte (3.0.1).

Analicemos ahora, por ejemplo, el esquema semi-discreto regresivo que, como

vimos en la secciéon anterior, es convergente de orden uno:

Ui — Ui_q
14+;Lﬁi—=o. (3.1.4)

Buscamos ahora soluciones de la forma
uj(t) = e™tets, (3.1.5)

Llevando la expresion (3.1.5) a la ecuacion (3.1.4) obtenemos la ecuacion

1— e—i{h

. e )
w + 5 s
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es decir )
w= % [1—e "], (3.1.6)

La ecuacion (3.1.6) es la relacion de dispersion para el esquema semi-discreto
(3.1.4).

Un simple desarrollo de Taylor permite comprobar que, en una primera apro-
ximacion, (3.1.6) coincide con la relacion de dispersion (3.1.2) de la ecuacion de

transporte continua. En efecto,

§2h2
2

+ O(h?’)” =—¢+ % + O(h?).

(3.1.7)
En virtud de (3.1.6) la solucién (3.1.5) de (3.1.4) puede escribirse en la forma

i —i&h i .
uslt) = 2,

de donde vemos que la solucién semi-discreta es una onda de transporte progre-

siva que avanza a una velocidad

en(§) = _enll) _ —i(l —e ¥y =1- % +O(h?), (3.1.8)

denominada velocidad de fase.

En la expresion (3.1.8) queda claramente de manifiesto el caracter dispersivo
de la ecuaciéon semi-discreta, en la medida en que la velocidad de propagacion
de la onda depende de la longitud de la misma.

Pero, cabria argumentar que la expresion (3.1.8) es un nimero complejo, por
lo que no representa realmente una velocidad de transporte en el espacio fisico.
Esto es debido al efecto disipativo que el esquema (3.1.4) introduce y que quedd
claramente de manifiesto en su analogo continuo (3.0.45).

Consideremos ahora el esquema centrado

Wil — i1
uf + % =0, (3.1.9)
que, como vimos en la secciéon 3, es convergente de orden 2 y puramente con-
servativo.
En este caso se obtiene la relacién de dispersiéon
pibh _ p—ith
w4+ — =0.
2h
Es decir,
isen(&Eh
, isen(h)

=0
h
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0, equivalentemente,
sen(hé)
o

Nuevamente observamos que (3.1.10) es una aproximacion de la relacion de

(3.1.10)

w =

dispersion (3.1.2) de la ecuacion de transporte continua. De (3.1.10) se deduce

que la velocidad de propagaciéon de las ondas semi-discretas es en este caso

sen(&h) _q £2h?

e 30 + O(h%). (3.1.11)

cn(§) =
Comprobamos por lo tanto que las ondas en el medio semi-discreto se pro-
pagan mas lentamente que en el medio continuo si bien, fijada la longitud de
onda espacial, la velocidad de propagacion cp,(§), cuando h — 0, converge a la
velocidad de propagacion en el caso continuo ¢ = 1. Obviamente, la convergencia
de las velocidades de propagacion estd motivada por el hecho que el esquema
sea convergente. En efecto, el esquema numeérico no podria ser convergente si
para algunas longitudes de onda las velocidades de propagacién no convergiesen
cuando el paso del mallado tiende a cero.
Consideremos por ultimo el esquema “leap-frog” completamente discreto
(3.0.52). En este caso buscamos ondas discretas de la forma
k _ giwlty gite; _ iwkAt igjAz (3.1.12)

uj =

Obtenemos entonces la relaciéon de dispersion:

eiwAt _ efiwAt ei&Ar _ e*iﬁAr

2AL 2Ax =0

que, en funcion del ntmero de Courant p = At/Ax, puede reeescribirse como
sen(wAt) = —psen(EAx),

0, de otro modo,

w= —éarcsen [psen(EAx)]. (3.1.13)

Nuevamente es evidente que a medida que Az — 0, At — 0 la relaciéon de
dispersion (3.1.13) se aproxima a la de la ecuacion de transporte continua.
El caso
p=1 (3.1.14)

es particularmente interesante puesto que la relacion de dispersiéon (3.1.13) se
reduce a

w=—¢ (3.1.15)
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que es precisamente la correspondiente a la ecuacién de transporte continua. En
este caso las ondas discretas se propagan a velocidad constante idénticamente
igual a uno, como lo hacen en el caso continuo.

Con el objeto de entender esta coincidencia de las velocidades de propagacion
continua y discretas conviene reescribir el esquema discreto con o = 1. Se obtiene
en este caso

iy

k _
i i-1=0.

k—1 k
Uy U U

Es decir

k+1 o,k k=1, k
uj+ tuj =uy o tujg. (3.1.16)

Habida cuenta que las soluciones de la ecuacion de transporte continua son de
la forma u = f(xz — t), se comprueba que, en este caso, son también soluciones
exactas del esquema discreto (3.1.16) con p = 1. El esquema numeérico es por
tanto en este caso de orden infinito y reproduce de manera exacta las soluciones
de la ecuacién de transporte continua sobre los puntos del mallado.

Pero esto ocurre s6lo cuando p = 1. Cuando 0 < p < 1 el esquema es
convergente pero también dispersivo. En efecto, en este caso la velocidad de

propagacion es

cn(§) = Aitgarcsen [psen(EAz)]. (3.1.17)

Nuevamente observamos que, para cualquier valor del nimero de Courant 0 <
w<1:
°cp(§) =1, h—0, V¢

o | ch(€)|< 1, VA >0, Ve

La velocidad ¢ (€) describe de manera adecuada la propagacion de las ondas
semi-discretas o discretas que involucran un solo modo de Fourier. Son las que
llamaremos ondas monocromaticas. Pero, tal y como vimos en la seccién 2 en
el marco del analisis del movimiento armoénico simple, cuando se superponen
dos ondas con velocidades de propagaciéon semejantes pero no idénticas surgen
paquetes de ondas que pueden propagarse a velocidades distintas. Con el objeto
de entender este fendémeno es conveniente introducir la nocién de velocidad de
grupo.

Para introducir esta nocioén consideremos cualquiera de los anteriores esque-

mas semi-discretos que admite soluciones de la forma

uj(t) = en(®teites (3.1.18)
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Superponiendo dos soluciones de esta forma con longitudes de ondas £ y
& + A¢ respectivamente obtenemos una nueva solucion

etwn(§)tpiéz; _ piwn(§+AE)ti(§+AL)T;
uag,j(t) = A

cuyo limite, cuando A¢ — 0, viene dado por
w; () = —ilwy, ()t + et reisns,

El resultado es un nuevo tipo de onda, producto de la solucion (3.1.18) que se
propaga a la velocidad de fase habitual ¢j, () con la onda g(z, t) = —i[w}, (§)t+x;]
que se propaga a velocidad wj, (€) que se denomina velocidad de grupo.

La velocidad de grupo es la que determina la propagacion de paquetes de
ondas conteniendo varias ondas de niimeros de onda semejantes. Para comprobar
este hecho basta con considerar la solucién que se obtendria a partir de un dato
inicial f = f(z) con transformada de Fourier F'(¢). La solucion tendria entonces

la expresion 8:

+oo —+oo
u(z,t) = / F(£)eien(©t+E2) ge — / F(&)etwn©Fe2/ ge — (3.1.19)

—o0

Supongamos ahora que fijamos el valor de z/t, lo cual corresponde a mover
el origen de referencia a velocidad 2/t = cte. Evidentemente, cuando t — oo
la exponencial del integrando oscila més y més con respecto a la variable £ y
tiende a cero en un sentido débil haciendo que la integral tienda a anularse. Esta
cancelacion ocurre efectivamente para todos los valores de £ salvo para aquéllos
en los que

d
ch(wh@ +&x/t) = 0. (3.1.20)
Este hecho puede probarse de manera rigurosa mediante el Teorema de la Fase
Estacionaria (TFE) (véase [8]).

La ecuacion (3.1.20) puede también escribirse del modo siguiente:

wp (&) = —z/t. (3.1.21)

Esta relacion indica que, a medida que nos trasladamos en el espacio a velo-
cidad z/t, solo podemos ver las componentes cuyo ntimero de onda £ satisfaga
la relacion (3.1.20), o, dicho de otro modo, la energia asociada al nimero de

onda £ se propaga a una velocidad de grupo

Cn(§) = —wp(8).- (3.1.22)

8Evitamos aqui las constantes multiplicativas de la transformada y antitransformada de

Fourier que en nada afectan al fenémeno cualitativo que pretendemos ilustrar.
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Conviene en este punto sefialar que la velocidad de fase ¢, (€) y la velocidad
de grupo C} (&), en general, no coinciden. Analicemos este hecho en los ejemplos
que hemos introducido mas arriba.

En el caso de la ecuacion de transporte continua teniamos que w(§) = —¢
para todo £. En este caso, obviamente ¢, (£) = Cp(§) = 1, lo cual indica que
todas las ondas se propagan a velociad uno en este modelo.

Sin embargo en el esquema semi-discreto regresivo teniamos que

e -5+ O(h?), (3.1.23)

mientras la velocidad de grupo viene dada por la expresiéon

we Lo e = -

Ch(€) = —wp (&) = e =1 —ich + O(h?), (3.1.24)

Se observa efectivamente una sutil diferencia entre las expresiones obtenidas en
(3.1.23) y (3.1.24).

Consideramos ahora el esquema centrado en el que, como veiamos anterior-

mente,
_ _sen(hf) _sen(¢h) . &n? 4
w = n el = e L= 2= +0(hY), (3.1.25)
En este caso la velocidad de grupo es
§2h2
Cn(§) = cos(§h) = 1= 2=+ O(hY), (3.1.26)

Nuevamente se observa una ligera diferencia en las expresiones de velocidad de
fase y de grupo.
Consideremos por ultimo el esquema completamente discreto de “leap-frog".

En aquél caso veiamos que

wp(§) = g aresen [wsen(EAT)];  cen(é) = Aitgarcsen [psen((Az)]. (3.1.27)

Sin embargo, la velocidad de grupo viene dada por la expresion:

Azpcos(EAT)

Ch (g) = At\/l — M288n2 (EAJ")’

(3.1.28)

que, nuevamente, difiere de la velocidad de fase, salvo en el caso u = 1 en el que
cn(§) = Cn(§) = 1.

Estas, aparentemente, pequenas diferencias entre la velocidad de fase y de
grupo pueden sin embargo ser la causa de comportamientos inesperados de las

soluciones de los esquemas numeéricos.
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Hemos antes mencionado que el Teorema de la Fase Estacionaria (TFE)
juega un papel fundamental a la hora de entender el fenémeno de la velocidad
de grupo. El lector interesado en una presentacion bésica pero completa de este
Teorema puede consultar la seccion 4.5.3 del libro de Evans [8].

El TFE parte de la observacion siguiente: Si a € C°(R"™), entonces
/ e’= a(z)de = O(E™), e — 0 (3.1.29)

paratodop e R", p#0y m > 1.

En (3.1.29) se pone de manifiesto el hecho de que la integral se anula a
un orden arbitrariamente grande cuando € — 0. Esto, evidentemente, no es
asi porque el integrando tienda a cero en médulo. Todo lo contrario, tenemos
| eP*/q(x) |=| a(z) | para todo £ > 0. Sin embargo es el caracter rapidamente
oscilante de la exponencial compleja del integrando lo que hace que la integral
se anule a cualquier orden. La prueba de (3.1.29) es muy sencilla. Basta integrar

por partes teniendo en cuenta que

e 0

eip-a:/s _
Pr 0Tk,

ezp-a:/a).
El nimero de integrales por partes que podemos realizar es ilimitado pues la
funcion a = a(x) es de clase C°°. Ademas, al ser su soporte compacto, las
integrales por partes no aportan términos de frontera.

En el caso en que en la exponencial aparecen términos cuadraticos obtenemos

la expresion

1 Ly 013580 (A)
@re)? Jy eV Wa(y)dy = W(a(o) +0(e))

para todo a € C°(R"™), A matriz real, simétrica, no singular, siendo det A el
determinante de A y sgn (A) su signatura, i.e. el nimero de autovalores positi-
vos de A menos el nimero de autovalores negativos. Este resultado se prueba
primero en el caso diagonal para después abordar el caso general utilizando una
rotaciéon que permita representar A como una matriz diagonal en la base de sus
autovectores.

Estos resultados, junto con el desarrollo de Taylor, permiten describir el

comportamiento de la integral

ip(y)
L - / e a(y)dy

para una funcién real, regular ¢ general.
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En efecto, suponiendo que V¢ solo se anula en un nimero finito de pun-
tos y1 -+, yn del soporte de la funcion a y que las matrices D?¢(y) no son

singulares, k = 1,--- , N; obtenemos que

id(yg)
€

N
I = 2me)"? Y € 558N (D*$(yr)) 0(e)).
Br 2 aet Do) [72¢ (eln) = 0

Las pruebas detalladas de estos resultados se encuentran en 4.5.4. del libro de
Evans [8].

3.2. Transformada discreta de Fourier a escala h

En la seccion 3 hemos introducido y utilizado el método de von Neumann
para el anélisis de la estabilidad de un esquema numérico que esté basado en la

utilizaciéon de una transformada discreta de Fourier que permite:
* Definir una isometria entre 2 y L%(0,27);

* Transformar un esquema en diferencias en una ecuacion diferencial depen-

diente de un parametro 6 € [0, 27).

La transformada de Fourier que introducimos en su momento, sin embargo,
no tiene en cuenta el paso h del mallado puesto que se aplica meramente sobre
sucesiones en /2, sin tener en cuenta el mallado al que estan asociadas. Con el
objeto de analizar el comportamiento de las soluciones cuando h — 0 es conve-
niente introducir una transformada de Fourier a escala h, cuyo limite cuando
h — 0 sea la clasica transformada de Fourier, de modo que recuperemos en el
limite la ecuacién en derivadas parciales.

Recordemos en primer lugar la definicién clésica de la transformada de Fou-

rier continua

fie) = [ e = F(p). (3.2.1)

Es bien sabido que la transformada de Fourier define una isometria de L?(R)

en si mismo. La transformada inversa de Fourier viene dada por
1 1 iex
Flo)@) = o | g(§)erde. (3.2.2)
T JR

Una de las mayores utilidades de la transformada continua de Fourier es su

posible utilizacién para la resolucion de EDP con coeficientes constantes. En
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esto la siguiente propiedad juega un papel fundamental®
0:F(6) = i€ £ (&). (3.2:3)
Por ejemplo, gracias a la propiedad (3.2.3), la ecuacion de transporte
ug + uy = 0, (3.24)

mediante la aplicacion de la transformada de Fourier en la variable x, se con-
vierte en
U +ifu=0 (3.2.5)

de donde deducimos que
uE,t) = e f(). (3.2.6)

La expresion (3.2.6) ya nos confirma el caracter conservativo de la ecuacion de
transporte (3.2.4) puesto que proporciona la identidad

~

|, t) = f(O)], YEER, V>0 (3.2.7)
que, tras integraciéon en £ € R, asegura que

1 a(t) llz2@y=l J llz2qey, ¥t >0 (3.2.8)

lo cual, a su vez, por el caricter isométrico de la transformada de Fourier,
garantiza que

| w) |l L2@y=Il f 22w, ¥Vt > 0. (3.2.9)

Introduzcamos pues ahora la transformada discreta de Fourier a escala h,
una de cuyas propiedades més relevantes serd que, en el limite cuando h — 0,
recuperaremos la transformada continua de Fourier que acabamos de definir.

Dada la sucesion (f;);ez proveniente de un mallado espacial de paso h (i.e.
de modo que f; ~ f(z;) con x; = jh), definimos la transformada discreta de

Fourier a escala h como

G hY - fe i, —% <é< % (3.2.10)
JEZL

Denotamos la transformada discreta de Fourier mediante el simbolo - para dis-
tinguirla de la transformada continua. A pesar de que la transformada (3.2.10)
depende del parametro h, no lo expresamos explicitamente en la notaciéon para
aligerarla.

9El lector interesado en un estudio de las propiedades béasicas de la Transformada de Fourier
y su aplicacién a las EDP puede consultar los textos de F. John [15] y J. Rauch [24].
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Vemos que la imagen mediante la transformada discreta de Fourier de una su-
cesion de paso h es una funcion continua con soporte en el intervalo [—7/h, 7/h].
Obviamente, a medida que h — 0, este soporte converge a toda la recta real.
Este hecho refleja una de las propiedades fundamentales de la transformada de
Fourier, a medida que el caracter oscilante de la funcién en el espacio fisico
aumenta, su transformada de Fourier se amplifica para las altas frecuencias. La
sucesion discreta de paso h puede verse como una funcién que oscila a escala h
(basta para ello extender la sucesion discreta de valores a una funcién constante
o lineal a trozos definida en toda la recta real). El soporte de su transformada
de Fourier aumenta, consecuentemente.

La transformada de Fourier discreta puede invertirse con facilidad. Tenemos

1 7T/h m . .
fi=5 [ e (3:211)
2m —m/h

La analogia entre las formulas (3.2.1) y (3.2.2) de la transformada continua
de Fourier y (3.2.10)-(3.2.11) de la transforma discreta a escala h son evidentes.
Mientras que (3.2.10) se asemeja a una suma de Riemann de la integral (3.2.1)
que define la transformada continua de Fourier sobre la particion z; = jh, j € Z,
la transformada discreta inversa (3.2.11) es simplemente una version truncada
de la integral (3.2.2) que define la transformada inversa de Fourier.

Es facil también comprobar que la transformada discreta define una isome-
tria:

1 2

_— o 1 /Z n ) 1 N
|| f ||h_ h § :|f3| - 2’/T x | f(f) | df - 271— f L2(—I,£ ’
JGZ h h’'h

(3.2.12)

Esto, evidentemente, no es més que la version discreta de la identidad de Par-

seval para la transformada de Fourier

2

H®=%AW@F%=%M

La relacion entre transformada continua y discreta se hace més clara atin si

(4

2
: 3.2.13
e®) (3.2.13)

utilizamos la funcion cardinal (también denominada funcion cardinal de Whitta-

ker of funcion de Shannon, por su papel relevante en teoria de la comunicacion):

sen(mz/h)
= —. 2.14
o) = <2 (3214)
Denotamos mediante v; su trasladada al punto xz; = jh, i.e.
$i() = @ = T)/R) (3.2.15)

w(x—x;)/h
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Dada una funcién discreta (f;);ez de paso h definimos entonces la funciéon con-

tinua

r) =Y fi(x). (3.2.16)

JEL
Es facil comprobar que la funcién continua f* interpola la sucesion (f;);ecz. En

efecto,
fr(zy) = fj. Vj €L (3.2.17)
Esto es simplemente debido a que
Yi(zk) = O, Vi, k € Z. (3.2.18)

La funcién cardinal 1)y tiene ademas la interesante propiedad que'°

Do(€) = 1 _p i nymy (€. (3.2.19)

Su transformada de Fourier es por tanto, modulo un factor multiplicativo h, la
. . . T T
funcién caracteristica del intervalo ( -, =

Es facil probar que, como ; se obtiene de )y mediante una nueva traslacion,

entonces
;(8) = ey ). (3.2.20)
Por otra parte, utilizando la identidad de Plancherel obtenemos que
h? [h ,
/ (@) i (x / by (E)n(€)dE = / Mg = o
o (3.2.21)

Vemos por tanto que las funciones {1;(x)} ez son ortogonales. De esta propie-

dad de ortogonalidad deducimos facilmente que

|1

Por tanto, la extension continua f* de sucesiones de paso h define en realidad

*

. WY ISP (3.2.22)
JEZL

una isometria de £? en un subespacio de L*(R).
Por otra parte, la transformada continua de Fourier de la funciéon f* esta

intimamente ligada a la transformada discreta de la sucesion (f;),cz. En efecto,

=316 = 32 Fie M 0(€) = b S Fie M = F(©).

jez JET JET

10Para comprobarlo observamos que O¢li_a,a) = 04 —6_a. Ademas ]:*1(851[,14“4]) =
—iE}'fl(l[,AyA]) y, por otra parte, F~1(64 —0_4) = %(e”A —eTimAy = %sen(xA). De
estas identidades deducimos (3.2.19) facilmente, utilizando el hecho que la transformada de

Fourier es un isomorfismo.
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Vemos pues que la transformada discreta de Fourier no es mds que la trans-
formada continua aplicada a la interpolacion de la sucesion mediante la funcion
cardinal.

Estos resultados, probados por Whitakker en 1915 y utilizados en 1949 por
Shannon, contribuyendo de manera decisiva a la teoria de la comunicacion,
indican que una funcién de banda limitada (cuya transformada de Fourier se
anula fuera del intervalo ¢ € [—B, B]), puede ser reconstruida a través de la
interpolacion mediante la funcién cardinal a partir del muestreo de sus valores
en los puntos z; = jh, siempre que h < 7/B. Retomaremos esta cuestion en la

siguiente seccion.

3.3. Revision de la ecuaciéon de transporte y sus
aproximaciones a través de la transformada

discreta de Fourier

Consideremos el problema de Cauchy para la ecuaciéon de transporte
ur+u, =0,z €R, t>0; u(x,0) = f(x), z € R. (3.3.1)
Sabemos que la solucién es una onda de transporte pura
u(x,t) = f(z —1). (3.3.2)

Esta expresion puede también obtenerse mediante la transformacion de Fou-

rier. En efecto, como vefamos en (3.2.5),

~

u +iu=0,§ €R, t>0,u(§,0) = f(§), § €R, (3.3.3)
de donde deducimos que
(e ) = e le). (3.3.4)
Aplicando la transformada inversa obtenemos
u(w, t) = FH (e f(€) = flaz —t). (3.3.5)

En este altimo punto hemos usado el hecho de que la transformada de Fourier

~ o~

de la masa de Dirac es la constante unidad (dp = 1) o, equivalentemente, §,, =
e~ %o,
Retomemos ahora el problema de la aproximaciéon numeérica de la solucién.
Suponiendo que el dato inicial f es continuo, es natural tomar los datos

discretos

fy = f(z;) = f(ih), j € Z, (3.3.6)
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lo cual supone realizar un muestreo de la funciéon f.

Gracias a la férmula de sumacién de Poisson!! es facil comprobar que:

JH”(fS) =" J(e+kwo), ¥V —7/h <& < m/h, (3.3.7)

kEZ

donde
wo = 27/h. (3.3.8)

~

Si el dato inicial f es de banda limitada o, méas precisamente, si f(£) = 0

para todo £ tal que | £ |> 7/h, tenemos entonces

~

16 = () (3.3.9)

y por tanto el muestreo del dato inicial sobre los puntos del mallado no introduce
error alguno.

Sin embargo, cuando f no es de banda limitada, en virtud de (3.3.7), las
componentes de fde altas frecuencias se superponen con las de la banda princi-
pal [—7/h, w/h] dando lugar a lo que se conoce como fenémeno de aliasing. En
este caso, la tranformada discreta de Fourier de la sucesién obtenida al mues-
trar f a lo largo de la sucesién x; = jh no permite recuperar la tranformada
de Fourier de f y por tanto no permite codificar todas las caracteristicas de la
funciéon f.

De este anélisis deducimos que una funciéon f es de banda limitada si y sélo si
se obtiene como una funcién de la forma f* a través de las funciones de Shannon
a partir de su muestreo a lo largo de la sucesion x; = jh.

En la practica es por tanto recomendable aproximar en primer lugar la fun-
cion f(z) para una familia de funciones de banda limitada

In(@) = F (1 mim (©) (3.3.10)

que tienen la virtud de converger a f en L?(R) cuando h — 0 y de forma que

su muestreo no introduzca ningtn error.'?

11La férmula de sumacién de Poisson asegura que Zjez F) =X rez f(?wk). Para compro-
bar esta férmula basta considerar la funciéon g(z) = ZjeZ f(x+j), observar que es periddica
de periodo uno y aplicar su desarrollo en series de Fourier. Los términos del sumando de la
derecha son precisamente sus coeficientes de Fourier en la base €272 Al aplicar este desa-
rrollo en z = 0 obtenemos esta formula de sumacién de Poisson. Al aplicar esta identidad a
escala h a la funcién f(z)e™*?® obtenemos la identidad (3.3.7).

12La prueba de la convergencia de f;, a f en L?(R) se realiza combinando el Teorema de la

Convergencia Dominada con el hecho de que F sea una isometria en L2(R).
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Pero, dejando de lado los errores introducidos por la aproximaciéon de los
datos iniciales, consideremos el generado por los esquemas numéricos. Consi-
deramos por tanto el esquema semi-discreto regresivo y progresivo (3.0.10) y

(3.0.11) que, como vimos, son convergentes y divergentes respectivamente.
Revision del esquema semi-discreto regresivo.

Consideremos en primer lugar el esquema

u;(t) —uj—1(t)

wj(t) + = ; =0,j€7Z,t>0. (3.3.11)

Aplicando la transformada discreta de Fourier a escala h obtenemos

%B(g,t) + %(1 — e MU, t) =0, >0, & € [-n/h, w/h]. (3.3.12)

En este punto hemos utilizado la siguiente propiedad fundamental de la trans-

formada discreta de Fourier:
. ) . M
(T )N =hY_ fire S = e Mn Y " frem I = e f(€). (3.3.13)
JEZL JEL

La proximidad entre la ecuacion de transporte continua (3.3.1) y la aproximacion

semi-discreta regresiva (3.3.11) es evidente. El coeficiente

wn(€) = %(1 — M) (3.3.14)

que interviene en la ecuacion diferencial (3.3.12) converge, cuando h — 0, de

manera evidente, al coeficiente

w(€) = i€ (3.3.15)

correspondiente a la ecuacién de transporte continua.

De hecho, mediante el desarrollo de Taylor se observa que
2h
wp (€) :if+%+~~ . (3.3.16)
En la expresion (3.3.16) se observa que, efectivamente, para cada £ € R,

wp(§) — w(&) cuando h — 0. (3.3.17)

Ademés en (3.3.16) volvemos a constatar el caracter difusivo de la aproximacion
regresiva. En efecto, esto queda de manifiesto en que el primer término corrector
en (3.3.16) (£2h/2) sea real y positivo.
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Conviene sin embargo observar que la convergencia (3.3.17) es solamente
uniforme en conjuntos Rj en los que

méx £2h — 0, h — 0. (3.3.18)
weRp

En otras palabras, la convergencia de los séimbolos (3.3.17) sélo se produce en
regiones en las que
| €= 0(h™Y?), h—0. (3.3.19)

Sin embargo, conviene sefialar que la convergencia (3.3.17) interesa para cual-
quier £ € R. En efecto, en el limite cuando h — 0, la banda de frecuencias del
dato inicial continuo f = f(z) de la ecuacion de transporte es toda la recta
real. Por otra parte, a medida que h — 0, la banda de frecuencias de los datos
iniciales del problema discreto [—m/h, m/h] aumenta hasta cubrir toda la recta
real.

En virtud de que la convergencia (3.3.17) es uniforme en conjuntos de la
forma (3.3.19) es facil ver que las soluciones del problema discreto convergen a
las del continuo para datos con una banda de frecuencias limitada, independiente
de h. La estabilidad del esquema permite después extender esta convergencia a
un dato inicial cualquiera f € L(R).

En efecto, en virtud de (3.3.12) tenemos

’D(f,t) _ e—wh(g)t]ﬂc(g) _ e—%(l—e”f“)t?p(g) _ e—%(l—cos(gh))te—isen(gh)t/h?(g).
Aplicando la anti-transformada discreta de Fourier tenemos

1 [/ , it (s n
Uj(t) _ %\/ B ef%(17cos(§h))tezg(jhfsen(ﬁh)t/gh)f(g)dé (3320)

n .
En virtud de (3.3.9) sabemos que, si f es de banda acotada, f = f, para
h suficientemente pequenio. Bajo estas hipotesis es por tanto evidente que la

solucién del problema numérico puede reescribirse como

1

B
Uj(t) _ %/B e—%(1—cos(§h,)t)eift(jh—sen(gh)/fh)tf(g)dg’ (3.3.21)

donde B > 0 es tal que sop(f) C [-B, B].

Elegimos ahora j € Z de modo que jh = g, siendo zg € R un punto fijado.
Evidentemente, esto supone elegir j = x/h que, para que j € Z, exige a su
vez tomar una sucesion determinada de h — 0. Bajo esta condicion (zg = jh),

deberiamos ser capaces de ver que la expresion (3.3.21) converge, cuando h — 0,
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al valor de la solucion continua u(zg,t) = f(xzo — t). Vedmos que esto es efecti-
vamente asi. Cuando h — 0, el integrando de (3.3.21) converge a €= f(¢).
La aplicacion del Teorema de la convergencia dominada permite entonces ver
que el limite de (3.3.21) es

_ 1 b i&(zo—t) F| _ 1 o i€xo ,—it 7 _
uan.t) = 5= [ e figag = - [ cee f(g)dg—fuo(—t), |
3.3.22

que coincide con la solucién del problema continuo, gracias a la hipotesis de que
f sea de banda limitada.

En realidad, bajo estas hipoétesis, se puede probar que la convergencia de la
solucion discreta a la continua tiene lugar en la norma L?. Se puede ver esto de
dos maneras. Tomando normas discretas de diferencias en ¢2 o bien tomando
normas continuas en L?(R) observando que la expresion (3.3.21) de la solucién
del esquema numérico puede extenderse a una funcién continua con respecto a

la variable espacial x, dependiente del parametro h:
1 (5 1 cos(enyt,ig (o h)t/Eh) 7
un(wt) = o [ e w(1—cos(Eh))t gi(z—sen(ch)t/Eh) f(£) e, (3.3.23)
TJ-B

Combinando (3.3.22) y (3.3.23) vemos que, tanto la solucién continua como
la discreta pueden ser escritas de un modo semejante mediante la transformada

inversa de Fourier

up (2, t) = F~1 [e_%(l_cos(gh))e_iScn(fh)t/hﬂ (z) (3.3.24)

u(x,t) = F! [e"ftﬂ (). (3.3.25)

Para comprobar que u(t) — u(t) en L?(R) cuando h — 0 basta entonces ver
que
e—i(l—cos(gh))eisen(fh)t/hf(g) _ e—iftf(g) en L2(R)

cuando h — 0. Teniendo en cuenta que f es, por hipotesis, de banda acotada,

vemos que esto es equivalente a que
B 2
/ ‘67%(17cos(§h))67isen({h)t/h e Fe) P de =0
—B

y esto, efectivamente, ocurre en virtud del Teorema de la convergencia domina-

da.
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Esto confirma la convergencia del esquema regresivo para datos iniciales con
banda acotada. Para considerar el caso general, dado f € L?(R) basta introducir
su aproximacion

fe(@) = F(FO155)())

que es, por definicion, una funcién de banda acotada tal que
fs — f en L*(R) cuando B — oo.

Denotamos mediante u y up la soluciéon de la ecuacién de transporte con datos

f vy [B respectivamente. Como
| w®) —up®) [r2@=| f = fB ll12®)

vemos que
up — u en L>(0,00; L*(R)), B — oc.

Por tanto, dado € > 0 existe By > 0 suficientemente grande tal que

H u — UBO ||LOO(O7OO;L2(R))< 5/2.

Fijado este valor de By y resolviendo la ecuacién semi-discreta con dato inicial
fB, muestreado sobre el mallado tenemos que

un,B, (t) — up, (t), h — 0, en L*(R)
para cada t > 0. Por tanto, para h suficientemente pequeno

[l () = un,By (8) [l L2y <IF w(t) — uBy (t) [[L2®) + | uBo (8) — un,Bo () 2@y < e/2+ /2 = €.

Esto demuestra la convergencia para datos iniciales obtenidos muestreando una
aproximacion del dato inicial de banda acotada. Evidentemente, gracias a la
estabilidad del esquema numeérico, se puede obtener el mismo resultado de con-
vergencia para cualquier elecciéon de la aproximacion de los datos iniciales que

converja al dato inicial del problema continuo.
Revision del esquema semi-discreto progresivo.

Consideramos ahora el caso progresivo que, como vimos, es inestable y diver-
gente. Analicémoslo pues con la herramienta que las transformadas de Fourier
proporcionan.

En este caso el esquema es de la forma

U1 — uy(t)

() + ——

=0,j€Z,t>0. (3.3.26)
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Aplicando la transformada discreta de Fourier obtenemos

ﬂﬂ(g,t) + %(e“ﬁh —Du(&,t) =0,t>0, & € [~n/h, ©/h], (3.3.27)

de modo que
et = 67%(31%71)#(5) _ 6%(1fcos(£h))t87isen(&h)t/h;(é-)' (3.3.28)

Pretendemos ahora ilustrar de manera atin més explicita la ausencia de con-
vergencia de este método. Para ello tomamos un dato inicial f de banda acotada
n .
de modo que f = f para h suficientemente pequeno.
Obtenemos asi

1'2(57 t) _ e%(l—cos(&h))te—i sen(.fh)t/hJ’c\(g)7 (3329)
de modo que
| u(e, ) |= e meos€r | fiey |, (3.3.30)
y entonces
1 (B -
I @n Il = —/ ef (1meos€M)t | F(e) |2 dg. (3.3.31)
2 J_p

Habida cuenta que £ € [—B, B], tenemos que
1 — cos(&h) > c€2h? (3.3.32)

con ¢ > 0 para todo £ € [—B BJ, a condicion que h sea suficientemente pequeiio.
Combinando (3.3.31) y (3.3.32) vemos que

I Y C N
i) IF> 5 [ e fie) P as (333

Pero esta estimacion es claramente insuficiente para concluir la divergencia del
método puesto que la integral a la derecha de (3.3.33) permanece acotada cuando
h — 0.

Para ilustrar la divergencia hemos considerar datos iniciales de banda mas
ancha. Dado f € L?(R) tal que el soporte de su transformada de Fourier sea
toda la recta real (por ejemplo la Gaussiana'3), introducimos el dato inicial del
esquema discreto fj,(x) truncando la transformada de Fourier de f a la banda

admisible [—7/h, 7/h], i.e.

Fu(@) = F X FL g, ym) (€)). (3.3.34)

z2/2

13Es bien sabido que la transformada de Fourier de la funcién f(z) = e~ es la Gaussiana

F(&) = vame=€/2.
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En este caso la norma de la aproximaciéon discreta viene dada por

— 1 m/h 2 (1—cos Y
1) =gz [ HOO e e (2339

Utilizando ahora el hecho que

1 —cos(n) = cn?, V€[, (3.3.36)
vemos que
= 2 1 w/h ch&?t | 7 2
Ian(®) 122> 5 e f(E) |7 dE. (3.3.37)
T J—m/h

En esta ocasion la integral a la derecha de (3.3.37) puede diverger puesto que
en la banda ¢ € [—7/h, m/h] hay zonas donde h&é? — oo. Para comprobar la
divergencia de esta integral con mas detalle consideremos el dato inicial f de
modo que

NGEDICTEIAG! (3.3.38)
keZ
donde (Ij)rez son intervalos disjuntos de R. Para que f = f‘l(f) € L*(R)
basta entonces con que

> ai | I |< oo, (3.3.39)
kezZ

donde | I;, | denota la longitud del intervalo Ij.

En este caso la integral a la derecha (3.3.37) puede reescribirse como

™

1 % Che2t | B 1 che?

o ML) (&) )P dE = > > ai ehetde.  (3.3.40)
T™J—x/h ™ keZ Ixn[—n/h,m/h]

Si elegimos los intervalos I, = (k, k + 1) observamos que el altimo sumatorio

puede acotarse inferiormente por

1 (12
%aﬁoe h(7 -1t (3.3.41)

con kg = 3 — L.
En este caso, ademaés, la condicion (3.3.39) puede simplemente reescribirse
como
> af <oo. (3.3.42)
kEZ
Es evidente que es perfectamente posible elegir una sucesiéon ay, de la forma
ar = 1/k, de modo que (3.3.42) se cumpla y que, sin embargo, la cota inferior
(3.3.41) de la norma ¢* de la solucién discreta correspondiente diverja cuando

h — 0 con un orden et/
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Vemos por tanto que la utilizacion de la transformada de Fourier a escala
h permite ilustrar de manera mucho mas cuantitativa la divergencia del méto-
do semi-discreto progresivo que habiamos predicho mediante el anélisis de von
Neumann. En el caso en que el esquema es convergente puede también apli-
carse para ilustrar de un modo més claro la convergencia hacia la solucién del
problema continuo.

A pesar de que en esta seccion s6lo hemos analizado las aproximaciones semi-
discretas progresiva y regresiva las ideas que hemos desarrollado son completa-
mente generales y pueden ser aplicadas al estudio de cualquier otro esquema,

en particular para los completamente discretos.
Rewvision del comportamiento de las velocidades de fase y grupo.

Ahora que sabemos que el rango de frecuencias relevantes para una apro-
ximacion numérica es —w/h < £ < 7 /h, conviene revisar los conceptos de ve-
locidades de fase y grupo. Consideremos en primer lugar el esquema centrado
semi-discreto. En este caso la velocidad de fase viene dada por

sen(&h)

cn(§) = “eh (3.3.43)

Vemos entonces que la velocidad de fase se anula cuando £éh = +7. Se trata
evidentemente de un fend6meno nuevo con respecto a la ecuacion de transporte
continua donde todas las componentes de Fourier de las soluciones se transpor-
tan a velocidad constante uno. En virtud de este hecho, para cada h > 0 fijo,
existen soluciones del problema numeérico que apenas se tranportan. Esto no es
incompatible con la convergencia de orden dos del esquema numérico centrado
que ya comprobamos. En efecto, en el problema clasico de la convergencia, el
dato inicial se supone fijo, lo cual, en la practica, gracias a la propiedad de
estabilidad del esquema, permite filtrar las altas frecuencias del dato inicial y
considerar unicamente datos cuya transformada de Fourier tiene soporte com-
pacto. El hecho de que la velocidad de propagacion se anule cuando [£| ~ 7 /h,
no tiene entonces efectos a nivel de la convergencia. Pero, insistimos, si lo que
nos interesa es la dinamica de las soluciones para h pequeno pero fijo, este he-
cho tiene un gran impacto puesto que surgen soluciones que nada tienen que
ver con el comportamiento de la ecuaciéon de transporte continua. Se trata del
mismo fenémeno que surge al estudiar la estabilidad absoluta de los sistemas
stiff de ecuaciones diferenciales ordinarias (véase por ejemplo [14]). En el caso
del sistema centrado este hecho especialmente grave puesto que el esquema es
puramente conservativo y por tanto estas soluciones a altas frecuencias en ab-

soluto se disipan. Diremos que se trata de soluciones espireas, en el sentido que
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son ficticias puesto que no corresponden a la ecuaciéon de transporte continua y
solo surgen como soluciones del esquema numérico. Por otra parte, la velocidad

de grupo en este caso toma el valor
Ch(§) = cos(&h). (3.3.44)

Vemos que la situacion es atin peor puesto que se anula cuando £h = /2 y tiene

signo negativo para todo £h € (w/2, 7). En este caso por tanto tendremos incluso

soluciones que se transportan en la direccién opuesta a la de la ecuaciéon de

transporte continua. Se trata de un fenémeno de soluciones numéricas espireas

que no es incompatible con la convergencia del esquema numérico.
Consideremos ahora el esquema numérico regresivo que, como vimos, tiene

un caracter disipativo. En este caso la velocidad de fase viene dada por:

i(e”®h —1)  sen(¢h)  .cos(éh) —1

W@ =g =g g (3.3.45)

Vemos que la parte real de la velocidad de fase se comporta como en el caso

de la aproximacién centrada de modo que ésta se anula cuando £€h = +m. Sin
embargo, vemos también que para estos valores de frecuencias la parte imagi-
naria de la velocidad de grupo es estrictamente negativa, lo cual asegura que
estas componentes de Fourier de la soluciéon decaen exponencialmente en tiem-
po. Vemos pues que la aproximacion regresiva, a pesar de introducir soluciones
numéricas espireas, las disipa. Es a causa de este hecho que la soluciones del
esquema regresivo para h > 0 pequeno y fijo se comportan de manera mucho
més semejante a las de la ecuacién de transporte continua que las del esquema
centrado. Lo mismo ocurre con la velocidad de grupo.

De este analisis concluimos que més alla de las propiedades de convergencia
clasicas de un esquema numeérico, con el objeto de garantizar que para h > 0
pequeno la dindmica del esquema discreto se asemeja a la del continuo es preciso
tener en cuenta el comportamiento de las velocidades de fase y de grupo en

frecuencias |¢| del orden de ¢/h con 0 < ¢ < 7.



196 CAPITULO 3. LA ECUACION DE TRANSPORTE LINEAL



Capitulo 4

Ecuaciones de

conveccion-difusion

4.1. Introduccion

En estas notas recogemos un resumen del curso de doctorado impartido en
la UAM en el segundo cuatrimestre del curso 04-05.

El curso estara esencialmente orientado a analizar algunos métodos numeéri-
cos relevantes en la simulacién y aproximacién numérica de las ecuaciones de la
Mecanica de Fluidos.

Como es bien sabido las ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes son, respec-
tivamente, las que describen el movimiento de los fluidos perfectos y viscosos
incomprensibles. Se trata sin duda de dos de los modelos més relevantes de las
Ciencias y Tecnologias pues intervienen de manera decisiva en la modelizacion
y disenio de fenémenos muy diversos como las corrientes marinas, el movimiento
del aire en meteorologia y aerondutica y la circulaciéon sanguinea.

La gran complejidad de estas ecuaciones, sobre todo en tres dimensiones
espaciales, ha hecho que durante el siglo XX hayan sido un tema de investigacion
permanente. Buena parte de los desarrollos del Anélisis Matematico y de las
ecuaciones diferenciales han estado orientados a la comprension y resoluciéon de
estas ecuaciones. A pesar de ello, algunas de las cuestiones méas elementales,
como la regularidad y unicidad de las soluciones en tres dimensiones esté atn
abierto.

La necesidad de obtener aproximaciones numeéricas efectivas y la relativa

incapacidad de los métodos analiticos para describir de manera mas precisa el

197
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comportamiento de estas ecuaciones y sus soluciones han hecho que estas hayan
constituido también uno de los motores principales del Analisis Numérico.

En este curso abordaremos algunos de los métodos principales que en la
actualidad se emplean en la resolucion de estas ecuaciones. El curso esta fuer-
temente inspirado en el excelente libro recopilatorio de R. Glowinski [9]. Sin
embargo, dada la extension de aquella monografia, en este curso sélo cubri-
remos los aspectos mas bésicos puesto que los mas avanzados necesitarian de
mucho méas tiempo y de unos conocimientos sobre la Teoria de las Ecuaciones
en Derivadas Parciales que no podemos presuponer en los cursos de doctorado.

Con el objeto de evitar algunas de las dificultades propias de las ecuaciones
de Euler y de Navier-Stokes y poder ilustrar con mas facilidad las ideas funda-
mentales de los aspectos mas numéricos, nos ocuparemos casi exclusivamente
de la ecuaciéon de Burgers. Se trata de un modelo relativamente simple que, en
una dimensién espacial, reproduce algunos de los aspectos més importantes de
las ecuaciones de Navier-Stokes como son la difusién y la conveccién no-lineal.

Como complemento a estas notas sugerimos las siguientes lecturas:

e Las notas de J.L. Vazquez [28] sobre Mecéanica de Fluidos que recoge los
aspectos mas importantes de la modelizaciéon y un estudio cualitativo de

los modelos mas importantes.

e Las notas introductorias al Analisis Numeérico de Ecuaciones en Derivadas
Parciales [36]. Para el lector interesado en una introduccién mas completa,
recogiendo también lo més relevante del Anélisis Numérico de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias, recomendamos el libro de A. Iserles [14].

e Las notas [33], [34] donde recogemos el contenido de los cursos de docto-
rado de los anos 02-03 y 03-04. En ellos abordamos los métodos de dife-
rencias finitas, la descomposiciéon de dominios, los métodos de descenso y

los elementos finitos.

4.2. La ecuaciéon de Burgers y la transformacion
de Hopf-Cole

La ecuacion de Burgers viscosa es la siguiente
Up — Vg + (u?)y = 0. (4.2.1)

En (4.2.1) v > 0 es el parametro de viscosidad.
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En el caso v = 0 la ecuacion (4.2.1) se convierte en la siguiente ecuacion

hiperboélica no-lineal de orden uno:
ug + (u?), = 0. (4.2.2)

Se trata en ambos casos del andlogo 1 — d de las ecuaciones de Navier-Stokes
y de Euler para el movimiento de los fluidos.
Las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible y homogéneo

pueden escribirse como

(4.2.3)

ug — vAu 4+ u - Vu = Vp
divu = 0.

En (4.2.3) u = u(z, t) es el vector velocidad del fluido que puede por tanto tener
tres componentes o s6lo dos en casos simplificados de fluidos bidimensionales.
El parametro v > 0 es el de viscosidad del fluido. La funcion p = p(z, t) es
escalar y denota la presion.

La primera ecuacion de (4.2.3) es en realidad un sistema de tres (resp. dos en
dimension dos) ecuaciones en derivadas parciales con tres (resp. dos) incognitas.
La segunda ecuacion es la que refleja la incompresibilidad del fluido.

En el caso de ausencia de viscosidad, i.e. cuando v = 0, obtenemos las

ecuaciones de Euler para un fluido perfecto o ideal:

{Ut+u~Vu=vp (4.2.4)

divu = 0.

Se trata efectivamente de una idealizacién puesto que todo fluido tiene un cierto
grado de viscosidad. Pero (4.2.4) es un modelo util para describir el movimiento
de fluidos poco viscosos.

Las ecuaciones (4.2.1) y (4.2.2) son modelos reducidos de las ecuaciones de
Navier-Stokes (4.2.3) y de Euler (4.2.4) respectivamente.

La ecuacion (4.2.1), también denominada ecuacion del calor no-lineal, es la
maés sencilla en la que se combinan los efectos de la viscosidad y de la conveccion
no-lineal cuadratica. Esta ecuacién, mediante un cambio de variables introdu-
cido independientemente por Hopf y Cole en los anos 50, puede reducirse a la
ecuacion del calor lineal y, por tanto, ser resuelta explicitamente. En la siguiente
seccion describiremos este cambio de variables. La solucién asi obtenida refleja
adecuadamente la presencia de los dos términos y efectos principales presentes
en (4.2.1): la viscosidad y la conveccién no-lineal. La viscosidad hace que la

solucién tenga una escala Gaussiana, mientras que la conveccién no-lineal hace
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que la solucion desarrolle una asimetria, producto de un fenémeno de transporte
a una velocidad no homogénea.

Las soluciones de (4.2.2) son el limite cuando v — 0 de las de (4.2.1). En
ellas el efecto de la viscosidad desaparece y eso hace que las soluciones puedan
dejar de ser regulares en tiempo finito desarrollando choques.

Con el objeto de introducir esta transformaciéon consideraremos soluciones
u=u(z, t) de (4.2.1) tales que | u(z, t) | + | uz(x, t) |— 0 cuando | z |— oo.

Si u = u(z, t) es una solucion de (4.2.1) de este tipo, la funcion

v=uv(z, t) = /3j u(s, t)ds (4.2.5)

satisface
Vf — VUzat | vz 2= 0. (4.2.6)
Definimos entonces
w=v(z, t/v)
que verifica
1
Wt — Wgg + — ‘ Wy |2: 0. (427)
v
Por otra parte
z=2/v (4.2.8)
verifica entonces
2 — Zazt | 22 |°= 0. (4.2.9)
Introducimos por ultimo
n(z, t) =e * (4.2.10)

que satisface entonces la ecuacion del calor
Nt — Naea = 0. (4.2.11)
Deshaciendo este cambio de variables vemos que

v(-, t/v) =w(-, t) =vz(, t) = —vlog(n).

Por tanto

u(z, t) = _VW' (4.2.12)

La solucién 7 de la ecuacion del calor se obtiene por convolucién con el niicleo

de Gauss:
G(z, t) = (4mt)" V2 exp (_ |z |2 /4t>, (4.2.13)
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de modo que
n(a, 1) = [GC 8) ()] @), (4.2.14)

donde 1 es el dato inicial de 7.

Por otra parte

Gy(z, t) = —4\/;% exp (— |z |? /4t). (4.2.15)

Obtenemos asi
—|z—y|?/4v
/(I*y)e ==/ 4, (y) dy
u(z, t) = & . (4.2.16)
2t/e*|“’*y‘2/4”t t)d
770( ) Y
R

Ahora bien
no(z) = e~ J o wol)do/v, (4.2.17)
Por tanto
[z =y ttemaivg,
u, (x, t) = 28 (4.2.18)
2t/ e~ H(@ v, t)/”dy
R
donde
|z —y[? v
H(J), Y, t) = T + uQ(O')dO'. (4219)

De la expresion de esta soluciéon observamos que:

e La funcion solucion u = u, (z, t) es regular para todo € Ry ¢t > 0 cuando
ug pertenece, por ejemplo, a L'(R).

Basta para ello utilizar el efecto regularizante de la convolucién con el nicleo
de Gauss que se deduce de la desigualdad de Young:

1 *g o<l £ Il g lloo - (4.2.20)

Basta entonces aplicar esta desigualdad utilizando que G(+, t) y sus derivadas
de orden arbitrario son, para todo t > 0, funciones regulares e integrables y que
xr

el dato inicial e/ = ()47 ost4 acotado por estarlo uo(o)do, lo cual es
— 00
a su vez consecuencia de que el dato inicial ug sea integrable.

e Cuando el dato inicial ug es par, la soluciéon deja de serlo.
Esto es consecuencia del efecto de la convolucion no-lineal. Esto no ocurre

para las soluciones de la ecuacion del calor lineal. En efecto, las soluciones de

Up — Uge = 0, reR, t>0
u(z, 0) =ugp(z), ze€R
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son de la forma
u(@, 1) = |G, 1) < uo()] (@).
Es por tanto facil ver que u es par (resp. impar) con respecto a x, para todos
t > 0, en funcién de que el dato inicial ug lo sea.
Esto, sin embargo, no es asi para las soluciones de la ecuacion de Burgers
que vienen dadas por (4.2.8). Esto es por una parte debido a que, en (4.2.1)

uo(a)da7 que no preserva la paridad del dato

interviene el dato inicial e ¥ /=
inicial, y a que en el numerador de dicha expresion interviene no sé6lo el nicleo
@ sino también G,.

Lo dicho hasta ahora es valido cuando v > 0. La expresion (4.2.18) presenta
una singularidad para v = 0. Tal y como veremos mas adelante, el limite cuando
v — 0 de la solucion u, = u,(z, t) de (4.2.1) es la solucion de la ecuacion de
Burgers sin viscosidad (4.2.2).

Analicemos ahora (4.2.2). En este caso la transformacion de Hopf-Cole no se
aplica. De las ideas utilizadas en el caso viscoso la tinica que puede ser empleada
es la de realizar el cambio de variables

v(z, t) = /93 u(o, t)do

— 00

que reduce (4.2.2) a la ecuacion de Hamilton-Jacobi
vt | v, |?= 0.

Pero esta ecuacién no se puede linealizar de modo que es mejor resolver
directamente (4.2.2) mediante el método de las caracteristicas.

Escribimos (4.2.2) en la forma
ug + 2uuy = 0. (4.2.21)

Esto permite comprobar que las soluciones de (4.2.20), mientras son de clase

C", son constantes a lo largo de las caracteristicas, i.e.
u(z(t), t) = C,
donde = = z(t) esta caracterizada por la ecuaciéon
2/ (t) = 2u(z(t), t). (4.2.22)

Estas curvas son faciles de calcular. En efecto, como u es constante a lo largo

de caracteristicas, u(z(t), t) ha de coincidir con su valor en ¢t = 0, de modo que

u(z(t), t) = uo(wo), (4.2.23)
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donde zg es el punto de partida de la caracteristica. La ecuaciéon de la recta

caracteristica es entonces
x(t) = 2ug(zo)t + xo (4.2.24)

y por tanto,
u(z, t) = uo(xo), (4.2.25)

donde (z, t) y xo estan relacionadas a través de la identidad (4.2.24).

En virtud de este analisis se comprueba que u es constante a lo largo de lineas
caracteristicas de pendiente 1/2ug en el plano (z, t). De este anélisis se deduce
que si el dato inicial ug es decreciente, u ha de generar una discontinuidad en
tiempo finito. En efecto, en la medida en que existen dos puntos xg, x; tales que
xo < 21y u(xg) > u(xy), las caracteristicas que arrancan de zp y x1 se cruzaran
en un tiempo finito t* en un punto x. La solucion habra de ser discontinua en
(z*, t*) puesto que los dos valores ug(zg) y uo(z1) son incompatibles.

Un anélisis més cuidadoso permite calcular el tiempo t* en el que se produce
la discontinuidad o choque. En efecto, las caracteristicas que, segin la ecuacion

(4.2.23), arrancan de 2 y x1, se encuentran en tiempo t* si
2U0(l‘0)t +x0 = QUO(Il)t + 7.

Esto se produce en tiempo
1 — Xo Tro — T1

- 2(uo(wo) — uo(1))  2(uo(wo) — uo(a1)) (4.2.26)

Cuando ¢y — 7 el tiempo t* tiene como limite

L
2uf (o)

= (4.2.27)

De esta expresion se deduce que el tiempo minimo en el que se produce el choque

es 1
t* = : (4.2.28)

2 méx,,er ( — u{)(mo))

Vemos por tanto que el comportamiento de la ecuacion de Burgers viscosa (4.2.1)
y la no viscosa (4.2.2) es muy dispar en la medida que, mientras las soluciones
de (4.2.1) son regulares para cualquier v > 0, las soluciones de (4.2.2) son
discontinuas cuando el dato inicial es decreciente. Basta de hecho que el dato
inicial sea decreciente en un intervalo para que los choques se produzcan en
tiempo finito. A pesar de ello, como veremos en la proxima seccion, las soluciones
en ausencia de viscosidad, son el limite de las de la ecuacion de Burgers viscosa
cuando v — 0F.



204 CAPITULO 4. ECUACIONES DE CONVECCION-DIFUSION

4.3. Viscosidad evanescente

En esta seccién analizamos el comportamiento limite cuando v — 0 de las
soluciones (4.2.18) de la ecuacién de Burgers (4.2.1).

Al pasar al limite en (4.2.18) cuando v — 0%, las integrales que intervienen
se concentran en torno a los puntos en los que H alcanza su minimo. Calculamos

por tanto los puntos criticos de H:

Hy:—xT_tg—i—uo(y):O<:>§:a:—2tu0(y), (4.3.1)
en los que
3
H = —tul(¢) —|—/ ug(o)do. (4.3.2)
La contribucién de una integral
/ f(y)e B dy (4.3.3)
R
en un entorno de un punto de minimo y = £ es
F©) | 2T _p-r, (4.3.4)
H"(§)
En nuestro caso 1
H'(¢) = —. 4.3.
© =5 (435)
Aplicando estas formulas en las integrales que intervien en (4.2.18) obtene-
mos
/(ac —y)e Ty ~ (z - )y %e_[tug(@’qf% vole)daly, (4.3.6)
R
/e_H/”dy o [TV (@[S wo(o)do] (4.3.7)
R t
Por tanto,
wy (o, 1)~ & > 3 (4.3.8)
donde £ viene caracterizado por la ecuacién
& =x—2tup(§) (4.3.9)

que es exactamente la expresion obtenida en la seccién anterior para la ecuacion
de Burgers sin viscosidad (4.2.2), puesto que (z — &)/2t = ug(§).
Esta expresion es valida cuando la funcién H sélo tiene un minimo. En

caso en que H tiene varios puntos de minimo &;, ..., {n, cada uno de ellos
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contribuye de manera semejante a las integrales que aparecen en (4.2.18). Sin
embargo, debido a la presencia el factor exponencial, en la determinacion de la
forma asintotica de w,,, sélo intervienen los minimos absolutos de H. En caso,
por ejemplo, de que H posea dos minimos absolutos &1, &2, la forma asintética

de u, seria:
uy(x, t) ~ uo(&1) + uo(&2)- (4.3.10)

Mas adelante justificaremos rigurosamente estas asintotas. Pero, por el mo-
mento analicemos su significado en lo que se refiere a la ecuaciéon de Burgers
(4.2.2).

Distinguimos dos casos:

Caso 4.3.1 Dato inicial ug creciente.

En este caso, tal y como vimos en la seccidén anterior, el método de las
caracteristicas no predice ningtin choque y esperamos que la ecuacién de Burgers
admita una solucién regular siempre y cuando el dato inicial ug sea regular.

El anélisis asintotico que acabamos de realizar confirma este hecho. En efec-
to,

uy (z, t) — ug(€), v — 0, (4.3.11)

donde ¢ € R viene caracterizado por la ecuacién

4+ 2tup(€) =z (4.3.12)
Para t > 0, si ug(-) es creciente, la funcion

€ — &+ 2tup(§), (4.3.13)

también lo es, y por tanto (4.3.12) admite una tnica solucion. Esto nos confirma
sin ambigiiedad alguna que el limite de las soluciones u, de la ecuacion de
Burgers viscosa, cuando la viscosidad v — 0, es la solucién de Burgers sin
viscosidad obtenida por el método de las caracteristicas.

Consideramos ahora el caso particular de un dato discontinuo, constante a

trozos

0, z<0
up(x) = { L 250 (4.3.14)

Resolvemos la ecuacion de Burgers sin viscosidad (4.2.2) con este dato. Es lo
que se conoce como problema de Riemann, elemento basico del conocido méto-
do de Riemann para la aproximaciéon del dato inicial mediante datos iniciales

constantes a trozos.
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Si aplicamos el método de las caracteristicas con el dato inicial ug de (4.3.14)

obtenemos que la solucién u de (4.2.2) es de la forma

¢
u:{O,x<Q >0 (4.3.15)

1, z>t.

Sin embargo, el método de las caracteristicas no proporciona ningtan valor para
la solucién u en la regiéon 0 < = < t.

El método de la viscosidad evanescente es en realidad un modo de obte-
ner una soluciéon globalmente definida en este caso. En efecto, consideramos la

ecuacion (4.3.12) en este caso particular. Este sistema se escribe

{52% st £<0 (4.3.16)

E+2t8 =2, si £€>0.

Cuando = < 0, esto nos da como solucién & = = y por consiguiente, segin
(4.3.11), el valor limite u = up(€) = 0. Esto coincide con lo obtenido en (4.3.15).
Cuando x > 0 obtenemos £ = z/(1+2t). En el limite cuando v — 0, por (4.3.12)

obtenemos entonces

u(z, t) = =

que esta ahora globalmente definida para todo x €e Ry ¢t > 0.

T8 % (4.3.17)

Evidentemente el frente u = x/t conecta adecuadamente el valor constante
u = 0 a izquierda y el valor x = 1 a derecha. Se trata de una onda de rarefaccion.

Acabamos de ver que el método de la viscosidad evanescente proporciona en
el limite una solucion de la ecuacion de Burgers sin viscosidad (4.2.2). Es lo que
se denomina la solucion de entropia.

Tal y como vamos a ver, la ecuaciéon de Burgers puede incluso tener varias
soluciones débiles. En este caso, la soluciéon de entropia es la que tiene significado
fisico puesto que el modelo sin difusion ha de entenderse como una idealizacion
del caso en que la viscosidad es pequena y tiende a cero.

En la situacion presente existen también otras soluciones débiles aunque,
como deciamos, la tnica con significado fisico es la denominada de entropia que
acabamos de obtener. En vista de que la solucién u se anula para z < 0 y toma

el valor v = 1 para x > t es natural considerar también soluciones de la forma

0 t
u:{ » rea (4.3.18)
1, z>at

donde la recta x = at es a determinar. Veamos cual es el valor de a que hemos

de elegir para que la funcion u dada por (4.3.14) puede ser una soluciéon débil
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de la ecuaciéon de Burgers. Recordemos que por ser solucién de la ecuaciéon de
Burgers
ug + (u?), =0 (4.3.19)

es preciso que
/ / (wpy + upy) dadt =0 (4.3.20)
o Jr

para toda funcion test ¢ € C§°(R x (0, 00)).
En el caso de una funcion de la forma (4.3.14), (4.3.16) se reduce a

/ / (ot + o) dadt =0 (4.3.21)
0 at

lo cual ocurre si y s6lo si a = 1.

Vemos por tanto que la ecuacion de Burgers admite también como solu-
ciéon débil aquella que propaga el choque a velocidad 1. Ahora bien esta tultima
soluciéon de choque no es una solucién de entropia. Tal y como hemos visto an-
teriormente la tnica solucién de entropia es aquella que desarrolla la onda de
rarefaccion.

Un resultado clasico e importante de Kruzkov (véase la seccion 11.4.3 de
[8]) asegura que la solucion de entropia es unica. Esta puede caracterizarse no
s6lo como la solucion obtenida por el método de viscosidad evanescente. Otra
manera de caracterizarla es, por ejemplo, la siguiente cota unilateral sobre la
derivada de la solucién

Uy < 1/2t. (4.3.22)

Esta cota se obtiene del siguiente modo. Formalmente, si u resuelve (4.3.19),

entonces v = u, satisface
v + (2uv)y = vy + 202 + 2uv, = 0. (4.3.23)
Aplicando el principio del maximo, deducimos que
v<w (4.3.24)
donde w = w(t) es la solucion de
w; 4 2w? =0 (4.3.25)

con dato inicial w(0) = oco. Esta solucion puede calcularse explicitamente: w(t) =
1/2t.

Ahora bien, >podemos justificar la aplicaciéon del principio del méximo para
ecuaciones de la forma (4.3.23) para obtener la comparacion (4.3.23)7 Esta jus-

tificacion puede en efecto hacerse para las soluciones de entropia. En efecto, si u
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es solucién de entropia, es el limite cuando ¥ — 0 de soluciones u,, con viscosidad

v > 0. Derivando sus ecuaciones vemos que v, = u,, , satisface entonces
2
Uyt — Y0y, gw + 20, + 2,0, 5 = 0. (4.3.26)

En esta ecuaciéon parabélica podemos aplicar el principio del maximo y deducir
que
v, < 1/2t (4.3.27)

para todo v > 0. Pasando al limite cuando v — 0 obtenemos la cota (4.3.22)

para u; = v.

Caso 4.3.2 Dato inicial ug decreciente.

Segin el analisis previo debemos de analizar los valores de £ para los que
&+ 2tug (&) = = (4.3.28)

Ahora bien, como ug es decreciente, no esta garantizado que (4.3.28) admita
una tdnica solucién para cada x € R y ¢t > 0. Mas bien al contrario, para t > 0
suficientemente grande, el término 2tug(-) de la izquierda de (4.3.28) dominara
y destruira el caracter monétono creciente de la funcion € + 2tug(€). De hecho,
el analisis de las caracteristicas ya predecia la apariciéon de choques en este caso.
Ambos hechos son reflejo del mismo fenémeno.

Consideramos nuevamente como caso modelo el problema de Riemann con

dato inicial

1, z<0
uo(x) = { 0 >0 (4.3.29)

En este caso, el cambio de variables (4.3.28) no puede aplicarse puesto que

ug no es integrable en —oo. Para evitar esta dificultad definimos

Uy (z, t) = —uy (—2x, t) (4.3.30)
de modo que

uy(z, t) = =, (—x, t). (4.3.31)
La funcién @ es solucién de la misma ecuaciéon de Burgers viscosa pero con dato
inicial

0 z <0
Uy = ’ 4.3.32
0 { -1, x>0. ( )

Tenemos ahora que estudiar las raices de la ecuacion

€ + 2t (€) = @ (4.3.33)
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que puede escribirse en la forma

{ . f=wz sl £<0 (4.3.34)

—2t=2xz, si &¢>0.

De (4.3.34) deducimos que para —2t < z < 0 se obtienen dos soluciones
distantes §&; = x y & = x + 2t. Para el resto de valores de (z, t) se tiene una
Unica solucién.

Tenemos ahora que analizar en cual de estos puntos el valor critico ¢ el valor

de H es minimo. Segtn (4.3.2), en cada punto critico £ el valor de H es

3
H(&) = tup(§) +/ Uo(s)ds. (4.3.35)
Por tanto, cuando ¢ < 0,
H() =0 (4.3.36)

mientras que, cuando £ > 0, por ejemplo, si £ = &,

&2
H(§2):t—/ ds=t—&=t—x—2t=—(t+x). (4.3.37)
0
Por tanto
H H it 0
(&) < H(&) s +x< (4.3.38)
H(&) < H(&) st t+x>0.
Deducimos asi que:
uy(z, t) ~u(x, t) (4.3.39)
donde
1, <t
=4 4.3.40
u(@, 1) { 0, x>t ( )

Nuevamente en el limite (4.3.40) obtenemos una solucién de entropia de la
ecuacion de Burgers sin viscosidad (4.2.2). Se trata de una onda de choque que
se propaga a una velocidad 1. Esto es coherente con la condicién de Rankine-
Hugoniot que se precisa para que una funcién discontinua pueda ser solucién

+

débil de la ecuacion de Burgers. Suponiendo que u™ son los valores a izquierda

y derecha del choque la velocidad de propagacion es precisamente
(u)? — (u7)?
§=—"

ut —u~

En nuestro caso, con valores u~ = 1 y u™ = 0, esto nos da una velocidad de

propagacion unidad.
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Hemos por tanto visto que el método de la viscosidad evanescente permite
obtener la solucion de la ecuacion de Burgers de entropia. Aunque no hayamos
probado aqui la unicidad, esta solucién es la tnica que tiene sentido fisico.

Mientras la solucién es regular coincide con la obtenida por caracteristicas.
Cuando no lo es puede ser de dos tipos: O bien una onda de rarefaccion, o una
onda de choque, dependiendo del signo del choque, i.e. de los valores relativos
de la soluciéon a cada lado del choque. Cuando se tiene choque, éste se propaga
con una velocidad que es la indicada por la condicién de Rankine-Hugoniot.

Con el objeto de completar esta seccion comprobamos por dltimo que el

valor asintético de la integral

L/“f<y>e*HV”dy
R

cuando v — 0 es del orden de

2TV _H(e) v
f(f) H”(é-)e )

siendo £ el punto minimo de H. De manera rigurosa, lo que esto significa es que

/ fly)e HWvay
lim R =1

v—00 f(g) H%’ﬂ&;z) e—H(&)/v

Para comprobarlo, basta ver que

200 \7? _)—neey)
s =(grg)

es una aproximacién de la identidad cuando v — oo. Es obvio que, cuando
v — 00, J,(y) — 0 exponencialmente salvo en el punto de minimo y = &.

Por otra parte,

/ Ju(y)dy — 1, v — oc.
R
En efecto, habida cuenta de que

H"(£)
2

H(y)— H(¢) = W*+0(ly—¢1°)

y haciendo el cambio de variables
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el problema se reduce a probar que

1
ﬁ/e_nze_o(yl/zng))d'l’] — 1
R

lo cual puede probarse mediante el Teorema de la Convergencia dominada.

El lector interesado en un estudio méas detallado de estas cuestiones, para
leyes de conservacion hiperbolicas méas generales, podra consultar el libro de C.
Evans [8].

4.4. Aplicaciéon del “splitting” a la ecuacién de

Burgers

En esta seccion vamos a aplicar el -método de splitting descrito en la seccion

anterior a la ecuacién de Burgers viscosa:

Up — VUge + () =f, O0<z<1, t>0
u =0, x=0,1, >0 (4.4.1)
u(z, 0) = up(x), 0<az<l.

Estamos considerando el problema en un abierto acotado con condiciones de
contorno de Dirichlet. Obviamente, al abordar el problema de Cauchy en toda
la recta real esto exige un primer paso en la aproximacién consistente en sustituir
la recta real R por un intervalo acotado [—k, k] con k suficientemente grande. El
error cometido en dicha aproximaciéon puede estimarse mediante un método de
energia. De este modo acabamos habiendo de abordar el problema de Dirichlet
en un intervalo acotado, problema que nos ocupa en esta secciéon.

Aplicando el #-método obtenemos la siguiente secuencia de ecuaciones:

k46 _ , k

u u

k+6 k+6 k k)2
— oy = :ﬁzxum—(u ) , O<x <1
/ (") E: (4.4.2)

utHtd — o k+1-0 k+1-0Y2 k40 k+6
(1—20)At _ﬁV”I¥_+((“+_)) =" ravult? 0<a <1
W0 0z =0, 1,
4.4.3
wktl — g kt+1-0 , ( )
o — vk = M g0 (@F)Y) L o<a<t
xr

(4.4.4)
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Conviene sefialar que (4.4.2) y (4.4.4) se reducen a resolver un problema de
Dirichlet lineal, que puede ser resuelto utilizando un método de elementos finitos,
lo cual proporciona un esquema completamente discreto.

El problema (4.4.3) es no-lineal aunque los experimentos numeéricos indi-
can que se obtienen esencialmente los mismos resultados si la no-linealidad
((uk+1_0)2)w se sustituye por 2 (u’”‘e (uk"’l_e)x), en cuyo caso el sistema re-
ducido que se obtiene tiene la virtud de ser lineal.

En el contexto de las ecuaciones de Navier-Stokes, el 8-método tiene la virtud
de permitir desacoplar la no-linealidad de la condicién de incompresibilidad.
Obtenemos asi
uk o R

OAt
V- -ubt? =0en Q,
uFt? =0 en 09,

— avAuFt? 1 UpFtl = R0 g ALk — (uk . V) u® en Q,

WEH1=0 _ ko
(1—20)At

uFt1=% =0 en Q,

— BuAuftI0 4 (uk+1—9 ) V) uF =0 — R0 G AR _ pE e en

kL k10
At
V-uFtl =0en Q,
Pt =0 en 0.

_ O{VA'LLkJrl + Vpk+1 _ fk+1 + ﬂVAul%FlfO . (uk‘l’l*e . V) uk+179 en Q

4.5. Ecuaciones elipticas de conveccion-difusiéon

Como hemos visto en la seccién anterior, al aplicar el método de splitting
a la ecuacion de Burgers viscosa obtenemos una familia de problemas elipticos

con conveccion cuadratica de la forma

{ ~WUgy + ()= f, O<z<1

4.5.1
u=0,2=0,1. ( )

En esta secciéon analizamos brevemente la existencia y unicidad de soluciones
para esta ecuacion.
Comenzamos recordando los resultados elementales para el problema de Di-

richlet lineal en ausencia de conveccidn:

{z/umf, <<l

4.5.2
u=0,z=0,1. ( )
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En este caso es bien sabido que para cada f € H~'(0, 1) existe una tnica

solucion débil u € H}(0, 1) que satisface

1
o 1
u/o Uzpedr = (f, o), Vo € Hy(0, 1) (4.5.3)

En (4.5.3) (-, -) denota el producto de dualidad entre H=1(0, 1) y Hg(0, 1).
Ademas, cuando f € L?(0, 1) la solucién pertence a H2(0, 1).

La solucion débil puede obtenerse mediante la aplicaciéon directa del Lema
de Lax-Milgram o bien mediante el Método Directo del Célculo de Variaciones

(MDCV), minimizando el funcional

J: H}0,1) — R,

1 (4.5.4)

T(v) = 5/0 v [2 da — (f, v).

El modo mas simple de abordar el problema no-lineal (4.5.1) es mediante una

técnica de punto fijo. Para cada v € HJ (0, 1) podemos considerar el problema

{—Vumzf—(vg)x,0<x<1

u(0) = u(1) = 0. (4.55)

Como f — (UQ)x € H~Y(0, 1), el problema (4.5.5) admite una tnica soluciéon
u € H}(0, 1). Esto nos permite definir una aplicacién no-lineal N : H} (0, 1) —
H}(0, 1) que a v € HY(0, 1) asocia N'v = u. No es dificil de comprobar que esta
aplicacion es compacta. Basta para ello constatar que si v varfa en un conjunto
acotado de H{ (0, 1), entonces (vz)x = 2vv, varia en un conjunto acotado de
L?(0, 1) y por tanto en un conjunto compacto de H~1(0, 1). Es pues natural

aplicar el Teorema de Schauder. Pero esto no es directamente posible. En efecto

v | N(v) ||§{[1)(0,1) = 1 f= @), la-r0 0 flla-101) + 110?220, 1)
< N flla-10,1) +C || v H%{(}(Ovl) .
(4.5.6)
Por tanto,
| fllz-10,1)  C
w2 0,19 < % + = 1o I, - (4.5.7)

Con el objeto de aplicar el Teorema de Schauder lo més simple es buscar una
bola Br de H}(0, 1) en la que la aplicacion de N sea invariante. En virtud de
la estimacion (4.5.7) esto exige que

I f -1

0.1
1% 1%

QRQ <R, (4.5.8)
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lo cual es posible para cualquier f € H=1(0,1) si v > 0 es suficientemente
grande o bien para v > 0 arbitrario, siempre y cuando || f |[z-1(o,1) sea sufi-
cientemente pequeno con respecto a v.

Pero este punto de vista no permite resolver el problema no-lineal (4.5.1) en
toda su generalidad. Con el objeto de hacerlo introducimos una aproximaciéon
acotada de la no-linealidad cuadratica que interviene en (4.5.1), i.e.

or(s) = rn1'n(s27 k). (4.5.9)

Consideramos ahora, en lugar de (4.5.1), el problema con no-linealidad truncada

{ —VUgg + (¢k(u))x =f 0<z<l1 (4.5.10)
U =

w(0) = u(1) = 0.

En esta ocasion el argumento anterior permite concluir la existencia de una
solucion wuy, € HE(0, 1). En efecto, en el presente caso, la condicién sobre el
radio R de la bola Bg que se precisa para aplicar el Teorema del punto fijo de

Schauder es simplemente

B 2
| f lz-100,1 L OR
12 124

R, (4.5.11)

que, evidentemente, se cumple si R > 0 es suficientemente grande.

Por otra parte, no es dificil obtener una cota uniforme sobre la sucesion de
soluciones aproximadas {us};~o. En efecto, multiplicando en (4.5.10) por uy e
integrando por partes o, més b_ien, utilizando la propia funcion u; como funciéon

test en la formulacion débil de (4.5.10) obtenemos

1 1
V/O |uk,z\2daﬁ —/O o (ug)ug, odz = (f, ur). (4.5.12)

Ahora bien, como

br(up)ug, » = 9 (Y (ur))

ox
donde .
Yi(s) = / pr(0)do,
se tiene
1 1 8
0 0o 0T
Por tanto

1
1// |u;wg|2 dx = (f, ug) (4.5.14)
0



4.5. ECUACIONES ELIPTICAS DE CONVECCION-DIFUSION 215

lo cual implica la cota

1
w2 0,1)< > I flla-100,1), V&> 1. (4.5.15)

Esto permite pasar al limite en las soluciones aproximadas. En efecto, como
{uy} esté acotada en H}(0, 1) se puede extraer una subsucesion, que seguimos

denotando mediante {u}, tal que
uy — u débilmente en H} (0, 1). (4.5.16)
Esta sucesion puede ademas extraerse de modo que

uyp — u fuertemente en L?(0, 1) (4.5.17)

up — up.c.t. x € (0, 1). (4.5.18)

Esto permite pasar al limite en la formulacion débil de (4.5.10):

1 1
/ Uk, o Pz dT 7/ or(u)pedr = (f, ), Yo € H (0, 1). (4.5.19)
0 0

En efecto, pasando al limite en (4.5.19) obtenemos que el limite u € H}(0, 1)
es solucion débil de (4.5.1) puesto que satisface

1 1
/ Ugppzdr — / u o dr = (f, @), Vo € Hi (0, 1). (4.5.20)
0 0

En virtud de la convergencia débil en Hg (0, 1) de {uy}, la tnica dificultad para
obtener (4.5.20) de (4.5.19) es el paso al limite en el término no-lineal. Esto

puede hacerse comprobando que
ér(ug,) — u? débilmente en L*(0, 1).
Esto es asi puesto que, en virtud de (4.5.18),
br(ur) — u?, p.ct. z € (0, 1)
y, por otra parte,
H¢k(uk)||Lw(0,1) < ||uiHLw(o,1) <I| ux H%M(o,l)f Cllu ||%13(0,1)S C. (4.5.21)

En este punto hemos usado el siguiente lema clasico de convergencia que se

demuestra gracias al Teorema de Egorov.
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Lemma 4.5.1 Sea Q un dominio acotado de R™. Sea hy : Q@ — R una suce-

sion de funciones medibles tales que

| Ak lr)< C, VE > 1

conp>1ly
hx — h, p.c.t. x € Q.
Entonces
hiy — h en LY(Q),V1<g<p
)

hi — h débilmente en LP(2),
sip < oo o débil-x en L sip= oc.

Gracias a este argumento que combina la aproximacién por truncatura y el
paso al limite hemos probado la existencia de al menos una solucion de (4.5.1)
para cada f € H=1(0, 1) y cada v > 0.

Veamos ahora que esta solucién es tnica.

Como es habitual en estos casos suponemos que existen dos soluciones u1, us,

definimos v = w1 — us e intentamos probar que v = 0. La funcion v satisface

—m;m—I—(u%—u%)m:O, 0<z<l, (4.5.22)
0(0) = (1) =0,

Si bien el resultado de unicidad se cumple para todo v > 0, en estas notas
lo probaremos tnicamente para v > (0 suficientemente grande.

Multiplicando en (4.5.22) por v e integrando por partes obtenemos

1 1
1// vide = / (u1 + ug) vuzda
0 0

Ur T U2 [[Le=(0,1)]] U |[L2(0, 1)l Y= [[L2(0,1)
[ s+ || [ ol [ vz ||

IN

de donde deducimos que
viivllaion< Cllur +u2 [lzeo nll v a0 1
con C' > 0, independiente de v. Es decir
v < C |l up 4+ ug ||peo,1) - (4.5.23)

Ahora bien, cualquier solucion de (4.5.1) satisface

V/luidx: (f, u).
0
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1
/ wuydr = 0.
0

vl us 2o, <N f llz-100,1)5

Esto es asi puesto que

Por tanto

y por consiguiente,

viwlzeon< Ol lla-—ro,) - (4.5.24)

Combinando (4.5.23) y (4.5.24) se deduce que

C
v < > | f ||H—1(o,1),

lo cual es imposible si ¥ > 0 es suficientemente grande.
Esto prueba la unicidad si v > 0 es suficientemente grande.
Los mismos argumentos permiten probar la existencia y unicidad (si v > 0

es grande) para las soluciones del problema de Navier-Stokes estacionario

—vAu+ (u-Vu+Vp=f en
Vou=0 en
u=0 en OfL.

Esto justifica la existencia y unicidad de las soluciones aproximadas obtenidas

mediante la aplicacion del 8-método de splitting de la seccién anterior.

4.6. Sistemas de leyes de conservacién y solucio-

nes de entropia

En este capitulo recogemos brevemente algunos aspectos tebricos sobre la
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones escalares hiperbolicas.

Se trata de modelos de gran importancia en numerosos campos y, en parti-
cular, en Mecanica de Fluidos. Precisamente a causa de su importancia han sido
objeto de un intensisimo estudio tanto en el ambito tedrico como en el diseno
de métodos numéricos eficaces.

En este capitulo nos centraremos en los aspectos mas basicos analizando s6lo
el caso de ecuaciones escalares aunque muchas de las ideas que desarrollaremos
son aplicables en un contexto mucho més amplio y, son hoy en dia utilizadas en
aplicaciones muy importantes, en particular en el &mbito de la Aeronatutica.

En estas notas nos guiaremos por el libro de E. Godlewski y P. A. Raviart
[11].



218 CAPITULO 4. ECUACIONES DE CONVECCION-DIFUSION

Aunque, como deciamos, nos centraremos en el caso de ecuaciones escalares,

empezaremos presentando el sistema vectorial tipo:
o~ D
§ : _ _ d
§+j7187{1,‘j(fj(u))70"%7(1‘1’.“7xd)€R 7t>0 (461)

donde la incognita u = u(z, t) es un vector de p componentes

Uy

Up
Las no-linealidades o funciones de flujo f; son también funciones vectoriales

flj

fpj

que supondremos de clase C*.
Se trata pues de un sistema de p ecuaciones en R;l X Ry.
Frecuentemente escribiremos el sistema de manera mas compacta del siguien-
te modo:
Ju .
vl div (f(u)) =0, (4.6.2)
donde div denota el operador de divergencia en las variables espaciales.
El sistema (4.6.1) representa una ley de conservacion. En efecto, integrando

las ecuaciones en un recinto D de R? obtenemos que
d
— [ udx+ fw)-ndo=0
dt Jp aD

donde n denota el vector exterior unitario a D y - el producto escalar en R¢.

Consideraremos la matriz Jacobiana del flujo

[ 0fij(u)
Aj(u) = <<9Juk)1gi,k§p.

Algunos de los ejemplos més relevantes de este tipo de sistemas son:

e La ecuacion de Burgers
Las ecuaciones de Burgers en su version viscosa y no viscosa respectivamente

son:
ou
Ut — VUgy + u— =0,

ox
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0 [u?

Esta ultima se trata de un caso particular de ecuaciones escalares de la forma

en las que el flujo f es convexo.

e La ecuacion de Buckley - Leverett
Se trata de un modelo uni-dimensional para un flujo bi-fasico de fluidos
inmiscibles. Un ejemplo tipico de este tipo de modelos con porosidad constante

(=1) y en el que se ignora los efectos de capilaridad y gravedad es:

ds 0
a7 %(f(s)) =0,

con

T6) = =

donde p denota la viscosidad (que suponemos constante) para los dos medios
(el subindice w se refiere al agua (water) y el o al petroleo (oil)).
La incognita s representa la saturaciéon. La no-linealidad en este caso es una

funcién convexa y regular de [0, 1] en [0, 1].

e El p-sistema
Se trata de un sistema de dos ecuaciones para la dinamica de gases isentro-

picos uni-dimensionales en coordenadas Lagrangianas:

ov  Ou

g %

Fn + %(p(v)) =0.

En este sistema v es el volumen especifico, u la velocidad y p = p(v) una funcion
de presion dada.

Conviene observar que toda ecuacion de ondas de la forma

Lo (Y,
Wit 52 \7 oz -

puede escribirse en esta forma en la variable

ow o
8t7v_8x

con p(v) = —o(v).
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¢ El sistema de la dinAmica de gases en coordenadas Eulerianas

Bajo condiciones de simetria adecuadas el sistema es de la forma:

dp 0 B

e + %(PU) =0,

d(pu) 2 2 _
5t +8x(pu +p) =0,

%(pe) + %((pe + p)u) = 0.

En este caso p representa la densidad, u la velocidad, p la presion y e = e+ |
u |* /2 la energia especifica total, siendo ¢ la energia interna especifica. Este
sistema puede escribirse como un sistema de la forma general (4.6.1) con d =1
y p = 3 en las incognitas p, m = pu y F = pe.

Una de las propiedades mas relevantes de estos sistemas es que, contraria-
mente a lo que ocurre tipicamente en los sistemas lineales, incluso cuando los
datos del problema son regulares, las soluciones no lo son y, més concretamente,
desarrollan discontinuidades en tiempo finito.

Para convencerse de ello basta con considerar la ecuacién escalar en una

dimension espacial:

(4.6.3)

u+ 0, (f(w), z€eR, t>0
u(z, 0) = up(x), = €R.

Sea a(u) = f'(u).
Es facil entonces comprobar que las soluciones, mientras son regulares, son

constantes a lo largo de las caracteristicas que son rectas de la forma
z =0+ ta(up(zo)).

Supongamos ahora que el dato inicial ug y la no-linealidad f son tales que

existen dos puntos x; < x5 tales que
my = 1/ag(uo(z1)) < me = 1/a(ug(x2)).

Entonces, las caracteristicas que arrancan de los puntos xi y 2, que tienen
pendientes m; y meo respectivamente necesariamente se cruzan en un punto P
en tiempo finito. La solucién no puede ser continua en este punto puesto que los
dos valores ug(x1) y up(z2) son incompatibles. El tiempo en el que se produce

esta discontinuidad o choque es

t= (xg — xl)/(a(uo(xl)) — a(uo(:vg))).
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Esto demuestra que, salvo que la funciéon x — a(uo(x)) sea monotona creciente,
el choque necesariamente se producira en un cierto tiempo finito ¢ > 0. El tiempo

minimo de explosién resulta ser:

7 — g A0(wo®))

4.6.4
min —— (4.6.4)

Este método, denominado de caracteristicas, permite construir soluciones
regulares, constantes a lo largo de las mismas, hasta el tiempo de explosién en
el que se genera un choque o discontinuidad. Esto hace que sea necesario que
elaboremos un concepto de solucion débil, posiblemente discontinua.

Las soluciones débiles pueden caracterizarse del modo usual mediante fun-

ciones test. Mas concretamente han de satisfacer

d

0:/00/ ua—(p-i-Zf(u)a—Lp dmdt+/ uo(z) - p(z, 0)dx
o Jra ot et J z; Rl ’
Vi € G (RY x [0, o)),
(4.6.5)
siendo C} el espacio de las funciones de clase C! y de soporte compacto.

Este concepto de solucion en el sentido de (4.6.5) tiene perfecto sentido en
el marco de las funciones u € LS, (R% x (0, 00)).

Esta formulacion débil puede ser interpretada de manera muy gréfica y geo-
métrica para funciones u de clase C' y que son discontinuas a lo largo de una
hipersuperficie ¥. Supongamos que n = (nl, cee, Ng, nt) es el vector normal a
esta superficie y que u™ y u~ son los valores de la solucién a ambos lados de
ella. Se tiene entonces que u es solucion débil de (4.6.1) si y solo si se verifican

las dos siguientes condiciones:

e 1 es una solucion clasica de la ecuaciéon a cada lado de la superficie ¥ en

la que es C';

e u satisface la siguiente condicién de salto sobre X:

(uy —u_)ng + i (fi(uy) = fi(u))na, =0. (4.6.6)

j=1
La condicion (4.6.6) se denomina condicién de Rankine-Hugoniat (RH). Utili-
zando la notacion [-] para el salto puede escribirse de manera mas compacta del

siguiente modo:

d
nefu] + Z na, [fj(u)] = 0. (4.6.7)
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Esta condiciéon relaciona la velocidad de propagaciéon del salto con su amplitud.
Por ejemplo, en una dimensién espacial (d = 1), suponiendo que ¥ es una
curva regular de parametrizacion (t, 13 (t))7 el vector normal es de la forma n =
(1, —s), s =¢&'(t), y por tanto la condicion de RH se escribe

sfu] = [£(w)] (4638)
En el caso particular de la ecuacién de Burgers en que f(z) = 22/2 obtenemos
s = (u+ +u7)/2,

lo cual indica que el salto se propaga con una velocidad que coincide con la
media de los valores de la solucién a cada lado del mismo.
Consideremos algunos ejemplos.

Resolvemos la ecuacion de Burgers

u?
con dato inicial
1, <0
u(z, 0) =up(zr)=¢ 1—2z, 0<z<1 (4.6.10)
0, 1

Las caracteristicas son entonces de la forma

xo +t, 9 <0
z(zo, t) =< zo+t(l—z0), 0<z0<1,
o, To < 1.

Para ¢t < 1 las caracteristicas no se cruzan. Eso permite obtener la solucién por
el método de las caracteristicas que preserva la misma regularidad que el dato
inicial: Se trata de una funcion lineal a trozos continua y, por tanto, es Lipschitz.

Obtenemos asi:

L, xz <
u=+¢ (1—2)/(1-t), t<z<1 (4.6.11)
0, rz>1

en el intervalo temporal 0 < ¢t < 1.
Cuando t = 1 se produce un choque en el punto x = 1 en el que entran en

conflicto los valores 0 y 1 de u(u+ y u_). En este caso la condicion de RH nos
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indica que el choque se habra de propagar con velocidad s = 1/2. Definimos por

tanto para t > 1 la siguiente funcion constante a trozos:

L z<(t+1)/2,

u(z, t) = { 0. x> (t+1)/2 (4.6.12)

Las expresiones (4.6.11) y (4.6.12) proporcionan la solucion de (4.6.9)-(4.6.10)
buscada.

Consideramos ahora la ecuacion de Burgers pero con dato inicial discontinuo:

ug, <0
ug =
Up, x> 0.

Este problema de Cauchy se denomina el problema de Riemann.
La condicion de RH nos proporciona una solucién constante a trozos con
una discontinuidad que se propaga con velocidad s = (ue + ur) /2. Obtenemos

asi

(. t)—{ u, =< (ug+uy)/2
Ur, x> (ug+uy)/2.

Sin embargo esta no es la unica solucion débil posible. De hecho pueden
encontrarse muchas otras. En efecto, para cada a > méx (W, —u,,) la funcién
definida por

ug, T < 81t
—a, sit<x<0,
a, 0 < x < sat,

Up, T > Sot,

es también una solucién débil si
s1 = (u1 — a)/2, S9 = (ur +a)/2,

de forma que la condicién de RH se satisface a lo largo de cada choque. Obte-
nemos asi una familia uniparamétrica de soluciones débiles discontinuas.

Por otra parte, cuando uy < u,, podemos también encontrar una solucién
continua pues las caracteristicas no se cortan. De hecho, el método de las ca-
racteristicas permite determinar la solucion (que toma valores u; y u,) salvo
en la region vy < x/t < u,. Este espacio puede rellenarse gracias a la funcion
v = x/t que es una solucion de la ecuacion de Burgers. Obtenemos asi la solucion

continua
Up, T < upt

u(z, t) =4 z/t, ut <z <upt

Upy, T > Upl.
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Es lo que se denomina una onda de rarefaccion.

Estos ejemplos demuestran que, a pesar de que la nocién de solucion dé-
bil regular a trozos y con posibles choques a lo largo de los cuales se satisface
la condicién de RH, permite incorporar las soluciones discontinuas que las ca-

)
racteristicas necesariamente generan, no es un marco funcional suficiente para
garantizar la unicidad. Para ello es necesario introducir un criterio de entropia
que seleccione la solucion “fisica” o “buena” en la clase de soluciones débiles
existentes.

Son varias las maneras de introducir el criterio de entropia. En estas notas

nos limitaremos al estudio de ecuaciones escalares de la forma
up +div (f(u)) =0, x € RY, ¢ > 0, (4.6.13)

en las que la incognita u = u(z, t) es una funcion escalar.

La ecuaciéon (4.6.13) es un modelo simplificado que se asemeja a las ecua-
ciones de Euler para un fluido perfecto o ideal, en ausencia de viscosidad. Pero
estos no son méas que una idealizacion o aproximacion de los fluidos con viscosi-
dad pequeiia. Es por tanto natural considerar (4.6.13) como una simplificacion
del modelo viscoso

up —eAu+div (f(u)) =0, z € R, ¢t > 0. (4.6.14)

Consideraremos que una solucién débil de (4.6.13) es una solucion de entropia
cuando sea el limite cuando € — 0 de soluciones u. del problema viscoso.

En el caso particular de la ecuacion de Burgers

u2
ug + ( > =0, (4.6.15)
2 xr
se trata por tanto de definir sus soluciones de entropia como aquéllas que son
limite cuando € — 0 de las soluciones de Burgers viscosas:

w2
Up — EUgy + (2> =0. (4.6.16)

En este caso particular, la transformacién de Hopf-Cole permite transformar

la ecuacion viscosa (4.6.16) en la ecuacion del calor
Vg — EVpy = 0, (4.6.17)

cuya solucion puede calcularse explicitamente por convolucién con el nicleo de
Gauss.

De este modo la soluciéon de entropia de (4.6.15) puede calcularse explici-
tamente. Se observa entonces que, en particular, en el caso del problema de

Riemann, la soluciéon de entropia es como sigue:
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e Cuando uy > u,, obtenemos la solucién discontinua con valores uy y u, a

izquierda y derecha del choque que se propaga con velocidad s = (ue +

ur) /2.

e Cuando uy < u,, obtenemos la onda de rarefaccion.

Vemos por tanto que, en este caso particular, el criterio de entropia obtenido
por la viscosidad evanescente permite identificar de manera tnica la soluciéon de
entropia.

La solucién de entropia en este caso puede también caracterizarse mediante
la utilizacion de principio del méximo. Indiquemos brevemente como ésto puede
hacerse.

El problema (4.6.16) es parabdlico y por tanto sus soluciones son regulares.

Derivando (4.6.16) con respecto a x obtenemos que w = u, satisface
Wi — EWgq + (uw), = 0,
que puede también reescribirse como
Wy — EWqpg + w2 4+ uwy = 0. (4.6.18)

La ecuacion (4.6.18) satisface el principio del méaximo y admite la solucion ex-
plicita
w* =1/t. (4.6.19)

Como su dato inicial es w(0) = oo, toda solucion de (4.6.18) esté por debajo de
ella. Obtenemos por tanto que

Uy =w < 1/t (4.6.20)

para todo ¢ > 0.

Como la solucién de entropfa de (4.6.15) es el limite de soluciones de (4.6.16)
cuando ¢ — 0, la desigualdad (4.6.20) se preserva en el limite. La condicion
(4.6.20) caracteriza la solucion de entropia.

Es facil ver que (4.6.20) selecciona las soluciones de entropia obtenidas me-
diante el método de la viscosidad evanescente. En efecto, cuando u, > u,, he-
mos elegido la solucion discontinua con la condicién de propagaciéon del choque

s = (u¢ + uy) /2. Esta solucion satisface (4.6.20) puesto que, en este caso,
Uy = (ur - u()éw(t)

siendo z(t) el punto donde se ubica el choque.
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Cuando u¢ < u,, hemos obtenido la onda de rarefaccion. En este caso (4.6.20)
se verifica con igualdad puesto que la derivada espacial de v = x/t es precisa-
mente 1/t.

La condicion (4.6.20) es conocida como la condiciéon de Oleinick.

La condiciéon de entropia puede atin describirse de otro modo alternativo.
Se trata de la manera mas conveniente para probar la unicidad de la misma,
siguiendo el trabajo pionero de Kruzkov.

Consideremos la siguiente familia uniparamétrica de funciones de entropia
U(u)=lu—Fk|, keR. (4.6.21)
Multiplicando por (4.6.14) por sgn(u — k) obtenemos
upsgn(u — k) — eAusgn(u — k) + div (f(u)) sgn(u — k) = 0. (4.6.22)

La funcion —eAusgn(u — k) es no-negativa en el sentido de las distribuciones

puesto que sgn(u — k) es monotona creciente. Por otra parte, el término

div (f(u)) sgn(u — k)

se puede describir como

div (F(u))
donde F'(u) es la funcion del flujo de entropia
F(u) = (f(u) — f(k)) sgn(u — k). (4.6.23)

De este modo vemos que

oU (u)
ot

para toda solucién del problema viscoso (4.6.14), para todo € > 0, y para todo

+div (F(u)) <0, (4.6.24)

par de entropia-flujo de entropia (U, F') con k € R arbitrario.

Nuevamente, es natural imponer a la solucién de entropia de la ecuacion
hiperbolica (4.6.13) que la condicion (4.6.24) se cumpla como resultado de paso
a limite ¢ — 0.

Al adoptar este punto de vista se plantean dos problemas:

e FExistencia: Para probar la existencia de la soluciéon de entropia que satis-
face (4.6.24) es preciso demostrar que la solucion débil de (4.6.13) es limite
cuando € — 0 de soluciones de (4.6.14) en un sentido suficientemente fuer-
te como para poder pasar al limite en el sentido de las distribuciones en
los términos no-lineales U(u) y F'(u) de (4.6.24).
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o Unicidad: Una vez que la solucion que satisface (4.6.24) ha sido construida

es preciso probar su unicidad.

En lo sucesivo vamos a abordar estas dos cuestiones con el objeto de concluir
un resultado de existencia y unicidad de soluciones de entropia para la ley de
conservacion.

Para ello consideramos en primer lugar el problema viscoso:

p— 1 - d
{ up —eAu+div (f(u)) =0, zeR? ¢>0 (4.6.25)

u(z, 0) = uo, r € RL
Se tiene el siguiente resultado de existencia y unicidad de soluciones:

Theorem 4.6.1 Supongamos que f es de clase C™, m > 1 y que el dato inicial
ug pertenece a H™(RY) N L>(R%). Entonces, para cada € > 0, (4.6.25) admite

una unica solucion tal que
u e L*(0, T; H™H(R%0) N L>(0, T; H™(RY)) (4.6.26)
para todo T'> 0 y

o*u L2(0, T; H™H1=2K(RY)) N L2 (0, T; H™2F(R?)), m > 2k

— €

oF L*(0, T; L*(RY)), m =2k — 1.
(4.6.27)

Demostracion del Teorema 4.6.1. Para una demostracion detallada sugeri-
mos la seccion II. 2 de [11]. En estas notas nos limitaremos a indicar las ideas

principales de la prueba.

e Paso 1. Suponemos en primer lugar que f es globalmente Lipschitz y que
el dato inicial ug pertenece a L?(R%). Es entonces facil probar mediante un
argumento de punto fijo que (4.6.25) admite una tnica solucion en la clase

ueW(0,T) (4.6.28)
donde W(0, T) es el espacio
W(0, T)=L*(0, T; H'(RY) n H*(0, T; H~'(RY)). (4.6.29)

Este espacio est4 incluido con continuidad en BC ([0, T; L*(R%)).
El argumento de punto fijo puede aplicarse tanto en la ecuacion integral

asociada a (4.6.25) como en su formulacion variacional.
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De este modo se obtiene la existencia local de soluciones. Es decir, la exis-
tencia de un tiempo T > 0 (que puede depender de € > 0) para el que existe
una anica solucion en la clase (4.6.28).

La solucién puede ser prolongada a una solucién global definida para todo t >
0. Para ello es preciso obtener una estimacién a priori que excluya la posibilidad
de explosion en tiempo finito. Esto se obtiene con facilidad en este caso. En
efecto, multiplicando en (4.6.25) por u e integrando en R¢ obtenemos

1d 9 9 i
ia/du dx—}—s/d | Vu | dx:—/ddlv(f(u))udx.
R R R

Ahora bien,

/ div (f(w)udz = [ f'(u) ~Vuudx:/ div (G(u))dz =0
R¢ R¢ R4

donde .
G(z) = / f'(s)sds.

0
Deducimos por tanto que
Ld

2 2
- d A4 dr = 0.
5 7t Rdu ers/Rd| ul®de=0

Integrando esta ecuaciéon en tiempo obtenemos

t
[ u(t) |12 ra +25/0 I Vu(s) 172 (gay ds = wo |72 gay - (4.6.30)

De esta identidad se deduce que no se puede producir explosiéon en tiempo fi-
nito. La solucién se prolonga por tanto a una solucién global u € BC([0, co); L?(R%))
tal que Vu € L2(R? x (0, 00)).

Obtenemos asi el resultado de regularidad (4.6.26) con m = 0.

e Paso 2. Supongamos ahora que ug € L= (R?) N L?(RY). Vamos a probar que

la solucién definida en el paso anterior verifica la cota

Esto permite extender el resultado del paso anterior a no-linealidades f € C?,
sin necesidad de suponer que sean globalmente Lipschitz.

Con el objeto de probar (4.6.31) basta con demostrar que u < k siendo
k = max(ug). Del mismo modo se prueba que u > — || ug |- Para ello

multiplicamos la ecuacién por sgn(u — k) e integramos en R?. Obtenemos que

d

@ | (u—Fk)tdr <0, (4.6.32)
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puesto que:
/ div (f(u)) sgn(u — k)Tdz =0 (4.6.33)
R4

- Ausgn(u —k)Tdx < 0. (4.6.34)
R4

El hecho de que (4.6.33) se cumpla es consecuencia, nuevamente de que
div (f(u)) sgn(u — k)t = div (Gx(w))

para una funcion G adecuada.

El que (4.6.34) se satisfaga es producto del hecho que sgn(u — k)™ es una
funcién monoétona creciente. En realidad la prueba de (4.6.34) pasa por utilizar
como funcién test funciones de la forma ¢, (u— k), siendo ¢, una regularizacion

de la funcién sgnt.

e Paso 3. En el marco de las hipotesis generales del Teorema basta probar la
regularidad anadida de la solucion (4.6.26)-(4.6.27) con m > 1 arbitrario. Esto
puede hacerse tomando derivadas sucesivas de la ecuacion.
En primer lugar observamos que la ecuaciéon que u satisface puede escribirse
en la forma
u —eAu = —f'(u) - Vu.

Como u € L*(0, T; H'(R%)) N L>*(R* x (0, T)), deducimos que
f(u) - Vue L*(R? x (0, 7).

Suponiendo que ug € H'(R?), resultados clasicos de regularidad para la ecuacion

del calor lineal garantizan que
u e BC([0, T); HY(RY)) n L2(0, T; H*(RY));
up € L? (Rd x (0, T))
Esto proporciona el resultado del Teorema 4.6.1 cuando m = 1.
Con el objeto de obtener regularidad adicional consideramos las sucesivas

derivadas de u. Tomando la deriva con respecto a t de la ecuaciéon que u satisface

deducimos que u = v; verifica la ecuacion
. /
vy — eAv = —div (f'(u)uy).

De los resultados anteriores deducimos que el segundo miembro pertenece a
L*(0, T; H~'(R%)) de donde deducimos que v € BC([0, T]; L*(R%))NL?(0, T; H'(R%))
siempre y cuando

v(0) = ut(0) = eAu(0) — div (f(u(O))) = eAug — div (f(uo)) € LQ(}Rd),
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cosa que esta plenamente garantizada bajo las hipotesis del Teorema con m = 2.
Iterando este proceso el resultado puede demostrarse para m > 1 arbitrario.m
Para probar la existencia de una soluciéon de entropia hemos de ser capaces

de pasar al limite cuando € — 0 en las soluciones obtenidas en el Teorema 4.6.1.

La dificultad mayor reside en la obtencion de la compacidad suficiente para

pasar al limite en el término no-lineal. En particular, la estimacién de energia

(4.6.30) es insuficiente a tal fin.

Tenemos el siguiente resultado, que proporciona estimaciones uniformes so-

bre Vu en L'(R?), uniformemente en t > 0y en ¢ > 0.

Lemma 4.6.1 Supongamos que ug € L*(RY) N L>(R?) N BV (RY).
Entonces la solucion u. de (4.6.25) satisface
| e lor@ey < |l wo o1 (e, 4.6.35

(

/Rd ue(z, t)yde = /Rd uo(x)dz, (4.6.36
(
(

IN

4.6.37
4.6.38

| e — ve || 21 (ma) | wo —vo llL1 (e

)
)
)
)

IN

| Ve [|1(ay TV (uo),

para todot > 0 y e > 0, ug, vo € L' (R?), siendo u. y v. las soluciones corres-
pondientes de (4.6.25).

Demostracion. Para obtener (4.6.36) basta integrar la ecuacion que u satisface

en R? y usar que
Audx = / div (f(u))dz = 0.
R4 Rd

Para obtener (4.6.35) multiplicamos la ecuacion por sgn(u). Utilizando que
- Ausgn(u)dz >0
Rd
y que
/ div (f(u)) sgn(u)dz = 0,
Rd

deducimos que
d

dt Jpa
de donde se deduce a su vez (4.6.35).
Para obtener (4.6.37) consideramos las soluciones u y v de (4.6.25) con datos

|u|dx <0

iniciales ug y vg. Entonces w = u — v satisface

wy — eAw = —div (f(u) — f(v)).
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Multiplicando en esta ecuacion por sgn(u — v) = sgn(w) obtenemos que

d
— |u—v]|dx <O0.
dt S
Esto es asi puesto que — Awsgn(w)dx > 0y que
Rd

/]Rd div (f(u) — f(v)) sgn(u — v)dz = 0.

La propiedad de contraccion en L'(R?) (4.6.37) permite deducir la estima-
cién (4.6.38) en BV (RY). En efecto, sean u y uy, las soluciones de (4.6.25) con

datos ug y uo, », respectivamente, siendo ug, 5, una traslacion de paso h de uyg, i.e.
o, (x) = up(z + hey)

siendo en, @« = 1,---, d, uno de los vectores unitarios de la base canoénica de
Rd
Por invarianza (4.6.25) con respecto a traslaciones y por la unicidad de la

solucién, deducimos que
up(z, t) = u(x + heayt).
Por la propiedad de contraccion en L'(R?) se concluye que

| w—un |lL1(ra) - | wo — wo,n [l21(ra)
h - h '

Pasando al limite cuando h — 0, deducimos (4.6.38).
Con el objeto de probar la compacidad de las soluciones u. conviene probar

una estimacion sobre las derivadas temporales dyu.:

Lemma 4.6.2 Supongamos que los datos iniciales de (4.6.25) son tales que,
ademds de estar uniformemente acotados en L*(RY) N L= (R?) Nw 1 (RY), sa-

tisfacen la cota uniforme
3 || AUQE ||L1(Rd,)§ C. (4639)

FEntonces

€ >
|| atu ||L1(Rd)< CTV(UQ), (4640)

para todot >0 ye > 0.
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Demostracién. Consideramos en este caso traslaciones temporales u., » de las
soluciones u. de (4.6.25). Procediendo como en la prueba del Lema anterior

deducimos que
| we(t) —ue, 7 (t) | L1 ray<I| ue,0 — te,+(0) ||L1(Ra) -
Pasando al limite cuando 7 — 0% deducimos que
| Orue [|Lrmay < | Orue(0) || L1 (mey (4.6.41)
< e Aug,e g ray + | div (f(ue,0)) [l ey

la hipotesis (4.6.39) permite acotar el primer término del miembro de la derecha

de (4.6.41). El segundo miembro puede acotarse del modo siguiente:
| div (f(ue,0)) llor@aey< Me || Vue,o || L1 ray

siendo
M, = mix ()] .

Is|<lluo, ellos
De este modo se concluye la prueba de (4.6.40).m
Estamos ahora en condiciones de probar la existencia de una solucién de

entropia para (4.6.13).

Theorem 4.6.2 Supongamos que el dato inicial uy pertenece al espacio L' (Rd)ﬁ
L>®(RY)NBV(RY) y que la no-linealidad f es de clase C*. Entonces el problema

. _ Rd
uy +div (f(u)) =0 en " t>0 (4.6.42)
u(zx, 0) = ug(x) en R
tiene una solucion de entropia que verifica (4.6.24).
Ademds, la solucion pertenece a la clase
u € L (R* x (0, 00)) N BC([0, 00); L*(R?)) (4.6.43)
y satisface las estimaciones
| % [loo <[l 1o [loos (4.6.44)
TV (u(t)) < TV (ug), Vt > 0, (4.6.45)
|| ’u(tg) - u(tl) HS CTV(UO) | t2 — tl |7 th, tQ 2 0. (4646)

Demostracion. Utilizamos el método de aproximaciéon y paso al limite basado

en las regularizaciones viscosas (4.6.25).
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En primer lugar hemos de construir los datos iniciales para las ecuaciones
regularizadas (4.6.25). Esto puede hacerse convolucionando el dato inicial ug
con una aproximacion de la identidad. De este modo no so6lo se preservan, uni-
formemente en € > 0, las estimaciones que las hipdtesis sobre ug proporcionan,
sino que podemos ademaés garantizar que se satisface (4.6.39).

Aplicando los resultados anteriores obtenemos una familia de soluciones u,

de (4.6.25) que satisfacen las siguientes cotas, uniformemente en € > 0:

Il tte floo <[l 4o [loo; (4.6.47)
It W e (0,7, 20, 22 ee) < © (4.6.48)
| Ve ||, (07T;L1(Rd))§ C, (4.6.49)
| Orue ||, (0.7 21 mey) = & (4.6.50)

Dado un dominio acotado Q de R? como la inclusion W1 1(Q) — L(Q) es
compacta, deducimos que para todo 0 < t < T, u.(t) permanece en subconjunto
compacto de L'(Q). Por otra parte, de la cota (4.6.50) se deduce que u. es
uniformemente equicontinua en [0, 7] a valores en L!(R%).

Por el Teorema de Ascoli-Arzela deducimos por tanto la existencia de una

subsucesion (que seguimos denotando por el subindice ¢) tal que
ue — wen C([0, T]; L'(Q)).

Utilizando una familia de conjuntos compactos que cubran todo R? y un proce-
dimiento de extracciéon diagonal deducimos que

Ue — U €1 C([Ov T]7 Llloc(Rd))'

De hecho, el limite u € C([0, T}; L'(R%)). En efecto, de la cota (4.6.48) se
deduce que
[ u(t) [[L1ray< C, VO <t < T.

Ademas de (4.6.50) se deduce que
| u(tz) = u(ty) [ @ey< C | t2 =t |,

de donde se concluye la continuidad en tiempo a valores en L!(RY).

Por otra parte, de (4.6.47) se deduce que

Il oo <[l o floo -
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De estas estimaciones se concluye que u € C ([0, T); L? (Rd)) para todo p fini-
to
1<p<oo.

La estimacion (4.6.45) se obtiene también como consecuencia inmediata del
paso al limite.

De las convergencias anteriores es facil comprobar que el limite u construido
de este modo es una solucion débil de entropia de (4.6.25). La tnica dificultad
a la hora de comprobar este hecho es el paso al limite en los términos no-
lineales pero ésto es posible como combinacion de la cota L uniforme (que hace
irrelevante el crecimiento de la no-linealidad en el infinito) y de la convergencia
fuerte en C([0, T; LP(R)).

En el Teorema anterior hemos probado la existencia de una solucién de
entropia. Queda probar su unicidad. Se trata de un resultado de una importancia
historica en este campo debido a Kruzhov.

Recordemos que una solucion débil de (4.6.25) se dice solucion de entropia

si verifica que

oo
/ / [|u—kl 8¢ +sgn(u—k)(f(u) — f(k)) - Vu]dzdt >0
0 Jrd
para toda funcién test no-negativa ¢ € C§°(R% x (0, T')), ¢ > 0y todo k € R.
Tenemos el siguiente resultado:

Theorem 4.6.3 Sean u y v dos soluciones de entropia de (4.6.25) asocia-
dos a datos iniciales ug, vg € L*(R?), tales que u, v € L= (R? x (0, 00)) N
BC([0, TY; L},.(RY)), para todo T > 0.

Entonces, siendo

M = méax { | f'(€) || & |< méx(]| u [, | v [l },

tenemos que

/ | u(z, t)—v(z, t) | de < / | up(z)—vo(z) | do, VR > 0, p.c.t.t > 0.
lz|<R |¢|<R+Mt

Omitiremos la prueba de este resultado. El lector interesado podra encontrar

una presentacion de la misma en el libro [11]

4.7. Esquemas numéricos de aproximaciéon de le-

yes de conservaciéon escalares

En las secciones anteriores hemos desarrollado una teorfa que permite con-

cluir la existencia de unicidad de soluciones de entropia para leyes de conser-
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vacion escalares en una y en varias dimensiones espaciales. El método de cons-
truccion empleado ha sido el de la viscosidad evanescente, que es un método de
aproximacion. El objetivo de esta seccion es obtener resultados de aproximacion
mediante esquemas numéricos. La tarea es en este caso mas compleja que en el
marco de las ecuaciones en derivadas parciales lineales. En efecto, tal y como
hemos visto, las soluciones de entropia de las leyes de conservacién escalares
en algunos casos desarrollan ondas de choque y en otros ondas de rarefaccion.
Es por tanto indispensable que los métodos que desarrollemos sean capaces de
capturar y reproducir estas soluciones discerniendo los choques admisibles de
los que no lo son.

Comenzamos con el caso uni-dimensional
g + 9, (f(u)) —0,z€R, >0, (4.7.1)

u(z, 0) = ugp(z), x € R. (4.7.2)

Supondremos que f € C? y usaremos la notacién

a(s) = f'(s). (4.7.3)

Consideramos ahora un paso espacial y temporal Az y At e introducimos el
ratio

A= At/Azx. (4.7.4)

Con el objeto de aproximar las soluciones de (4.7.1)-(4.7.2) utilizaremos es-

quemas de la forma

u;,“rl = H(ug‘_k, .. ,u?_HC), Yn >0, j € Z. (4.7.5)

La funci6n discreta u} representa una aproximacion de la solucién continua u
en el punto (z; = jAz, ty = kAt) y H : R?**T! — R es una funcién continua.
Con el objeto de simplificar la notaciéon denotaremos mediante Ha pa-

ra la funcion que envia la sucesion (vj);cz en la sucesion imagen Ha(v) =
Ha(v),)  tal
(1s10),), . o

(HA(U))j = H(’l}j,k, ey Uj+k).
De este modo el esquema numeérico (4.7.5) puede reescribirse como
"t = Ha(v"). (4.7.6)

Diremos que este esquema puede ponerse en forma conservativa si existe una

funcion continua g : R?* — R tal que

H(v_k, ce vk) = — /\[g(v_k_H, cee vk) — g(v_1€7 e vk_l)] (4.7.7)



236 CAPITULO 4. ECUACIONES DE CONVECCION-DIFUSION

La funcion g se denomina flujo numérico.

El esquema numérico tiene entonces la forma

Wt = - A[g(u;.gkﬂ, ) =g u;qk,l)] (4.7.8)
Denotando
95412 =g(u}_py1s--s “;L-i-k) (4.7.9)
el esquema puede escribirse como
1 ,
uIt = ul = Mg} je — 9 -1/0)- (4.7.10)

Entonces (4.7.5) puede ponerse en forma conservativa si y solo si
ZH(vj_k,..., Uj+k) szj. (4.7.11)
JEL JEL

Veamos como podemos calcular el flujo g para un esquema conservativo. Obser-

vamos que
g(u,b..., vk) = —%(H(v,k,..., vk) —vo)
satisface
> G(vj—ks- s vj4k) =0 (4.7.12)
JEL

Se puede entonces comprobar la existencia de una funcién continua g tal que

g(v_k, .. .,vk) = g(v_k_H, .. .,vk) — g(v_k, . ,vk_l). (4.7.13)

Todo esquema conservativo, ademéas de preservar la integral discreta (4.7.11),
envia L'(Z) en si mismo.

Por otra parte, con el objeto de garantizar la consistencia del esquema
(4.7.10) con la ecuacion (4.7.1) necesitamos que (g(Uk;J,_l, ol uk)—g(u_k, ol uk_1)>/Ax
sea una aproximacion de 0, (f(u)) Diremos por tanto que el esquema (4.7.5),

(4.7.7) es consistente si
g(v,...,v) = f(v). (4.7.14)
Con el objeto de analizar la convergencia del método introducimos la funcién

constante a trozos
’LLA(LE, t) = u?, Tj—1/2 <r< Tj41/2, t, <t < t7L+1, (4715)

donde w1/ = (xj + xj+1)/2. Analizamos entonces la convergencia de la fun-
cibn constante a trozos ua hacia u. Para ello debemos introducir una aproxi-
macion del dato inicial. Son varias las posibilidades. Entre ellas
zj+1/2
0 1 !
U -

i = Ag _ uo(z)dz. (4.7.16)
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El primer resultado en esta direccion, debido a Lax-Wendroff, asegura que si la
sucesion ua esta acotada en L (R x (0, 00)) y converge en Lj, (R x (0, 00)) y
en casi todo punto a una funcion u, ésta es una solucion débil de (4.7.1)-(4.7.2).

La prueba de este resultado consiste en pasar al limite en las formulaciones
débiles de ambos problemas, discretos y continuos. Obviamente se presenta la
dificultad adicional del paso de una formulacién discreta a la continua. El modo
de proceder consiste en tomar una funcion test para el problema continuo y, de
ella, evaluandola en el mallado discreto, obtener una funcién test ara el problema,
discreto. De manera més precisa, dada ¢ € C§ (]R x (0, oo)) consideramos la

funcién test discreta
¢ =o(xj, tn), j €Z,n > 0. (4.7.17)
Utilizando esta funcion test en (4.7.10) deducimos que

Az (ufth =)l + ALY (97412 — 95-1y2) 9] = 0. (4.7.18)

Jn J,n

Sumando por partes deducimos que

szzuy+l(@?+l _QP?) +AtZZg;?+1/2(<p}’+1 _4,0;-1) +A$Zy?(p? =0.
n 7 .

n j J
(4.7.19)
Con el objeto de comparar los términos no-lineales del esquema discreto y de
la ecuacién continua introducimos la siguiente extension constante a trozos de

g que denotamos como ga:
ga(z, t) = g;’_H/2 = g(v;L_,H_l, e vﬁ_k), Tj < T < Tjgts bn <t < tpga.

(4.7.20)

Esto nos permite escribir la expresion discreta anterior en forma integral
/ ua(z, t) ((pA(x, t) — pale, t — At)) /At dadt (4.7.21)
Rx (0, 00)
+ / gal(z, t) (cpA(x +Az/2,t) — pa(z — Ax/2, t)) JAx dxdt
Rx (0, 00)

+ /Ruo(x)goA(x, 0)dx = 0.

Aplicando la convergencia uniforme de pa a ¢, es facil comprobar que las inte-

grales correspondientes a los datos iniciales convergen, i.e.

/uo(x)goA(x, 0)dx — / uo(z)p(x, 0)dz, (4.7.22)
R R
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cuando Az, At — 0.

De forma analoga se puede comprobar que

/ ua(z, 1) <‘PA(”’ D=oalw t=8 5 t)) dudt — 0. (4.7.23)
R (0, 50) At

1

i deducimos que

Ademas, de la convergencia de ua a u en L

/ ua(z, t)0pp(x, t) dedt — u(z, t)Opp(x, t) dadt. (4.7.24)
Rx (0, c0) Rx (0, 00)

Se concluye por tanto que

At

- ~A
/ ua(z, t) (@A(x’ D) = eale, t t>> dxdt — u(z, t)Opp(x, t) dzdt.
Rx (0, 00)

Rx (0, 00)
(4.7.25)

Por dltimo hemos de considerar el término no-lineal. El mismo argumento an-
terior reduce el problema al estudio del limite de

/ ga(z, t)Oppo(x, t)dxdt.
Rx (0, o0)
Observamos que
ga(z, t) = gua(z — (k+1/2)Az, t),..., ua(z + (k — 1/2)Az, t), (4.7.26)
y, consecuentemente, introducimos la notaciéon

wh (2, 1) = ua (e + (j — 1/2)Ax, t), —k<j<k (4.7.27)
1
Si K es un subconjunto compacto de Rx (0, oo) y Ky = K+ (j — i)Ax, entonces

/ |w£($a t) — u(z, t)|dedt < / lua(z, t) — u(z, t)|dadt (4.7.28)
K K

1

[ Jule+ G- 1280, 1) e, O]dodr.
K

Se deduce entonces que wi converge a u en L'(k) cuando A — 0, para cualquier
| 7 |< E, gracias a la convergencia de ua. Podemos entonces extraer subsuce-
siones de modo que wi converja para casi todo (z,t) € R x (0, c0) y todo
J ] 7 |< k. Utilizando la continuidad de g deducimos que

ga(z, t) = g(wgk+1(x, t),...,wk(z, 1) = glulz, t),..., (z, 1)) (4.7.29)
p.c.t. (x, t) € R x (0, 00).
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De la condicién de consistencia sobre g se deduce que g(u, u, ..., u) = f(u). Por
tanto, aplicando el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue, deducimos

que

/ ga(z, t)Opp(x, t) dedt — f(u)Orp(x, t)dedt.  (4.7.30)
Rx (0, 00) Rx (0, 00)

De ésto se desprende que el limite u es una solucion débil de (4.7.1)-(4.7.2) en

el sentido que

/ (u(x, £)0p(z, t)+ f (u(z, t))0p(z, t)) dacdt—i—/ uo(x)e(x, 0)dz = 0.
Rx (0, 00) R
(4.7.31)

Este resultado muestra que el limite de soluciones numéricas obtenidas por
un esquema conservativo necesariamente es una soluciéon débil del problema
continuo, de donde se deduce en particular que se verifican las condiciones de
Rankine-Hugoniat. Queda por comprobar que este limite es la solucion de en-
tropia ademas de probar la compacidad de la sucesién ua de soluciones aproxi-
madas.

Pero analicemos primero el orden de consistencia o de precision. Diremos que
el esquema es de orden p > 1 si para toda solucion regular u de (4.7.1)-(4.7.2)
y fijando A = Az/At, se tiene

u(z, t+ At) — H(u(z — kAz, t),..., u(z + kAz, t)) = O(APT!),  (4.7.32)

cuando At — 0. El término que se estima a la izquierda de (4.7.32) es lo que se
denomina el error de truncaciony se estima tipicamente realizando un desarrollo
de Taylor de u y de H, usando la ecuacién que u satisface y la estructura de H.

La siguiente Proposicion resulta ttil para estimar el error de truncacion.

Proposition 4.7.1 Consideremos el esquema en diferencias (4.7.5) que supo-
nemos puede escribirse en la forma conservativa (4.7.7) y que es consistente con
la ecuacion (4.7.1). Supongamos que H € C3. Entonces, para toda solucion u
de (4.7.1)-(4.7.2) suficientemente regular y con A = Ax/At constante, el error
de truncacion admite la siguiente expresion

u(z, t+ At) — H(u(x — kAz, t),..., u(z + kAz, t))  (4.7.33)
= —At?0,(B(u, N)Oyu(z, t)) + O(AL?)

con
k

B, N = Y f%ij(u, U,..., ) /2)\2 — a(u)?/2. (4.7.34)
k
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Demostracion. En primer lugar observamos por (4.7.7) que
H(u, u,..., u) =u. (4.7.35)

Con el objeto de simplificar la notaciéon introducimos la siguiente:

0= (V_ky oo, Uh—1); TO = (V—kg1s-- -5 Uk). (4.7.36)
Entonces
H(v_p, ..., vi) =vo — Ag(Tv) — g(v)) (4.7.37)
OH dg B dg ,_ )
— = - T0) — — —k<j<k 4.7.
S =0 (o) - 5@ ) k<< (1.7.38)
siempre y cuando usemos la convenciéon
dg dg
=L = 4.7.39
8v_k_1 avk ( )
Por tanto
k k
OH B ([ Og g
_Z ]aTj(u,..., u) = —\ Z j (avjl(“""’ u)_a%(u,...,@)é.m)
j=—k j=—k
k dg
= = Z —(Uy..vy)
= 0v;
La condicion de consistencia (4.7.14) asegura que
k
S D ) = afu). (4.7.41)
= 6vj
j=—k
Obtenemos asi i
H
> ja—(u,..., u) = —Aa(u). (4.7.42)
f— 3vj

Diferenciando de nuevo en (4.7.38) deducimos que

2 H &g P9
%%{wM%Jmm%@}
y
k +k
2H

a2 _ SN2

2 =0y e =2A D (=) (47.43)

i, j=—k i, j=—k

0%g 0%g
{W(u,,u)—avla%(w,u)} = 0.
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Utilizamos ahora el desarrollo de Taylor de H en el punto (

Uy .oy U):
H(u_g,..., ug) 7u+za )(ujiu)
=k 9V
k
82H 3
i JZ 81}18“] o u)(u; —u)(u; —u) + O(Az”)

en donde hemos usado la notacion u = u(z, t) y u; = u(z + jAz, t). Por el
desarrollo de Taylor de u tenemos que

.A 2
uj —u = jAzdyu + U ;) O2u+ O(Az®)

(u; — u)(u; —u) = ij(Ax)*(0yu)? + O(Az?).

Por tanto

k
H
Hu_g,...,ux) = u—i—Aw@qug )
j=—k U]
(A2)2(0,u)? <~ .. O°H
+72 P Zjaviavj (u, ..., u)
i, j=—k
~ p0H :
Z J ., u)+ O(Az®).
— 8”]
i, j=—k
Por otra parte
: 201 (Lo 9°H 52
J_z:kj U+ Z ;k ij 00, (u,..., u)(0zu) (4.7.44)

k k )
(Z avj U)a;plt) + 4 Z (Zj —]2) o°H ( . u)(aIu)Q

Esto es asi puesto que

k
3 G 0 O

4.74
= c')vlav] (4.7.45)
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lo cual es consecuencia de (4.7.43) y de la simetria de la matriz 9*H/0v;0v;

puesto que
k k
0’H 1 OH
S 2 _ = .2
| g (ij j)aviavj(u,...,u) 242 (i—37) avjavi(u,...,u).
i, k=—k i, j=—k

Deducimos de este modo que

(Az)? =L 0H 3
H(u_py..., ux) =u— Ata(u)dyu + 5 Oy Z J T%axu + O(Az?).

j=—k

(4.7.46)
Por otra parte, el desarrollo de Taylor de u(x, t + At) garantiza que

(At)? 3
u(z, t + At) = u + Atdu + 5 O;u+ O(At).

Utilizando que
Ou=—0,(f(u) = —a(u)d,u

82u = 8, (at (f(w)) = —0, (a(u)&tu) = 0, (a2(u)dpu1),
deducimos
(At)?
2
Combinando (4.7.46) y (4.7.47) deducimos la identidad (4.7.33) deseada.

w(z, t+ At) = u — At a(u)dpu + By ((a(u))zaxu) 4 O(AP).  (4.7.47)

Observacion: Supongamos que el esquema numérico es consistente de orden 1
en cuyo caso [(u, A) # 0. Entonces, el esquema proporciona una aproximacion

de orden dos de la ecuacién viscosa
v + Oy (f(v)) — AAz0, (ﬁ(v, A)@mv) =0.

Una manera heuristica de estudiar el comportamiento del esquema numérico es

precisamente estudiar el de esta aproximaciéon parabdlica o viscosa.l

Con el objeto de analizar la estabilidad de los esquemas numéricos es preciso

considerar en primer lugar la ecuacion lineal
u; + adyu =0

en la que no-linealidad f(s) se reduce a la ecuacion lineal f(s) = as en la que

a es una constante.
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Supongamos que el esquema es de la forma

+k
+1 _ .
U;L = E cvivy,n>0,5€Z
t=—k

con coeficientes constantes ¢y, —k < £ < k, que dependen s6lo de a y de \.
Consideramos la norma L?-discreta:

1/2

v lLeay= | Az 02

JEZ
El esquema se dice estable si existe una constante ¢ > 0 independiente de At > 0

tal que
™ lL2(a)< C || 00 |l L2(a), ¥R > 0.

Es conveniente extender el esquema a funciones definidas para todo z:

+k
V" (z) = Z cov™(x + LA,).
l=—k

La propiedad de estabilidad se reescribe entonces como
H " HL%R)S C || 20 ||L2(R)7 Vn > 0.

Utilizando la transformada de Fourier

5E) = e (z)dx
wa-m/R (@) da,

el esquema se traduce en

0" (€)= h(€)8"(€)
donde
+k _
h(€) = ) cue'®*
r=—k
se denomina el factor de amplificacion.

Es facil entonces comprobar que el esquema es estable si y so6lo si se verifica

la condicién de Von-Neumann
|h(§) <1, VEER.

Consideremos por ejemplo el esquema de tres puntos

Uﬂ+1

— n n n
j = C-1Vj_4 + Cov; + C1Vj4q
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que puede ponerse en forma conservariva si
c_1+co+c1 =1,
siendo su flujo numérico
g(u, v) = (c_lu - clv)/)\.
La condicién de consistencia impone que
c_1—C] = Aa.
Obtenemos asi una familia uniparamétrica de esquemas dependiente de
g=c1+c=1-c¢

que pueden ser escritos en la siguiente forma viscosa

it =) = Aa(viy = via) /2 + (v — 207 i) /2
Es facil comprobar que el esquema es estable si el nimero de Courant v = Aa
satisface
(\a)? < g <1.

Para que el esquema sea de orden 2 es preciso que

2
q a
)\:7——:0
Bl N) = 5 = 5 =0,
es decir,

q = Mad>

Existe por tanto un sblo esquema de tres puntos de orden 2. Es el esquema

denominado de Lax-Wendroff

n _ 2.2
ntl _n oy (v —vj_q) n Aa
vl = a 5 5

(V71 = 207 +074),
que es estable bajo la condicién
AMal<L

Se trata precisamente de la condicion de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) que
garantiza que el dominio de dependencia del esquema numeérico contiene al de
la EDP.
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Este analisis lineal de la estabilidad de los esquemas nos permite derivar
algunos criterios heuristicos para los esquemas de ecuaciones no-lineales por

linearizacion. La ecuacion linealizada es de la forma
wy + a(u)dyw =0

siendo u una solucién de la ecuacién no-lineal.
Lo mismo puede hacerse para el esquema numérico obteniéndose el siguiente

esquema linealizado:
+k
OH
n+l __ n n n
wi = g —(vj,...,vj)ij.
=k (911@

Aunque la estabilidad del esquema linealizado no es una condicion suficiente
de estabilidad del esquema permite obtener algunas condiciones heuristicas. De

este modo, para el esquema de Lax-Wendroff obtenemos la condicion

méx Aa(vf)| < 1.

Mencionemos ahora algunos ejemplos relevantes de esquemas de tres puntos:
El esquema de Lax-Friedrichs:

Consideremos primero el esquema centrado

PR (f(v;al) - f(v;m)

J Uj 2

que es linealmente inestable.

Sustituyendo la aproximacion de la derivada

[0 = (v +071) /2]
At

U ~
obtenemos el esquema de Lax-Friedrichs

w1 _ Yt )\(f(”;‘lﬂ) — f(vj-4))
J - 2 5 .

v

Puede ponerse en forma conservativa con el flujo numérico

vy FOHI0)  w—w)
’ 2 2)\

9" (

y es de orden uno.
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En el caso lineal este esquema corresponde a un coeficiente de viscosidad

q = 1 de modo que es estable si
Aal<1

En el caso lineal el esquema proporciona la interpolaciéon entre los valores de la
solucién en (xj,l, tn) y (CEJ'+1, tn).
El esquema upwind.

En el caso lineal teniendo en cuenta la orientacion de las caracteristicas en

funcion del signo de a obtenemos

nﬂ_{v;‘—/\a(z}?—vj”l), si a>0
j - n
v} a

(U?Jrl - ’U?)7 si a<0.

Cuando la no-linealidad f es mondtona el esquema es extiende con facilidad:
”?_/\<f(7f}l) —f(v?,1)>, sio f'>0

j )‘<f(”?+1) - f(v?)>, si f' <.

n+1
’Uj =
v

El esquema de Godunov.

El esquema de Godunov esté basado en la resoluciéon de problemas de Rie-

mann locales de la forma:

up + 05 (f(uw)) =0,

u(z, t) = ug, si x<0
’ Up, si x>0,

cuya solucion es autosemejante de la forma

x
u(z, t) = wR(? Uy, ur>.

El esquema de Godunov genera v™*! a partir de v™ del siguiente modo.

Paso 1 Resolvemos exactamente el problema

{ wy + 9 (f(w)) =0

w(z, t,) = valz, tn)

donde va esta definida del siguiente modo:

VA (T, tn) =07, 512 ST < Tjpye, J € L
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Como el dato inicial es constante a trozos presenta una discontinuidad en cada
punto de la forma xj;/o. Esto da lugar a un problema de Riemann en cada
uno de ellos. Estos no interactuan antes de un tiempo At si

Améx (| a(v) |: ve vy, v]) <1/2,j € Z.

Paso 2 U;LH se define como la media de la solucion precedente en el intervalo

(251720 Tj11/2]-

Con el objeto de obtener una expresion sencilla para v;H'

! integramos la
ecuacion que w satisface en (:Ej_l/g, xj+1/2) x (0, At), cosa que puede hacerse
por tratarse de una solucion débil regular a trozos y que satisface las condiciones

de Rankine-Hugoniot. Obtenemos de este modo
1
v;”r = — )\[f(wR(O; vy, U?+1) - f(wR(O; Vg, v?)]
Se trata de un esquema en forma conservativa con flujo

96 (u, v) = f(wr(0; u, v)).

Es facil comprobar que cuando f es lineal o, mas generalmente, f es convexa
en las regiones en que es monoétona, el esquema de Godunov coincide con el
upwind.

En el caso general el flujo puede también representarse de manera sencilla del
siguiente modo. Como hemos visto antes, este esquema es linealmente estable
pero es no-linealmente estable cerca de los puntos de estagnacién en los que
a(u) = 0. Esto es debido a que el esquema pierde su caracter disipativo en esos
puntos.

Hasta ahora hemos visto algunos ejemplos de esquemas numéricos conser-
vativos y hemos analizado su estabilidad lineal. Pero no hemos estudiado el
problema de la convergencia a las soluciones de entropia de (4.7.1)-(4.7.2) cuan-
do Az — 0y At — 0. Tal y como hemos, por el Teorema de Lax-Wendroff, si

el esquema es conservativo y las soluciones numéricas estan acotadas en L> y

1

ioc ¥ Para casi todo punto, su limite es una solucion débil.

convergen en L

Con el objeto de completar el analisis de la convergencia de los esquemas
debemos:

e Analizar para cuéales de los esquemas introducidos las soluciones numeéricas
tienen las propiedades de acotacion y de compacidad requeridas;

e Estudiar cuando la solucién débil obtenida en el limite es también una
solucién de entropia.

Para analizar estas cuestiones vamos a considerar la clase de esquemas mo-

nétonos y T.V.D.
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El esquema en diferencias (4.7.6) es monotono si Ha es monotona creciente
con respecto a cada una de las variables involucradas.

Es por ejemplo facil de comprobar que el esquema de Lax-Friedrichs es mo-
noétono si se cumple la condiciéon de CFL

Améx | f(v) [€1

vy que el esquema de Engquist-Osher lo es bajo la misma condicién. Es facil
comprobar que el esquema de Godunov es también mondtono.

La monotonia de un esquema conservativo puede también caracterizarse a
través de la funcion de flujo. En efecto, el esquema conservativo asociado a la
funcion de flujo g(u, v) es mondtono si g es creciente en la primera variable y
decreciente en la segunda.

Una de las limitaciones de los esquemas mondtonos es que no pueden ser de
orden mayor que uno.

Con el objeto de analizar la convergencia de las soluciones discretas intro-

ducimos las siguientes normas:

v [z ay=Az> " | v |

JEZ
V|| oo (Ay= méx | v;
I sy = x| o |
TV(@W) =Y | v —v; .
JEZL
Se trata de los tres casos de las versiones discretas de las normas canénicas de
L'(R), L*(R) y BV(R).
Diremos que un esquema es TVD (total variation diminishing), es decir, que

hace decrecer la variacion total si
TV(HA(’U)) <TV(v). (4.7.48)

Nuevamente los esquemas TVD pueden ser a lo sumo de orden 1.
Por otra parte, diremos que un esquema es L°°-estable si existe una constante

independiente de n y de At > 0 tal que
| v" (oo (a)< C, ¥n > 0. (4.7.49)

Tenemos el siguiente resultado que asocia la monotonia de un esquema a su
estabilidad L* y su caracter TVD.
Sin embargo el esquema de Murman-Roe presenta soluciones discontinuas

estacionarias con uy < u, que violan las condiciones de entropia.
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El esquema de Engquist-Osher.
Este esquema no tiene el inconveniente del de Roe de admitir soluciones que

no verifican la condicién de entropia. El esquema se escribe como

[ 1 e [T ao| df]

J

vj =) - 2 [ (vj0) = Fvj-0)] + 2

El esquema es conservativo con flujo

0 0) = [ 10+ £0) - [ Tate) ag].

Conviene observar que en los intervalos en que f” tiene signo constante coincide

con el esquema upwind.

El esquema de Lax-Wendroff.
Se trata de derivar un esquema de orden 2 mediante la expansion de Taylor
de una solucién regular.

Tenemos

u(z, t+ At) = u(z, t) — Atd, (f(u)) +
Escribimos entonces
0x(f(w) = (flu(z + Az, 1) — f(u(z — Az, 1)) + O((Az)?)
y para cualquier 6 € [0, 1]:

0, (a(u), (£())) = [a(u(z + 6Az, t)(f(u(x + Az, 1) — f(u(z, 1)))
—a(u(z — (1 = 0)Az, 1)) (f(u(z, ) — f(u(z — Az, t)))] + O(Az).

Obtenemos asi un esquema de segundo orden tomando

o =0 = 2 [p(0) = F0)] + [ (F(00) = £(04)
T (F(0) = F(v)1))]

! 3 3 n n
» el valor de f” evaluado en un punto intermedio entre v} y v ;.

—a

siendo a” Yy

min _ f(w), si w<w
g —
u’ - .
g"(w, ) n%m ]f(w) si v <u.
wev, u

El esquema de Murman-Roe.
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Se trata de evitar el mayor inconveniente del esquema de Godunov que exige
resolver un problema de Riemann. El esquema de Murman-Roe utiliza un re-
solvedor aproximado muy sencillo del problema de Riemann. Para introducirlo

consideramos la funcion
flu) — f(v)
a(u, v) = w—v

1 (w) si u=w.

si uw#w

Procedemos como en el esquema de Godunov pero sustituyendo la resolucién

del problema de Riemann por la del problema lineal

wy + a(v;‘, U?H)wm =0

w? T < T;
w(z, 0) = 7 it1/2
’Uj+1, x> l'j+1/2.

El resultado es una onda discontinua propagandose a velocidad a(v;?, vi +1). La

solucién que se obtiene es

vy, &< a(v}b, v}ﬁrl)

x(x, t) = whkoe (¢, v, vl ) =
’ (& 03> i) vy, &> alvl, vl).

Sustituyendo este resolvedor en el esquema de Godunov obtenemos

n+l _

ot = - A7 (0, ) - F (B0 0, )]

El flujo numérico asociado es entonces

g (u, v) = f (wg"e(o; U, 1})) = {

flw), st a(u,v)>0
f(v)7
que puede también escribirse como

9" ) = 5 (F@) + F@)~ ] alw 0) | (0~ w).

Proposition 4.7.2 Sea (4.7.6) un esquema de diferencias mondtono y conser-
vativo. Entonces es T.V.D. y L*-estable. De hecho,

| 0™ poe(a)<IE o0 [l poeqay - (4.7.50)
Ademds para cualquier par de sucesiones u y v tenemos

| Ha(u) = Ha(v) [z )<l u—v [[Lia) - (4.7.51)
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Demostracion.
En primer lugar vemos que por la monotonia del esquema se verifica el

principio del maximo. Es decir

min v, < (HA(’U)) . < miéx vy (4.7.52)
J— k<Ot I 7 k<< jtk

Para ello, dada la sucesién acotada v; introducimos la sucesion constante w;:

- 3 = C. 4 .
wj = méxve = ¢ (4.7.53)

Como el esquema es conservativo tenemos
(HA(U))], =c (4.7.54)
y por la monotonia del esquema, como v < w, tenemos
Ha(v) < Ha(w). (4.7.55)

Como Ha depende solo de 2k + 1 variables, de (4.7.55) se deduce (4.7.52). De
(4.7.52) se deduce (4.7.50).

Conviene senalar que en este punto hemos usado un argumento clasico en
EDP que consiste en deducir propiedades de estabilidad en L°° a partir del
principio del maximo.

Observamos ahora que la propiedad T.V.D. es consecuencia inmediata de
(4.7.51), que es una propiedad de contraccion en L'(A) de la aplicacién no-
lineal Ha.

Para verlo constatamos que Ha preserva la integral, gracias a que es un
esquema conservativo, que es monétono, y que esta acotado en L'(A):

| Ha(v) lia)= Az Y | Ha(v); |< 2k + 1)Az Y [ v | (4.7.56)
JEZ J

lo cual es consecuencia de (4.7.52). Esto es asi como consecuencia del Lema de
Crandall-Tartar siguiente:

Lema (Crandall-Tartar). Sea C un subconjunto de L*(S2) tal que

fvg =sup(f, g) € C,¥f, gecC.

Sea T una aplicacion de C' en L'(Q) que verifica

L= 1

Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
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(a) f,geC, f<g pct. 2€Q=T(f)<T(9) pect. €

o) [ 17t -1w]< [ f-glvrgeC

© [ @n-16)" < [1-arvrgec
Como consecuencia de la proposicién tenemos que:

Corolario. Si el esquema es conservativo y mondtono entonces satisface las

siguientes estimaciones

[ va(, t) (L@ < va(-, 0) [l (a), (4.7.57)
| vaC, t) @<l val, 0) [[L1(a), (4.7.58)
Tv(va(s, t)) < TV (va(:, 0)). (4.7.59)

Hemos probado que todo esquema conservativo monétono es T.V.D. El re-
ciproco también es cierto. No demostraremos sin embargo este resultado con el
objeto de concluir la prueba de la convergencia.

En virtud de las estimaciones (4.7.57)-(4.7.59) y aplicando los mismos ar-
gumentos empleados en el estudio del comportamiento de las soluciones de las
ecuaciones continuas en el limite de la viscosidad evanescente, no es dificil de
concluir los resultados de acotacién y compacidad necesarios sobre las solucio-
nes discretas. De este hecho y del resultado de convergencia general de Lax-
Wendroff, al tratarse de esquemas conservativos, podemos concluir que el limite
es una solucion débil de (4.7.1)-(4.7.2).

Queda por ver que se trata de la solucién de entropia. Para ello es preciso
que el esquema numérico verifique la condiciéon adicional de ser consistente con
la condicién de entropfia.

Para ello introducimos una versiéon discreta de la condiciéon de entropia.

Recordemos que para la ecuacion (4.7.1) la condicion de entropia es de la forma
U (u) 4 0, (F(u)) <0, (4.7.60)

para todo par (U, F) de entropia + flujo de entropia relacionados a través de la
condicion
F'(s)=U'(s)f'(s).

De manera analoga diremos que el esquema es entropico si

{ YU, F),3G: G(s, s,...,8)=F(s) tq.

n+1 n n n
vt < - )‘(gj+1/2 - gj71/2)'

(4.7.61)
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Lo mismo que ocurre en el caso de la EDP podemos limitarnos al caso en que

U(s) =| s — k|, F(s) = sgn(s — k) (f(s) — f(k)),

con k € R.

Se puede comprobar que todo esquema monotono y consistente es entropico.
Por otra parte, el mismo tipo de argumentos utilizados en la prueba del Teorema
de Lax-Wendroff segin el cual los limites de soluciones discretas de ecuaciones
conservativas son soluciones débiles de (4.7.1), en el caso de esquemas entropicos,
permite probar que se trata de soluciones de entropia.

El altimo resultado que precisamos es el que garantiza que todo esquema
monoétono y consistente es entropico.

De este modo obtenemos el siguiente resultado de convergencia:

Theorem 4.7.1 Supongamos que el esquema es conservativo, consistente y mo-
ndtono y que la funcion de flujo numérico es localmente Lipschitz. Entonces, si
up € L= (R) N LY*(R) N BV (R) la solucion del esquema numérico converge a la
solucion de entropia de (4.7.1)-(4.7.2) de modo que

ua — u en L®(0, T; Lj,.(R)), VT > 0.

4.8. Ejercicios

Comprueba que la superposicion de dos movimientos armoénicos de la mis-

ma frecuencia de la forma
zj(t) = Ajcos(wot + ¢j), j = 1,2
puede escribirse en la forma
x(t) = Aet(wot+e)

con

A

\/A% + Ag + A1 A, COS((bl — gbg)
Aqsen ¢y + Assen ¢o
Ajcos gy + Ay cos o

tgop =

a) Comprueba mediante un cambio de variables que la ecuacién de ondas
PVttt — OVgy = 0

con p y o constantes positivas, puede reducirse al caso particular en

que p=o0 = 1.
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b)

c)
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Deduce la formula de d’Alembert para esta ecuacion y analiza la velo-
cidad de propagacion, dominio de dependencia y regiéon de influencia.
Comprueba que, mediante un cambio de variables adecuado, la ecua-
cion

p(x)ve = (0(2)ve)e =0
con coeficientes regulares positivos puede reducirse a una ecuaciéon
de ondas de la forma

Vit — VU + a(x)v =0

en la que la parte principal es el operador de d’Alembert, que se ve

perturbada por un potencial a = a(x) dependiente de los coeficientes
p(x) y o(z).

Comprueba que no existe ninguna funciéon discreta (V) tal que
g(N) — 0 cuando N — oo y que satisfaga

ld@—an lle<e(N)[ldlle, Vied

donde dn denota la sucesion truncada en el N-ésimo elemento.

Comprueba que existe dicha funcién si nos limitamos a una version

més débil de esta desigualdad:
l@—an le<e(N) || @lln, Vaeht,
donde

)
hl = C_i:((lj)j>1 IZjQCZjQ < 0
j=1

> 1/2
1@ l=[ > %%
j=1

Prueba primeramente que h' es denso en £2.

Demuestra que una desigualdad semejante se verifica si sustituimos
1 .
h' por h,:

o}
2

he = {@=(a;);31: Y pjaj < oo
j=1
siendo p = (p;);>1 una funcion discreta tal que p; — oo cuando
j — oo.

Calcula € = ¢(N) en funcién de (p;);>1-
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Demuestra que existe C' > 0 tal que

1 f 720, < C I F” 2207
para toda funcion f € H2(0,7) N H}(0, 7).
Consideramos la ecuacion de ondas disipativa
eupr — Au+u =0 en Qx (0,00)
u=0 en 00 x (0,00)
u(0) = ug, ue(0) =u; en Q.
a) Desarrolla las soluciones en serie de Fourier en la tasa de las auto-

funciones del Laplaciano.

b) Calcula la base exponencial de convergencia de la energia cuando

t — o0.

¢) Comprueba que a medida que € tiende a cero el comportamiento
de las soluciones se asemeja cada vez mas al de las soluciones de la

ecuacion del calor
u—Au=0 en Qx(0,00)
u=0 en 00 x (0,00)
u(0) = ug en Q.
d) Dibuja el espectro de la ecuacion de ondas disipativa en el plano

complejo, describe su evolucién a medida que € — 0 y comprueba
que en el limite se recupera el espectro de la ecuacion del calor.

e) >Como se refleja a nivel del espectro el hecho de que la ecuacion
de ondas sea una ecuacién de orden dos en tiempo y, sin embargo,
su limite singular sea simplemente una ecuaciéon de ondas uno en

tiempo?
@ Consideremos la ecuacién de ondas disipativa
upg —Au+au+Puy =0 en  Qx (0,00)
u=0 en 9N x (0,00)

en un dominio acotado y regular 2 de R"™.

Demuestra que eligiendo «, 8 > 0 adecuados se puede conseguir que la tasa

de decaimiento exponencial de las soluciones sea arbitrariamente grande.
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Escribe la ecuacion de ondas

ugpg —Au=0 en Qx(0,00)

u=20 en 09 x (0,00)
en la forma abstracta de una ecuacion de evolucion de orden uno en el es-
pacio de la energia. Utilizando la descomposicién espectral del Laplaciano

calcula la forma explicita de la aproximacion de Yosida del generador del

semigrupo de ondas.
Comprueba que se trata de un operador anti-adjunto acotado. Discute en

qué modo se aproxima al generador de la ecuacién de ondas.

Utilizando una base ortonormal del Laplaciano {¢;};>1 asociado a sus
autofunciones con condiciones de contorno de Dirichlet y definiendo el

producto escalar en H~1(Q) del siguiente modo

it
PO = 5

=1 7Y
donde
p(e) = pidi(@); q(x) = ¢;0;(x),

jz1 jz1
comprueba que este producto escalar coincide con el que se obtiene me-

diante la definicion

(P, @) 1) = ((A)—lp, (_A)_lq)Hl(Q)'

@ Consideramos la ecuacién de ondas
uy — Au =0 en 2 x(0,00)
u=0 en 00 x (0,00)
u(0) = ug, ug(0) =u; en

en un dominio acotado Q2 de R™ con datos iniciales ug € L%(Q2) y u; €
HYQ).

a) Comprueba que si definimos
t
o) = [ ulz,ds + x(a)
0

con una funcién y adecuadamente elegida, entonces v es solucion de

la ecuacién de ondas con datos iniciales en HE () x L2(€).
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b) Utilizando el resultado de existencia y unicidad de las soluciones de
energia finita con datos iniciales en H}(Q) x L?(Q), deduce que con
datos iniciales en L2(2) x H~1(Q) existe una tnica solucién en el

espacio

ue o([o,oo); L2(Q)) N 01([0,00);111*1(9)).

Consideramos la ecuacion de transporte

Ut + Uy = 0, zeR, t>0

u(z,0) = f(z), zeR.

Demuestra que si f € C3(R) es de soporte compacto, las soluciones del

esquema semi-discreto centrado

u;+“j+12;h“j‘1:0, JEZ, t>0
UJ(O)Zf(l']), JEZ

convergen a la solucion de la ecuacion de transporte con un orden dos de

convergencia.

Obtén una estimaciéon explicita del error.

Consideramos un operador no acotado diagonal en ¢2, con dominio

D(A) = i el’:Y Nuj <oo
JEL
definido como A% = (Aju;) ez sobre los elementos @ = (u;) ez del domi-

nio.

a) Demuestra que A es un operador acotado y que D(A) = £? si y solo
si
sup | Aj |< oo.
JEZ
b) Demuestra que A es un operador compacto (envia conjuntos acotados
de £? en conjuntos relativamente compactos) si y sélo si
lim | A; [=0.
5] —00
Comprueba que en este caso A puede ser aproximado en L(¢2,¢?)

para operadores de rango finito.
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Sea {eAt}t>0 un semigrupo de contracciones en un espacio de Hilbert H.
Prueba que las dos siguientes condiciones son equivalentes:
e JT>0: || eAT ||,C(H,H)< ].7

o IC,w>0: | e |zm m< Ce vt

Probar que el reciproco de la desigualdad de Poincaré no es cierto en
ningun abierto no vacio de R™. Es decir, probar que si €2 es un abierto no

vacio de R™,

Vu |2 d
sup 7fﬂ | l; " dz =00
ueH} (Q) fQ u?dx

Indicacion: Considérese en primer lugar el caso de una variable espacial
con u(x) = p(x/e) siendo p € C°(R) y € — 0. Abordese después el caso
multi-dimensional por separacion de variables.

a) Resuelve mediante el método de las caracteristicas la ecuaciéon de

transporte
ug +a(z) - Vu=0
donde a = a(x) es una funcién regular.

b) Resuelve posteriormente la ecuaciéon perturbada

ur +a(z) - Vu+ b(z)u = 0.

Utiliza el método de descomposicion de Fourier y la formula de variacion
de las constantes para obtener una ecuacioén integral de las soluciones de

la ecuacion de ondas semi-lineal
Ut — Ugg +u® =0, O<ax<m t>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0

u(z,0) = p(x), u(x,0) = P(x), 0<z<m.

Comprueba que se trata de un sistema de infinitas ecuaciones con infinitas
incognitas acopladas. Analiza la naturaleza de este acoplamiento utilizan-

do el valor explicito de las integrales

/ sin(kyx) sen(kox) sen(ksx) sen(kyx)dz.
0
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Supongamos que f es una funciéon continua para la que existe g € L'(IR)
tal que

| f(z) |< g(z), pct. z €R

de modo que g sea decreciente para x > 0 y creciente para x < 0.

Demuestra que

WS f(h) — /Rf(x)da:, h— 0.

JEL

Consideramos el siguiente operador lineal acotado de ¢ en £2:

jjk“jLGZ}:: (auj+-ﬂuj,1)‘

JEZ

0<f<a<oo.

Pretendemos probar que, bajo la condicion (2), este operador es inversible

y que su inverso T~ ! es también un operador acotado de ¢2 en /£2.

Procedemos de dos modos distintos.

a)

Utilizando la transformaciéon de von Neumann obtén una expresion
explicita de T~! y una cota de su norma como operador lineal acotado
de £2 en (2.

Aproximamos la ecuacion (1) por sistemas de dimension finita

3)

TN(U-N, -y U1, U0, ULy -+ o UN) = AN(U—N, - ooy U—1, U, U1, - -, UN)

donde Ay es la matriz (2N + 1) x (2N + 1) de la forma

a0.....,0
(@) Ay = Ba0..,0
0....0«x

Comprobad que Ag,l es inversible para cada N y verificar que,
para cada (f;)jez, (Ax')(fj)jez es una sucesiéon acotada en ¢2. (En
este punto abusamos un poco de la notacién. En efecto, Aj\,l no se
aplica a la sucesion (f;) ez sino al vector de dimension 2N + 1 trun-
cado (f—n,---, f=1, fo, f1,--., fn). Andlogamente, (AJ_Vl)(fj)jeZ no
pertenece a £ sino que es un vector de 2N + 1 componentes. Se con-
vierte en un elemento de ¢? cuando lo prolongamos mediante el valor

cero para todos los indices j con | j |[> N.
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Escribe la ecuacién de ondas con coeficientes constantes y condiciones
de contorno de Dirichlet homogéneas en un dominio acotado en forma
abstracta

Ut = AU

Utilizando las autofunciones del Laplaciano Dirichlet, realiza la des-
composicion espectral del operador A que adopta la forma de un

operador diagonal.
Calcula la regularizacion Yosida de A.

Verifica que la regularizaciéon Yosida Ay satisface:

AN /A
x AU — AU, VU € D(A).
Comenta la idoneidad de la aproximaciéon Yosida en el sentido de que

genera una dinamica infinito-dimensional muy semejante que la de la

ecuacion de ondas.

Aplicar el resultado general del ejercicio #17 para probar que se puede

resolver el esquema implicito de Crank-Nicholson siguiente

kE+1 _ ok ko _ .k k+1 _ ) k+1
U U _ 71 [uj+1 Uj_q + Ujyq Uj_q
At 2 2Ax 2Ax

para la aproximacion de la ecuacién de transporte

ug + u, = 0.

Comprobar que se trata de un esquema convergente de orden dos para

cualquier valor del parametro de Courant .

Comprueba que los espacios L%(0,00; L3(0,7)) y L3(0,00; L2(0,7)) no

son comparables (ninguno de los dos esta contenido en el otro).

Demuestra que cualquier funcién de L2(0, ) puede aproximarse para fun-

ciones regulares que en los extremos x = 0, 7 toman un valor arbitrario.

Comprueba que ésto no es posible en H{ (0, 7).

Sea Q un dominio regular, estrictamente convexo de RY. Demuestra que

la traza de u tiene sentido si u € L2(Q) y dyu € L?(Q).

>A qué espacio pertenece la traza?
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Sea A un operador no acotado en un espacio de Hilbert H que genera un

semigrupo de contracciones.

Comprueba que las dos siguientes condiciones son equivalentes:

(1) 3T >0 AT ||< 15

(2) 3C,w > 0] e ||< Ce™", Vit > 0.

Demuestra de manera rigurosa en el contexto de la ecuacion de transporte
U +uy =0

que un esquema numeérico semi-discreto o completamente discreto que no
verifica la condicién de CFL sobre los dominios de dependencia no puede

ser convergente.

Consideremos el esquema de Lax-Friedrichs

1 1
(1) uftt = 5(1 — puf_; + 5(1 + )y

para aproximar las soluciones de la ecuacion de transporte

a) Comprueba que el esquema puede escribirse de la forma

k+1 1 k k k k
3) ui =g (W ) I B e R
At 2Az

y comenta la analogia entre (3) y (2).

b) Verifica que se trata de un esquema consistente de orden uno.

c¢) Comprueba que es estable si y solo si el numero de Courant p < 1

d) Escribe un modelo de EDP que sea intermedio entre (2) y (3). >Se percibe
algtin efecto disipativo en el mismo?
Comenta este resultado en relacion con lo observado en el analisis de von

Neumann del esquema (3).

Desarrolla el programa del ejercicio anterior en el caso de la aproximacion
de Lax-Wendroff:

1 1
uftt = 5#(1 +puf_y + (1= )l — 5#(1 — .
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Como es bien sabido y es facil de comprobar, la ecuaciéon de transporte

U +uy =0

conserva la masa. Es decir,

%[/Ru(m,t)dx} =0.

Esta propiedad puede obtenerse tanto a través de la formula explicita de
solucion (u(z,t) = f(x,t)) como integrando con respecto a z € R en la

ecuacion de transporte.

Verifica si los esquemas de aproximacion semi-discretos y discretos de la
ecuacion de transporte introducidos en las notas reproducen esta propie-
dad.

>Es necesario que esta propiedad de conservaciéon se cumpla para que
un esquema sea convergente?>Es necesario que se cumpla en un sentido
aproximado cada vez mas preciso a medida que los parametros de discre-

tizacion tienden a cero?

Obtén la expresion explicita de la velocidad de fase y de grupo en los es-

quemas numeéricos introducidos en las notas. Comenta en particular si se
percibe la existencia de efectos disipativos en la aproximacion numeérica.
Compara con el comportamiento de la ecuacion en derivadas parciales, co-
rreccion de la ecuacion de transporte puro, que mas se asemeja al esquema

numeérico.

Consideramos la funcion f € H*(R) con s > 0. Definimos la aproximacion

~

(@) = F e /himym):

La sucesion {fn}r>0 estda constituida por funciones de banda limitada

representables en un mallado de paso h.

a) Demuestra que si s = 0,

fn — fen L*(R), h — 0.

b) Cuando s > 0, obtén una estimacion superior de la tasa de convergencia

de fr a f en L%(R).

¢) Construye un ejemplo explicito de funciéon f donde se observe que el orden

de convergencia obtenido en el apartado anterior es 6ptimo.
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d) demuestra que, cuando s = 0 el orden de converegncia puede ser arbitra-

riamente lento.

e) Comprueba que lo dicho en el caso s > 0 sirve cuando s > §', si se trata

de medir la convergencia en el espacio

Consideramos el siguiente esquema centrado

2u; — ujp1 — Uy
o 4 2% j J

—1 .
j 02 =0,7€Z,t>0

para la aproximaciéon de la ecuacién de ondas

Ut — Ugy = 0.

a) Prueba que tanto en el problema de Cauchy como en el problema de
Dirichlet la energia

En(l) = %Z [ (1) Jr‘ujﬂ(t)h— u;(t) ’2]

se conserva en tiempo.

Deduce la estabilidad del método.

b) Comprueba en el caso del problema de Cauchy esta propiedad de estabi-
lidad mediante el método de von Neumann.

c¢) Comprueba que el esquema es consistente de orden dos.

d) Enuncia un resultado preciso de la convergencia de orden dos tanto para
el problema de Cauchy como para el de Dirichlet, imponiendo condiciones

adecuadas sobre los datos iniciales.

e) Escribe una correccion de la ecuacion de las ecuaciones de ondas que refleje
mejor que ella la dinamica del sistema semi-discreto.

Responde a las cuestiones del problema anterior en el marco del esquema

semi-discreto

2uj — Ujp1 — Uj—1
u! + J J+ J

¥ 3 ] + h® [Qu; —uj_, —u;»H] =0

En particular, calcula el orden del método en funcion del valor del para-
metro o > —2.
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[lustra en Matlab el comportamiento del esquema progresivo, centrado y
regresivo para la aproximacion de la ecuacion de transporte

U +uy =0

con dato inicial
2

flx)y=e"".

En particular asegurate de que los siguientes hechos quedan claramente

reflejados:
a) El esquema progresivo diverge.

b) A pesar de que el esquema centrado da lugar a una aproximacion de mejor
orden que el regresivo, la dindmica de este tltimo se asemeja mas a la de

la ecuacion de transporte que la del esquema centrado >Por qué?

Consideramos el esquema discreto progresivo para la aproximaciéon numé-

rica de la ecuacién de transporte
us + uy = 0.
Sabemos que se trata de un método inestable.

a) Comprueba que para cualquier s > 0 existe un dato inicial f € H*(R) tal

que si tomamos como dato inicial del problema semi-discreto

fo = F 1 (FOLUwpmm (©)

entonces la solucién semi-discreta tiene, para cada t > 0, una norma en

L?(R) que diverge cuando h — 0.

b) Impoén una condicién sobre el dato inicial f que garantice la convergencia

del método.

Consideramos la ecuaciéon de ondas disipativa

{utt—um—l—ut:O, reR, t>0 (4.8.1)

U(QS‘,O) = f(x),ut(x,()) - g(x), zeR

Comprobar formalmente que las soluciones regulares de (4.8.1) que

decaen cuando x — oo son tales que la energia

E(t) + %/R [uZ(z,t) +uf (2, t)] do (4.8.2)
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decrece en tiempo.
Obtener una férmula explicita para la evolucion de la energia.

Justificar el calificativo de “disipativa”’ de la ecuacion.

Escribir el sistema (4.8.1) como un problema abstracto de Cauchy

U =AU, t>0
{ ‘ (4.8.3)

u(0) = Uo,

siendo A un operador lineal no acotado en un espacio de Hilbert H.

Indicar la estructura funcional adecuada del espacio H y del dominio
del operador A.

@ Demostrar que el operador A asi construido es maximal disipativo.

Deducir un resultado de existencia y unicidad de soluciones de (4.8.1).

Comparar el valor explicito de (AU, U) g con la formula de disipacion
de la energia obtenida en el apartado .

Consideramos a partir de este momento la aproximaciéon semi-discreta
//+[2uj7uj+1*uj—1]+ " —0 ic7. t>0

U’] h2 u_] =Y, J 9

u;(0) = f5, uj(0) = g5, jez

con las notaciones habituales.

(4.8.4)

Construye la energia discreta E), asociada al sistema (4.8.4). Obtén
una ley de disipacion para esta energia. Compérala con la obtenida en el

apartado para la ecuacion continua (4.8.1).

Escribe (4.8.4) en la forma de un problema de Cauchy abstracto

U = AhU, t>0
U(0) = Up.

Comprueba que, en este caso, Aj, es un operador acotado en £2 x £2 siendo

=< (aj)jez: > laj|P<o0p,

JEZ
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dotado de la norma candnica usual.

Deduce la existencia y unicidad de soluciones de (4.8.4).

Comprueba la consistencia, estabilidad y convergencia del esquema
(4.8.4) a la ecuacién continua (4.8.1). >Cuél es el orden de convergencia?
Enuncia de manera precisa el resultado de convergencia senalando las hi-
poOtesis necesarias sobre la solucion u del problema continuo (4.8.1) y por
tanto de sus datos iniciales f = f(z) y g = g(z) y la norma en la que se

tiene la convergencia.

Utilizando el desarrollo de Taylor escribe una ecuacién en derivadas

parciales intermedia entre la EDP (4.8.1) y el esquema discreto (4.8.4).

Integrando la ecuacion (4.8.1) con respecto a x comprueba que la
cantidad

/[u(as,t) + ur(z, t)]dx
R
se conserva en tiempo para las soluciones de (4.8.1).

Verifica si el esquema semi-discreto satisface una propiedad similar.

Aplica la transformada discreta de Fourier a escala h en (4.8.4) y de-
duce una ecuacién que gobierne la evolucion de la tranformada de Fourier

discreta de la solucion de (4).

Obtén una expresion de esta tranformada de Fourier discreta como com-

binacién de exponenciales complejos.

Comparala con la transformada continua de Fourier de la solucion de (1).

Define la velocidad de fase. >Es puramente real? En caso de que no
lo sea, >cuél es el significado de la parte imaginaria en relacion a las

propiedades de disipatividad del esquema semi-discreto (4.8.4)7

Dibuja un diagrama para la parte real de la velocidad de fase y com-

paralo con el de la ecuacién continua.

Comenta las semejanzas y diferencias de ambos casos.

Suponiendo que los datos iniciales f y g son de banda limitada (su
transformada de Fourier tiene soporte en un intervalo acotado) argumenta
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que la velocidad de propagaciéon en el esquema semi-discreto se asemeja

cada vez mas, a medida que h — 0, a la de la ecuacién continua.

@ Calcula la velocidad de grupo, dibuja su diagrama y coméntalo.
Consideramos la ecuacion del calor

ug — Au =10 en RNV, ¢>0
(1) {

u(x,0) = f(x), en RV,

a) Comprueba que la solucion de (1) puede escribirse como
u=G(t) = f(-)

donde * denota la convolucién en la variable espacial y G en el nicleo de

Gauss

Glx,t) = (4nt) "N/ exp <_| Zf) :

Para ello, comprueba (directamente o usando la transformada de Fourier)

que G es la solucion fundamental de la ecuacion del calor.
b) Demuestra que si f € L'(RY) entonces u es de clase C> en t > 0.
c¢) Demuestra que si f € L}(RY) y (x)dx = 0, entonces u(t) — 0 en
RN
LY(RYN) cuando t — oo.

d) Obtén la expresion explicita de la soluciéon de

h
ut—§um—|—uz:07 reR, t>0

U(:E,O):f(l‘), -TGR’
con h > 0.

Consideramos el problema de Dirichlet

h
ut—§um—|—uz:07 r€eR, t>0

(1) u(0,t) =0, t>0
u(z,0) = f(x), z e R

a) Demuestra que (1) genera un semigrupo de contracciones en L?(R).

b) Obtén la ley de disipacion de la energia en L?(R).
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¢) Demuestra que si f € L?(R) N L*°(R) entonces las normas de u en LP(R)
con 2 < p < oo decrecen cuando t — oo.

Consideramos el siguiente problema de transporte en la semi-recta con
condiciones de contorno de Dirichlet:

U + uy =0, x>0, t>0,
(1) u(0,t) = 0, t>0
u(z,0) = f(x), x>0.

a) Demuestra que (1) genera un semigrupo de contracciones en L?(R™).
b) Calcula explicitamente el valor de la solucion.

¢) Demuestra que el esquema semi-discreto centrado y regresivo habitual
junto con la condicién
() (t) = 0, t>0
en el nodo xg = 0, proporcionan una aproximaciéon convergente de orden
dos y uno respectivamente.
A partir de este momento buscamos calcular una aproximaciéon de la so-

luciéon exclusivamente en el intervalo espacial 0 < x < 1.

d) Comprueba que la solucion del problema continuo para 0 <z <1yt >0
arbitrario depende exclusivamente del valor del dato inicial f(z) en el
intervalo 0 < x < 1.

e) Comprueba que el esquema regresivo puede resolverse considerando ex-
clusivamente los indices j € N tales que z; = jh € (0,1) proporcionando
una aproximacion convergente de la solucién en el intervalo (0, 1).

f) Demuestra que esto no es asi en el esquema centrado.

A partir de este momento intentamos localizar el esquema centrado para
los indices

donde N € N es tal que Nh = 1.
Para ello, evidentemente, hemos de proporcionar el valor de uy.
g) Analiza la convergencia del esquema centrado para los indices j = 0,--- , N—

1, considerando para el nodo = cada una de las aproximaciones siguien-

tes:
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o Un(t) = f(Nh —1).

Obsérvese que esta aproximacion es exacta puesto que f(Nh — t) es el

valor de la solucion continua de (1) durante un cierto intervalo de tiempo.

o un(t) =un—1(t).
Se trata también de una aproximacién natural puesto que, en el caso

continuo,
w(zy,t) = u(zn_1,t) + hug(xn_1,t) + O(h?)

de modo que
u(zy,t) =u(xy_1,t) + O(h).

Obsérvese sin embargo que esta aproximacion es de orden uno y no de

orden dos como es habitual en el esquema centrado.

o un(t) =2un—1(t) — un—2a(t).
Nuevamente, por el desarrollo de Taylor, se trata de una aproximacion de
orden dos. En este caso por tanto el esquema deberia ser convergente de

orden 2.

o un(t) =un—1(t) —uy_y(t).

En vista de la ecuacion de transporte
Ut = — Uy

que la solucién continua verifica y del argumento del caso anterior, se trata

de una aproximaciéon de orden dos
L] uN(t) = 2UN_1(t) — UN_Q(t).
Nuevamente, por el desarrollo de Taylor, se trata de una aproximacion de

orden dos. En este caso por tanto el esquema deberia ser convergente de

orden 2.
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Capitulo 5

El problema de Dirichlet en

un dominio acotado

La idea de como el método de descomposicion de dominios (MDD) se aplica
en mas de una dimensién espacial es la misma que en 1 — D tanto en el marco
continuo como en el discreto. En este altimo ambito podemos considerar méto-
dos de aproximacion en diferentes finitas o cualquier otro método eficiente de
aproximacion numérica de EDP como puede ser el método de elementos finitos.

El estudio de la convergencia del método es técnicamente mas elaborado en
este caso. Es por ello que previamente recordamos algunos elementos basicos de
la teoria variacional de las EDP (para mas detalles el lector interesado podréa
consultar [2], [8] y [36]).

Consideremos el problema de Dirichlet

{—Au:f en

u’ =0
o0

(5.0.1)

y su formulacién variacional

u € H(Q)
(5.0.2)
/ Vu-Vodr = / fodr, Vo € Hy(Q).
Q Q

Suponiendo que € es un dominio acotado de R™ es facil comprobar que (5.0.1)
admite una tnica solucion débil que satisface (5.0.2). Més aun, la solucion puede

obtenerse minimizando el funcional

1
J(w) = 2/, | Vw |? dz — /Q fwdx (5.0.3)

271
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en el espacio H{ ().
El funcional J alcanza efectivamente su minimo tal y como garantiza el
método directo del Calculo de Variaciones (MDCV)

5.1. Reduccién al problema de valores de con-

torno no homogéneos

Pretendemos ahora reducir el problema al estudio de la ecuacién con segundo
miembro nulo y condiciones de contorno no homogéneas.

La manera aparentemente mas sencilla de proceder es resolver el problema
en R™:

—Aw = f en R" (5.1.1)
donde f denota la extension por cero de f fuera de 2, i.e.
~ f en Q
= 5.1.2
f { 0 en Q° ( )
La formulacion débil de (5.1.1) es
Vw - Vpdr = / fedx, ¥V € CZ(R™). (5.1.3)
R Q

Sin embargo la resoluciéon de este problema conlleva dificultades técnicas inne-
cesarias derivadas del hecho que la desigualdad de Poincaré no se cumple en
HY(R"™).

Es por eso que es més natural considerar el problema perturbado
—Aw+ a(z)w = f en R" (5.1.4)

donde
a = IQC7 (5.15)

denota la funcién caracteristica del conjunto Q°.

La formulacion débil de este problema es:

w € HY(R")
(5.1.6)

Vw-Vgpda:+/ wgodac:/fgadx, Yo € HY(R™).
Q

c

R’n
Es facil comprobar que este problema admite una tnica soluciéon que se obtiene

por minimizacién del funcional

1

1
J(w) = 5/ | Vw |* dz + 5/ |w|*dz — | fwdx (5.1.7)
R™ Qe Q
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en el espacio de Hilbert H!(R").

Este funcional alcanza su minimo en un tnico punto de H*(R"). Para verlo
basta aplicar el Método Directo del Calculo de Variaciones (MDCYV). La tnica
dificultad al hacerlo es probar la coercividad del funcional J pero ésto se obtiene

facilmente a partir de la desigualdad de Poincaré:

/|<p|2dx<C[/R \Vg0|2d:z:+/Q <p2dz]. (5.1.8)

La prueba de esta desigualdad puede realizarse de las tres formas més habituales:

e Un argumento de contradiccién basado en la compacidad de la inyecciéon
de H'(R") en L% (R");

loc
e Directamente de la desigualdad de Poincaré en dominios acotados median-

te un argumento de truncatura del soporte de ¢.

e La prueba directa por integracion de la desigualdad de Poincaré en H*(2),

para un dominio acotado €2 o meramente acotado en una direccién.

Consideramos ahora
v=u—w (5.1.9)

que satisface entonces

—Av=20 en €
(5.1.10)

’U‘ :’LU’ .
o0 o0

A partir de ahora trabajaremos sobre el problema (5.1.10).
Conviene observar que por los resultados clasicos de trazas que revisaremos
mas adelante, como w € H*(R") su traza w‘aﬂ pertenece a H'/2(0Q).

Cambiando la notacién consideramos por tanto el problema

Au= Q
{ u=0 en (5.1.11)

u=g en 0N

Antes de proceder a aplicar el MDD en esta ecuacion analizamos en primer
lugar algunas de sus propiedades méas importantes.
5.2. El problema de contorno no homogéneo

Suponemos en primer lugar que la condicién de contorno g en (5.1.11) per-
tenece a la clase H'/2(09).
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La formulacion variacional del problema (5.1.11) es la siguiente:

HY(O =
u € (Q), an g

(5.2.1)
/ Vu-Vedr =0, Voe HH Q).
Q

Teniendo en cuenta que, como g € HY?(99Q) existe u* € H'(Q) tal que

*

u

0= el problema puede también reescribirse del modo siguiente

u—u* € HYQ)
(5.2.2)
/ V(u—u")-Vedr = —/ Vu* - Vdz, Yo € HY(Q).
o Q

Las técnicas variacionales habituales permiten probar la existencia de una tinica
solucion v —u* de (5.2.2) o, lo que es lo mismo, una tnica solucion u de (5.2.1).

Otro método posible para el estudio del problema no homogéneo (5.1.11)
es el denominado método de transposiciéon o dualidad (véase por ejemplo [2]).
Recordamos brevemente sus principios fundamentales.

Consideramos el problema auxiliar:

{—Agp:f en

5.2.3
=0 en Of. ( )

Multiplicando (por ahora formalmente) en (5.1.11) por ¢ e integrando por partes

Iy
fudxr = —/ g—=—do. (5.2.4)
/Q oo~ On
Adoptamos (5.2.4) como definicion de solucion de (5.1.11) en el sentido de

en ) obtenemos:

la transposicion. Mas concretamente, decimos que u € L?*(f) es solucién de
(5.1.11) en el sentido de la transposicion si (5.2.4) se satisface para todo f €
L?(Q).

Por el Teorema de representaciéon de Riesz la existencia de una tinica solucién
en el sentido de la transposicion se deduce a partir de la siguiente estimacion
de las soluciones de (5.2.3),

¢
1501

n

<C  Vf e L*(Q 5.2.5
poom SC 17 2@y, ¥ € 12(@) (525)
en cuanto g € L?(99).

En la siguiente secciéon probaremos la desigualdad (5.2.5). Deducimos por
tanto que para cada g € L?(912) existe una tinica solucién u € L?(2) de (5.1.11)
en el sentido de la transposicion.
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Pero la regularidad de la solucién que este resultado proporciona no es 6p-
tima. En efecto, los resultados cléasicos de regularidad eliptica garantizan que
si © es un dominio de C2%, ¢ € H? N H}(Q) y, més concretamente, existe una

constante C' > 0 tal que

| ¢ lm2nm @< C |l f 2o (5.2.6)

para todo f € L*(Q).

Los resultados clasicos de trazas garantizan entonces que

Op 2
s <C  Vf e LA(9). 5.2.7
50l vsecomy < C T Nz, ¥F € 22() (5:27)
De este resultado se deduce que si g € H~/2(99) entonces existe una tnica
solucion u € L2(€2). En este resultado se observa una ganancia de 1/2 derivada

que es 6ptima, de acuerdo con los resultados clasicos de trazas.

5.3. La desigualdad de Rellich

En esta seccion probamos la desigualdad (5.2.5), debida a Rellich y que es
valida en un contexto muy amplio de ecuaciones elipticas y de evolucién.

Suponemos que el dominio 2 es de clase C2, de modo que el campo normal

v = v(x) exterior unitario es de clase C'! en el borde 9. En estas circunstancias

existe una extension ¢ :  — R™ de clase C'(Q) del campo normal de modo que

q‘m —. (5.3.1)

Multiplicamos la ecuacion (5.2.3) por ¢ - V. Obtenemos

- [ v a| =| [ 10Vt <1 Szl Do Nz 1 £ -
(5.3.2)
Por otra parte,
dyp
— [ Apq-Vodr = — ——q-Vodo+ | 0;00,(q-Vy)dx. (5.3.3)
Q aq On Q

Ademas
/5j<p8j(q-vs0)dw = / 90 (¢:07;0 + 0;¢;0ip) dx:
Q Q

2
:/8j<p3jqz'3i<pdx+/ q-V {Wp] dx. (5.3.4)
Q Q 2
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Obviamente,

‘/ 0;00;q;0;pdx| <

< / | Vo |2 de < Clq /f2dx (5.3.5)

Por otra parte,

2 2 .
/q~v [IV;I} dx:—/ divq%dm +/ % | Vo 2 do.  (5.3.6)
Q Q o

Nuevamente

2
¢
leq' 2 = ‘ S C(Q)/Q Ve Pde<C@) | f 72 (5:37)

Combinando las identidades y estimaciones anteriores deducimos que

i
Vo 2d07/ —Lq-Vedo
/an 2 | | a0 On

/ q-v 8(,0 1/ dy 2
= do = - -
oa 2 2 Joq | OV

En estas identidades hemos usado que, como ¢ = 0 en 0f2,

_ 9
Ve = 9,7 o o0 (5.3.9)

q-v=1 en 0.

5.4. Un resultado de trazas

El resultado 6ptimo de trazas garantiza que si  es un dominio de clase C?,
las trazas de funciones de clase H' () pertenecen al espacio H/2(9).

En esta seccién recordamos brevemente los ingredientes principales de la
demostracion de este resultado.

En primer lugar sefialamos que para definir el espacio H'/ 2(092), usando
cartas locales (en este punto usamos que el dominio es de clase C'), basta
hacerlo en el espacio euclideo R™ (R"~! en el caso en que 2 es un dominio de
R™ pues entonces 92 es una hipersuperficie de dimension n — 1).

En el caso del espacio euclideo, el modo més sencillo de definir el espacio
H'2(R™) y, de manera més general, el espacio H*(R") con s > 0 arbitrario
(0, incluso, para cualquier s € R) es mediante la transformada de Fourier.
Recordemos que u € L2(R"), si y solo si @ € L?(R™). Del mismo modo, Vu €
L?(R) siy solosi | €] a(€) € L2(R™).
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El espacio H*(R™) con s > 0 se define entonces como el subespacio de L?(R™)

de las funciones u tales que

AR GIRS (5.4.1)

La cantidad (5.4.1) constituye en realidad el cuadrado de la norma en H?®(R").
Se trata de espacios de Hilbert.

Con esta definicion, cuando s recorre el intervalo [0, 1], el espacio H*®(R"™)
decrece desde L?*(R™) hasta H!(R").

Se puede también definir una norma equivalente en el espacio fisico obte-

niéndose que

H*(R") = {u e 2Ry LMD =W 2 gn R")} (5.4.2)
|z —y |2
(véase [2]).

Pero en esta secciéon utilizaremos sélo la definicion de H*(R™) en términos
de la transformada de Fourier.

Basta que probemos que la traza de cualquier funciéon H* (R’_f_) pertenece a
H'/2(R"~1). Esto, mediante el uso de cartas locales, conduce al mismo resultado
en el caso de un abierto acotado €2 de clase C! arbitrario.

Para ello, dada v = u(z’, x,) consideramos su traza u(z’, 0). Debemos pro-

bar que

[ 1€ 1l 0 de < (5.3

donde * denota la transformada de Fourier en las variables 2/, siendo £’ 1a variable
dual correspondiente.

Como la propiedad de traza es de naturaleza local podemos suponer que u
es de soporte compacto de modo que v = 0 cuando z,, > 1.

Entonces

1 1
il OF = = [0, (ja(¢" ") oy = =2 [ (€ 2,)0, (€', 20}

Por tanto

1

€11 OF < [ 1€ P lale’ ) + 0,a(€’, 2) don (54.0)
0

y entonces

1
i 2 N2 15 (! 2 ,
fovenae o des [ [IEPIale ) dras
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1
+/ / 00i(€, n)|? dzpde = / (| 0t > + | Oy ] da'dz, = / |V |? da.
Rn—1.J0 R Rn
(5.4.5)
El resultado reciproco es también cierto. Es decir, toda funcion de HY/?(99) es
la traza de una funcién de H'(Q). Como consecuencia de este resultado cuya

prueba vamos a esbozar se deduce que la soluciéon de

(5.4.6)

—Au=0 en
u=y en 0N

con g € HY?(9Q) pertenece al espacio de Sobolev H(Q).
Cuando  es de clase C!, para probar este resultado, nuevamente, gracias a
las cartas locales, basta con probarlo en el caso de R* ™! y R%.

Definimos entonces la extension de g = g(z’) dada en R"~! resolviendo el

{ “Au=0 Ry (5.4.7)

problema

u=g R°°L

Aplicando la transformada de Fourier en ' vemos que el problema es equi-
valente a la familia de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden para-
metrizadas por & € R*~1:

924 12 s
{ oru+ & |Pa=0 (5.4.8)

ag’, 0)=9(&)
cuya soluciéon viene dada por
i, ) = g(&)e e, (5.4.9)

Basta entonces comprobar que si
[ 1) aslen <. (5.4.10)
Rnf

lo cual equivale a que g € HY?(R"!), entonces la solucién @& = (¢, x,)
obtenida en (5.4.9) satisface

/Rn {I & PlaE, zn) [ +]0a(¢, xn)ﬂ d¢'dz,, < oo. (5.4.11)

Este resultado es facil de probar.

Verifiquemos por ejemplo la finitud de la primera integral en (5.4.11), puesto
que la otra puede estimarse del mismo modo. En virtud de la expresion explicita
de la solucion en (5.4.9) tenemos

/ & L€, 2) ? de'de, = / L8(€) [P € 2 e 2 1o dgldr,
R Rn
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:/ | g(¢) 1?1 ¢ \2/672\5’\%:0":/ %d£'<oo (5.4.12)
Rr—1 R n

por la hipotesis g € HY/?(R™~1).

5.5. Principio del maximo

En esta subsecciéon recordamos una version bésica del

principio del méximo que permite comparar soluciones de ecuaciones elipti-
cas con datos distintos y que juega un papel decisivo en la prueba de la con-
vergencia del MDD, ademas de aplicarse en muchos otros contextos. La version

que aqui reproducimos ha sido extraida de la seccién IX.7 del libro de Brézis
2]
Teorema. (Principio del mdzimo para el problema de Dirichlet). Sean f €

L3(Q) yu e HY(Q) NC(Q) tales que

/Vu~V<pdx+/u<pudx:/f<p, Yo € H ().
Q Q Q

FEntonces

min {inf u, {nf f} < u(z) < max [sup u, sup f} , Vo € Q. (5.5.1)
r Q T Q

Demostracién.

Utilizamos el método de truncatura de Stampacchia. Para ello introducimos
una funcién G = G(s) € C1(R) tal que:

o |G'(s)|< M,VseR.

o G es estrictamente creciente en (0, co).

e G(s)=0en (—o0, 0).

Sea

k = méx {sup u, Sup f}
r Q

que suponemos finito.

Pretendemos probar que u < k p.c.t. x € Q. La otra desigualdad se prueba
de manera analoga.

La prueba consiste esencialmente en utilizar v = G(u— k) como funcién test.

Distinguimos dos casos:
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a) | Q]< oo.

En este caso v = G(u— k) € H}(Q). En efecto, v es la composiciéon de u con
una funcion globalmente Lipschitz y, por tanto, como | Q |< oo, v € H(£2). Por
otra parte v € H} () puesto que v es continua y se anula en el borde.

De la formulacién variacional deducimos que

/|Vu|2G’ k) + /uGu— /qu—
Es decir
/Q|Vu|2G’(ufk)Jr/Q(ufk)G(u—k):/Q(f—k)G(ufk).

Deducimos inmediatamente que
/(u —k)G(u—k)dz <0,
Q

y, como sG(s) > 0 para todo z € R, que (u —k)G(u—k) =0 p. c. t. z € Q. Por
consiguiente u < k para todo x € €.

En esta argumentacién hemos utilizado que

[7=m6u-0 <0 [ V0P eu—iyis>0

lo cual es cierto obviamente por la eleccion de f y las propiedades de la funcion

G.

b) El mismo argumento puede adaptarse sin mucha dificultad al caso en que
| Q |= co. Para ello es suficiente elegir como funcién test v = G(u — k') con
K > k.

El Teorema anterior proporciona el principio del maximo (PM) para el ope-
rador —A + I. Pero se verifica en un contexto mucho més general de problemas
elipticos de segundo orden (véase la Proposicion IX.29 de [2]).

El PM se aplica en particular a las soluciones débiles del problema de Diri-

chlet asociado al operador de Laplace caracterizadas por la condiciéon:

u € H'(Q);

(5.5.2)
Vu - Vodr = / fodz, Vo € Hy(Q).
Q Q
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La prueba es semejante a la anterior s6lo que en este caso obtenemos, si f <0,
/ | Vu |? G'(u — k)dx < 0.
Q
Si definimos la funcién
H(s) = / (G (0 — k)2 ds
0

esta condicién puede escribirse simplemente como

/ | V(H(u)) |? dz < 0.
Q

Por tanto, la funcién H(u) ha de ser constante en €. Ahora bien, habida cuenta
de la definicién de k tenemos que u < k en I' y por lo tanto H(u) = 0 en
I'. Deducimos por tanto que H(u) = 0 p.c.t. z € Q lo cual implica que u <
k p.c.t. z € Q. Estas dos ultimas condiciones son efectivamente equivalentes.
En efecto, por las propiedades de G tenemos que G'(c —k) =0 cuando 0 < k y
que G'(o0 — k) > 0 cuando o > k. De estas propiedades se deduce que H(s) =0
cuando s < k'y que H(s) > 0 cuando s > k.

De este modo, para el problema (5.5.2) se deduce que, cuando f < 0, enton-

ces, el maximo de u se alcanza en la frontera del dominio €.
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Capitulo 6

Diferencias y voltimenes

finitos

6.1. Diferencias finitas para coeficientes variables
1—d

Sin duda el problema mas ejemplar del Analisis Numérico de EDP’s es el de

resolver el problema de Dirichlet 1 — d:
—Ugy = f, 0 <z < 1; u(0) =u(l) =0. (6.1.1)

El método més elemental para hacerlo es el basado en diferencias finitas

en un mallado regular. Esto consiste esencialmente en introducir una particiéon

regular del intervalo (0, 1), {z; };-V:ng, donde x; = jh, con h > 0, y buscar, para
cada h > 0y j € {0,---, N + 1} una aproximacion u; de u(z;). Para ello

utilizamos el esquema de tres puntos

2u]' —Uj4+1 — Uy

h2

_1:fjajzla"'vN;u():uN—'rl:O- (612)

Para cada h > 0 (6.1.2) es un sistema lineal de N ecuaciones con N incognitas

que puede escribirse de la forma
AU = F (6.1.3)

con U = (uja"' qu)J—v F= (fla"' ; fN)J_‘
La matriz A del sistema es simétrica, definida positiva de modo que, para

cada h > 0, (6.1.3) admite una tnica solucion.

283
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Con el objeto de que el problema anterior esté formulado sin ninguna am-
bigiiedad es imprescindible que h > 0 sea de la forma h = 1/k donde k € N.
Asimismo hemos de precisar el valor f; de la aproximacién de f(z;) elegida
en (6.1.2). Cuando f es continua basta tomar f(z;) y cuando no lo es puede

sustituirse por una media, i.e.

1 [mith/2
fi= E/ f(s)ds. (6.1.4)
x;—h/2
Este esquema es de orden 2. Para ello basta observar que si u es una solucién
regular de (6.1.1) entonces, la diferencia entre el miembro de la izquierda de
(6.1.1), —ugq, y el de (6.1.2), [2u; — uj11 —uj_1]/h?, es del orden de O(h?).
Esta ecuacion (eliptica en la clasificacion clasica de las EDP’s) surge al ana-
lizar las soluciones estacionarias de algunas de las ecuaciones de evolucién més
importantes como son las ecuaciones de ondas, del calor o de Schrédinger.
El hecho de que los coeficientes de la ecuacion (6.1.1) sean constantes refleja
que el medio en el que ésta represente la cantidad fisica estudiada sea homogéneo.
Sin embargo en la practica, con frecuencias, hemos de hacer frente a medios

heterogéneos. La version correspondiente de (6.1.1) seria entonces:
—(a(x)us), = f, 0 <2 <1, u(0) = u(l) =0. (6.1.5)

El coeficiente variable a = a(z) se supone acotado y medible, i.e. a € L>°(0, 1).

Suponemos ademas que existen constantes 0 < a < 3 < oo tales que
a<a(z) < g, pct. xe(0,1). (6.1.6)

En estas circunstancias el problema (6.1.5) admite una tinica solucién. De ma-
nera mas precisa, mediante la aplicacién del Lema de Lax-Milgram, se deduce
que para todo f € H~1(0, 1) existe una tnica solucién u € HE(0, 1) de (6.1.5).
En este caso que nos ocupa la solucién puede calcularse de manera explicita.

Tenemos que

1
(@) = — /0 Ty (s + Cib(a) +Ca, (6.1.7)

donde

|
b(x)z/o @d& (6.1.8)

y las constantes Cp, Cy estdn determinadas de manera tnica para que las con-

diciones de contorno se satisfagan. Es decir,

Cy =0 (6.1.9)
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Oy = [/01 a(ls)/osf(T)de8:| //O1 %ds. (6.1.10)

Cuando a = a(x) es variable (6.1.5) es el modelo para la deformacion de una
cuerda elastica heterogénea, por ejemplo.

Analicemos ahora los esquemas en diferencias finitas de aproximacion de
(6.1.5). Para ello introducimos los operadores de diferencias finitas discretos 04
y d_ donde

(0,0); = ZH— (0-U), = S (6.1.11)

Ambos operadores son una aproximacion del operador de derivacién continuo
d, = d - /dz. Se trata obviamente de aproximaciones de primer orden puesto

que, cuando u; = u(x;), siendo u = u(z) una funcién de clase C?, tenemos

du

7 (%) = (04U), +O(h) = (0-U), + O(h). (6.1.12)

Con el objeto de que el esquema numérico de aproximacion de (6.1.5) sea simé-

trico, es conveniente introducir la aproximacion

5 [0 (00-) +0_(ad) u=f. =1, . N

Up = UN+1 = 0.

(6.1.13)

Cuando a es constante el esquema (6.1.13) es una generalizacion de (6.1.2). Este

esquema, componente a componente, puede escribirse del siguiente modo:

( = (aj-1+a)uj-1 + (aj-1 + 205 + aj1)u; — (a; + aj+1)uj+1)/2h2 =1
(6.1.14)

para los nodos interiores j = 1,--- , V.

Dejamos como ejercicio para el lector comprobar cual es el orden del esquema
cuando el coeficiente a = a(x) es regular.

Pero muchas veces las ecuaciones heterogéneas y los coeficientes variables se
presentan en situaciones en que estos no son regulares, ni siquiera continuos.

Este es el caso, por ejemplo, cuando a es constante a trozos en el cual se
representa la presencia de dos materiales homogéneos diferentes con constantes
materiales distintas.

Consideremos por ejemplo el caso de un coeficiente de la forma

O<z<a*
a(z) = © r= (6.1.15)
1, zf<zr<l,
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con 0 < z* < 1. Con el objeto de hacer los calculos mas explicitos suponemos
que el segundo miembro f se anula pero tomamos una condicién de contorno

no homogénea en = = 1, i.e. consideramos el problema

_(a(x)um)z =0, O0<ax<1;
{ u(0) =0, u(l) = 1, (6.1.16)

donde a = a(x) es como en (6.1.15). La solucion explicita de (6.1.16) es conocida:

u(z) = (6.1.17)

ax, 0<z <z
car+1—ca, z*¥<z<l,

con
1
o= —. (6.1.18)
T* —ex* +e
Supongamos ahora que el punto de discontinuidad x* del coeficiente es tal que

x < ¥ < xpy1. La solucion obtenida en este caso es

con

-1
6+5(N+1—l<;)+k:> .

:5;:5
g @ a <1+€

Por tanto
Ty,

T eh(l—e)/(0+e)+ (1 —e)ap +¢

U

Cuando z* = xg41 la solucién exacta en el punto z = xj, es,

u(zy) = T
M (1—¢e)apqr +e

El error satisface por tanto

uk—u(xk):O< 1‘%).

€
1+¢

Cuando z* = z1, + h/2 se comprueba que el error es méas bien

uk — u(ay) = O (“h) .

Vemos entonces que, cuando € # 1, el error es O(h), lo cual contrasta con el

hecho de que el método sea de orden 2 cuando a es regular.
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6.2. Volamenes finitos

En esta seccion vamos a desarrollar un método de volumenes finitos que, con
respecto a las diferencias finitas, tiene la ventaja de que el método es de orden
O(h?) tanto para coeficientes regulares como discontinuos.

El método de volimenes finitos esta basado en la formulacién variacional de
problema (6.1.5)

u € H&(O, 1)

1 1 (6.2.1)
| torusenta = [ sotn, o€ 30, 1),

0 0

en la cual no se distingue si a es regular o no, siempre y cuando se satisfaga la
condicién (6.1.6) de elipticidad. En efecto, bajo la condicién (6.1.6) la existencia
de una tnica solucion de (6.2.1) esté garantizada por el lema de Lax-Milgram.

Denotemos mediante © el dominio (0, 1) en el que la ecuacion esta formu-
lada y mediante €; los intervalos centrados en los puntos del mallado ©; =
(mj — h/2, z; + h/2),j =1, -+, N. Denotamos por 1/ = 7(x) la funciéon
caracteristica del intervalo ;. Mediante a; denotamos una aproximacién de a

en el intervalo ; que puede ser tomada como la media

1
a; = E/Q adz. (6.2.2)

i
Una manera natural de aproximar (6.2.1) es utilizar la formulacion variacional

u € H0, 1)

N 1
Z/ 4 UgVpdT = / fuvdz, Yo € H}(0, 1)
PVl 0

en la cual hemos sustituido el valor del coeficiente a = a(x) por su aproximacion

(6.2.3)

constante a trozos. Pero, obviamente no hay ninguna razén de que la soluciéon
de (6.2.3) sea constante o lineal a trozos.

Con el objeto de introducir una tal aproximacién utilizamos que

—/ (aum)mdﬂc = —auy L
Q

) Ti—5
h )

. h
zjty

Necesitamos ahora aproximar au, (xj +h/ 2). En la medida en que au, es regular
(pues es una primitiva de f), si a tiene una discontinuidad justo en x; + £,
no puede ser regular en ese punto. Por tanto aproximar u, no es una buena

ally,
idea. Es mas bien conveniente escribir

T Tt Ti+1 1 Tit1 1
= Ugdr = —augdr ~ (aux) 1179 —dx.
Tj T T a it/ z; a
J

J J

u
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De la aproximacién constante a trozos de a deducimos que

Tt h
/ —dr = —
T a Wy

J

con
w; = 2ajaj+1/ (aj + aj+1) s (624)

es decir la media armonica de a; y a;41.

Obtenemos por tanto

(Pjt1 = ¢j)
(augg)jﬂ/2 ~wj-2 h 1
y, por tanto, la siguiente discretizacion:
Wj—1 (UJ — uj_l) — Wy (uj+1 — uj) = hfj? J = 1a T N7 (625)
h h
con )
fi= f/ fdx. (6.2.6)
h Ja.
J

Se trata de un esquema de aproximacién que difiere del de diferencias finitas
(6.1.14).
Puede sin embargo verse que ambos son muy préximos cuando a es regular.
En efecto, cuando a es regular
a; + ajt1
2
y, en caso de realizar esta sustitucion, en (6.2.5) recuperariamos el esquema
(6.1.14).

Apliquemos ahora este método, denominado de wolumenes finitos, al caso

wj ~ (6.2.7)

en que a es discontinuo discutido en la seccion anterior. Supongamos que x* =
x + h/2. Entonces
2e

w.j:€,1§j<k;;wk:1+5;wj:1,k‘<j§N.

Obtenemos en este caso (6.1.19) con
8 = ae, a:h/(x* —E:L'*-I-E).

Comparando con la solucién exacta, vemos que el error en los puntos del mallado
es nulo. En circunstancias mas generales seria O(h?). El método de voltimenes
finitos es por tanto mas preciso que el de diferencias finitas.

El método puede también adaptarse facilmente al caso en que el coeficiente

a = a(x) es discontinuo en un punto del mallado z;, i.e. z* = x;.
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En este caso tendriamos

f/ (aum)wdx = —auy
Q

J

(LJ+h/2
+ lim au, — lim au,.
xj—h/2 xlx; zlxz;

Ahora bien, como au, es continuo, los dos tltimos términos se cancelan. Apro-

ximando ahora u, por diferencias finitas obtendriamos

Ujp1 — Uj Wi — Ui
= [ (aus)de ~ ~ajia (ﬂﬂha> fa;1n (M“) |
Q;

J

Esto da lugar al esquema
[—aj—1/2uj—1 + (@172 + aj11/2) U5 — ajiaj2us412] = hfj.

Se trata de un esquema semejante al clasico de diferencias finitas pero es mucho
maés eficaz cuando a es discontinuo puesto que el error de este nuevo esquema
es del orden de O(h?), incluso para coeficientes discontinuos.

6.3. Diferencias finitas para coeficientes variables:

varias dimensiones espaciales

Siendo e, el a—ésimo vector de la base canénica de R™ definimos los opera-

dores de diferencias

Oa,+ = (Pjrea = 95) /1 Oa; = (05 = Vjea) [h- (6.3.1)

En esta ocasion j = (jl, ey jn) es un multi-indice que denota los puntos de

un mallado regular de R™ de nodos

Tj = (le’ ) xj'n)’

donde x; = jh.
Consideramos ahora la ecuacioén eliptica

> 05(aio5u) = f (6.3.2)
j=11i=1

con coeficientes variables a;; = a;;(x), medibles y acotados que satisfacen ade-

mas la condicion de elipticidad
B1EP> aij()6g; > a | €12, VE R, (6.3.3)

con 0 < a< (< .
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Aqui y en lo sucesivo hemos adoptado la convencion de sumaciéon de indices
repetidos.

Con el objeto de simplificar la presentaciéon suponemos ademés que la matriz
de coeficientes es simétrica de modo que

aijzaﬁ,Vi,jzl,---,n.

Inspirandonos en el caso 1 —d podemos ahora introducir el siguiente esquema

de discretizacion
5 5.+ (000, )+ s, (e, )]y = . (6.3.4)
Se trata de un esquema en diferencias de orden 2 para coeficientes variables.

Obviamente, en la practica, la ecuacion (6.3.2) normalmente se estudia en
un dominio © de R™ y por tanto la ecuacion (6.3.4) habra de satisfacerse en
el conjunto de multi-indices correspondiente. La ecuacion (6.3.2) y su version
discreta (6.3.4) han normalmente de ser también completadas con condiciones
de contorno.

Conviene observar que en la discretizacion (6.3.4) los puntos del mallado
en los que se apoya el esquema en cada nodo no es simétrico. Por ejemplo,
en dos dimensiones espaciales, la aproximacion (6.3.4) en el punto de coor-
denadas (jlh, jgh) solo involucra los siguientes puntos, ademas de si mismo:
(G14+Dh, (j2=1)h), (j1h, (j2=1)h), (ih, (G2+1)h) ((j1—1)h), (j2+1)R), ((1—
Dh, jah), ((j1 + 1)k, jah). Pero, por ejemplo, los nodos ((j1 + 1)k, (j2 + 1)h)
y ((j1 — 1)h, (j2 — 1)) no intervienen en la discretizacion. Pero esta no es la
unica eleccion posible y pueden construirse esquemas en diferencias que invo-
lucren otros nodos. En particular puede encontrarse un esquema simétrico que
involucre todos los nodos pero en este caso la matriz del sistema es menos hueca
y su resolucién es por tanto mas costosa.

El tratamiento de las condiciones de contorno no siempre es sencillo. Una vez
que el dominio se ha aproximado mediante otro cuadriculado cuya frontera esté
integramente en el mallado tenemos que establecer una condicién de contorno en
cada nodo de la frontera. Cuando la condicién de contorno es de tipo Dirichlet,
ie.

u = g en 02

la cuestion se resuelve imponiendo la condicién u; = g; en cada nodo z; € 9§.
Esto determina completamente la incognita u; y reduce la dimension del vector
solucién. El valor g; de u; interviene entonces en la ecuacién que se satisface en

los nodos interiores vecinos.
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La situacion es algo més compleja para la ecuacién de contorno de Neumann.
Recordemos brevemente el tratamiento que se le da en una dimension, cuando
el operador involucrado es de coeficientes constantes. En este caso se procede

por extension par. Es decir, se usa el hecho de que si u = u(z) es solucion de
Uz = f, x> 0; u,(0) =0,

entonces su reflexion par

E(m):{ u(z), x>0

u(—z), =<0
es solucion de
7ﬂIZE = fa z€eR

donde fes la reflexion par de f.
Aplicando el mismo criterio en el caso discreto escribimos la ecuacién corres-
pondiente al nodo j = 0:

2ug —up —uU_1
e

Como u; = u_1 se deduce que
2 (Uo — ul)

B2

De este modo obtenemos una aproximacion de orden dos.

= Jfo.

Otra manera natural de tratar la condicién de Neumann en el extremo j = 0

es escribir que

Up = U1
puesto que
U — Up
Uz (0) ~
h
En este caso la ecuacion escrita en el nodo j = 1 proporciona la ecuaciéon
Uy — Uz
h2 - fl'

Pero en este caso el esquema es de orden 1.

Consideremos ahora el esquema (6.3.4). Supongamos que el punto frontera
x; tiene como coordenada x1, x1 = 1. Al escribir la ecuacion (6.3.4) en este
punto hacemos aparecer el valor en algunos nodos situados fuera del dominio
Q. Se trata de nodos virtuales. Como la condicién de contorno es en este caso

de la forma

aflocaa@(la x2) = 9(1‘2)
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es esta la condicion que hemos de utilizar para eliminar las contribuciones de
los nodos virtuales.
La ecuacion discreta es de la forma
1
=5 108,+ (aapa, -) + 85, - (aapla, +)] u
= qj_3uj—€2 + qj_2uj+€1—€2 + qj_luj—el + q?uj

1 2
+ q ’/U’j+61 + q ’ujfelJrez + q3u’j+€2
J J J

con
it o= (0250 tany) (G126 +00,5)
J 2h? 2h2 ’
67 = (a12,j-c; + a12,j1er) /20,
;' = —(a1njoe Fawy) /207 — (@12, e, +a12,5) /207,
1 —1 2 _ =2 3 _ -3
4G = qj+€1’ a4 = queﬁ*ez’ q4; = qj+62
@ = - q"
m#0

Por la formula de Taylor tenemos que
—1 1 2
—q; (Uj —uje,) + 5 (Uj13, —u5) — q5 (U5 — Uj—e;+e,)
P 2 2
;7 (Ujer—ea = Ug) ~ 5 ara0au(z;) = o f(zz).
Esta identidad permite eliminar la contribuciéon de los nodos virtuales.

Tal y como ocurria en 1 — d, en caso en que los coeficientes de la ecua-
cion sean discontinuos el método de volumenes finitos permite obtener mejores
aproximaciones.

Para implementarlo descomponemos £ en celdas €1, centradas en los puntos
x; del mallado.

Integrando la ecuacion en £2; obtenemos

—/ 0p (aap0au) dx :/ fdx. (6.3.5)
Q; Q;
Ahora bien

— 0 (aap0qu) de = 7/ aag0quhgdo (6.3.6)
Q1 FJ‘

donde n = (n1, na) es el vector exterior unitario a ; y I'; es su frontera. La

clave reside por tanto en la aproximacién de las integrales de frontera sobre I';.
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Consideramos en primer lugar la integral sobre el segmento AB con A =
x; + (%, —%) yB=ux;+ (%, %) Hacemos entonces la aproximacion

B
/ aa10oudo ~ h(aq10.u) - (6.3.7)
A

donde C es el centro de AB, i.e. C = z; + (h/2, 0). Debemos ahora aproximar
el segundo miembro de (6.3.7).
Consideramos en primer lugar el caso de los coeficientes continuos. Realiza-

mos las siguientes aproximaciones :

J

B
/ a1101udxs ~ hay1(C) (01, +u)
A
B
/ 119051 dxg ~ hai(C)

. ) (02, ~Ujye, + 02 1uy),

0, lo que es lo mismo,

B
/ 12001 dzy ~ M
A 4

(02, + + 02, ) (uj + Ujte,)

que también coincide con

B

h C

/ algagu dl‘g ~ a%() (8274_’(,6]'4_61 + 827 _u]') .
A

Cuando los coeficientes son discontinuos sobre I'; la condicién de salto ha de
ser tenida en cuenta. Por ejemplo, procediendo como en el caso 1 —d, realizamos

la siguiente aproximacion

B
/ aualdxz ~ hwj81,+uj
A

con
2a11, j011, j4e;
ain,j + a1, jte,
Las condiciones de contorno pueden tratarse de manera semejante. Cuando
se trata de la condicién de Dirichlet simplemente sustituimos el valor de la in-
cognita correspondiente. En el caso de las condiciones de Neumann procedemos

promediando el valor de contorno. Por ejemplo:

B
/ Ao, Oqudxe ~ hf(z2 ;).
A

Los métodos de discretizacion presentados hasta ahora estan centrados en los
nodos del mallado de modo que §2; es el cuadrado centrado en z; y con lados

de longitud h en cada una de las direcciones espaciales.
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Se pueden hacer desarrollos semejantes en el caso en que la particién €;
cubra todo €, y sus centros sean los nodos en los que vamos a aproximar la

solucion tal y como se indica en la siguiente figura.

Los nodos son por tanto en este caso de la forma x; = (j—p)h conp = (1/2, 1/2).

Las discretizaciones por diferencias finitas pueden realizarse del mismo modo
que antes. So6lo las condiciones de contorno necesitan de un tratamiento diferen-
ciado.



Capitulo 7

Métodos de descomposicion

7.1. El método de las direcciones alternadas

7.1.1. Motivacion

La complejidad de los modelos matematicos que se precisan para analizar
los cada vez maés sofisticados problemas que se plantean en Ciencia y Tecnologia
crece sin cesar. Es por eso que, frecuentemente, en dichos problemas podemos
encontrar varios sistemas de naturaleza distinta acoplados: Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias (EDO), Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) de diferentes
tipos, sistemas discretos, estocésticos, etc. Cabe decir que se trata de modelos
heterogéneos o de caracter multi-fisico.

Es por eso que, a menudo, el analisis de los modelos no puede realizarse
mediante el uso de uno de los métodos matematicos o numéricos especificos
de determinado tipo de sistemas sino que es preciso combinar varios de ellos.
Lo mismo puede decirse en lo que respecta a los métodos de aproximaciéon y
simulaciéon numérica.

Resulta por tanto natural desarrollar y utilizar métodos de descomposicion
que permitan descomponer o dividir el sistema en subsistemas mas simples
con caracteristicas bien precisas e identificadas en los que podamos aplicar un
método especifico.

Pero los métodos de descomposiciéon precisan de un ensamblaje posterior
para poder obtener las propiedades globales del sistema. Esto puede realizarse
mediante el método de direcciones alternadas en el que se resuelven de manera
iterada los diversos subsistemas en los que el sistema global se ha descompuesto.

Este método iterativo permite aplicar en cada subsistema un método especifico

295
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pero al mismo tiempo recuperar las propiedades globales del sistema.

Este método de direcciones alternadas es muy versatil y puede aplicarse en
muy diversas situaciones. En particular puede ser utilizado para descomponer
sistemas de EDP en el que coexisten subsistemas de naturaleza diversa. Es el
caso por ejemplo del sistema de la termoelasticidad que acopla una ecuacién
de ondas con la ecuacion del calor o de las ecuaciones de Navier-Stokes donde
coexisten los efectos difusivos de la ecuacion del calor (y méas precisamente del
sistema de Stokes lineal) y los propios de las ecuaciones hiperbolicas no-lineales
(ecuaciones de Euler) en las que esta presente un término convectivo no-lineal
cuadratico.

En la siguiente secciéon presentamos el método en el contexto de los sistemas

de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.

7.1.2. Sistemas de EDO lineales. El teorema de Lie

Consideremos el sistema de EDO:

{ i(t) = (A+ B)z(t) 711)
z(0) = o,
donde z = x(t) es una incognita vectorial a valores en R dependiente del para-
metro temporal ¢t € R, y A y B son matrices cuadradas N x N con coeficientes
constantes independientes de t.

Para cada dato inicial zg € RY el sistema (7.1.1) admite una tnica solucién
global z(t) € C* (R; RY), donde mediante C* denotamos la clase de funciones
analiticas.

Ademas la solucién viene dada por la formula de representacion:
w(t) = ATy, (7.1.2)

Recordemos que dada una matriz cuadrada C, su exponencial puede definirse
mediante el desarrollo en serie de potencias
o0
Ck
e = (7.1.3)

TRl
k=1

cuya convergencia puede garantizarse mediante el criterio de la mayorante de

Weierstrass. En efecto!

— C* —1C [ _ < lCl”
c _ ol
e l= D || S 2 <2 =l (7.1.4)
k=0 k=0 k=0

1E]l mismo argumento permite definir e” donde L € L(X;Y) es cualquier operador lineal
y acotado entre dos espacios de Banach X e Y.
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El siguiente resultado, debido a Lie, es la base de los métodos de descompo-

sicién y de direcciones alternadas:

Theorem 7.1.1 Dadas dos matrices cuadradas N x N A y B se tiene

eAB = 1lim (e%e%) . (7.1.5)

n—oo
Antes de proceder a su demostracion analicemos su significado.
Es bien sabido que, en general, salvo que las matrices A y B conmuten, no

A+B

es cierto que e coincida con el producto e?e®. Analicemos este hecho. De

acuerdo con (7.1.3):

. (A + B)* A+ BJ?
M= % = I+[A+B]+%+m (7.1.6)
k=0 :
A2+ AB + BA + B?
= I+[A+B
+[A+ B] + 5

Por otra parte

A_B _ E E
k=0 7=0

A? B?
{I+A+2+-~] : {I+B+2+~-~

A2 B2

[+ [A+B]+AB+ -+~ + -

En las expresiones (7.1.6) se constata efectivamente una diferencia al nivel de
los términos cuadraticos. En efecto, mientras que en (7.1.6) los términos cuadra-
ticos son

A2+ B2+ AB + BA] /2 en (7.17) son [A%+ B? +24B] /2 de modo que

la diferencia entre uno y otro es el término [BA — AB] / 2. Obviamente esta
diferencia se anula cuando A y B conmutan pero no en caso contrario. El tér-
mino BA— AB que interviene en esta diferencia se denomina conmutadory seréa

denotado del modo siguiente:
[A, B]= BA— AB. (7.1.8)

Se trata de una medida del grado de conmutatividad de las matrices A y B.
En virtud de la identidad (7.1.5) tenemos que

A B\"
eAJrBN(enen) .
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Para n fijo, se tiene

(A g)” A B A B
enen :enen-..enen

es decir se trata de un producto iterado, n veces, del operador e4/"eB/™.

Analicemos ahora el significado de la expresion e4/"e?/". Conviene observar

A/neB/n g un elemento xo € RY lo que se obtiene es

|:6A/neB/n:| zo = eA/n |:€B/nl’0:| )

que al aplicar e

Por otra parte eB/"z, = Yo es el valor en el instante ¢ = 1/n de la solucion de

y = By; y(0) = xo,

A/n

mientras que e*/™yy = zp es el valor en el instante ¢ = 1/n de la solucion de

2= Az, z2(0) = yo.
Al aplicar por tanto el Teorema 7.1.1 a la resolucion de (7.1.1) obtenemos que

x(t) = e(AJrB)txO = lim (e%e%> zo, (7.1_9)

n—oo

lo cual significa que z(t) se aproxima mediante la expresion
n
Tn(t) = (e%e%> T
que se obtiene del modo siguiente:

e Iteramos n veces un procedimiento en el que, arrancando del valor del
paso anterior, se avanza un paso temporal del tamano ¢/n en la resoluciéon
del sistema (7.1.1).

e En cada paso lo que hacemos es resolver de manera consecutiva cada uno

de los dos sistemas involucrados en (7.1.1):

2 = Ax (7.1.10)

' = Bz (7.1.11)

Conviene observar que, segin este procedimiento, en ningin caso resolvemos el
sistema completo (7.1.1) sino que siempre resolvemos los subsistemas (7.1.10) y
(7.1.11).

En cada intervalo temporal de longitud ¢/n resolvemos ambos sistemas (7.1.10)
y (7.1.11), lo cual indica que recorremos el intervalo temporal en dos ocasiones,
una por cada subsistema.
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Estas caracteristicas del método iterativo hacen que se denomine de direc-
ciones alternadas.

Conviene también distinguir el método de direcciones alternadas descrito
con los métodos numeéricos de aproximacion de ecuaciones diferenciales. Aqui
hemos descrito un método iterativo en el que suponemos que las soluciones de los
subsistemas (7.1.10) y (7.1.11) pueden calcularse de manera exacta. Nos hemos
mantenido por tanto en el contexto de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(EDO). En la practica, este método de direcciones alternadas ha de ser com-
binado con un método numérico para la resolucién de ecuaciones diferenciales.
Es importante senalar, y esta es una de las virtudes del método de direcciones
alternadas, que cada uno de los sitemas (7.1.10) y (7.1.11) pueden resolverse
mediante métodos distintos, de manera que podemos utilizar métodos mejor

adaptados a las caracteristicas de cada subsistema.

7.1.3. Demostracion del Teorema de Lie

En esta seccién probamos el Teorema 7.1.1.
En virtud de (7.1.6) y (7.1.7) tenemos que

t
JATEN A2 <2) , (7.1.12)
n

En (7.1.12) el término principal del resto es, tal y como veiamos,
A, B}/2n2. (7.1.13)

La formula (7.1.13) es rigurosa en el sentido que

donde C' > 0 es una constante independiente de n. La prueba de (7.1.14) puede

At Bt At Bt
671 n —e’!leﬂ

It (7.1.14)

realizarse utilizando el criterio de la mayorante de Werierstrass. Obviamente,
la constante C' en (7.1.14) depende de A y B pero conviene subrayar que es
independiente del parametro n.

En virtud de (7.1.12) tenemos

n t t 2 2
(A+B)t _ {€<A+B>%} - {eﬁe’i +0 (tﬂ ) (7.1.15)

Por otra parte,

et oo fu)] <[tk [ree e to( ]} ra
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Basta por tanto concluir que

lim (e%e%)n: lim {e% e [1+e*%e*%o(t2/n2)}}n. (7.1.17)

n—oo

Denotando

At Bt
n n

Cp,=ene (7.1.18)

se trata de probar que

2 n
lim C = lim {cn <1+Cn10 <t ))} : (7.1.19)

n— o0 n— o0 n2

Este hecho puede comprobarse con facilidad utilizando el Teorema del valor

medio

o (1rero ()] e - aro (L) nuer
n n ng n n TL2 n

= t20< )cg—l(ugn)”l, (7.1.20)

1
n
donde &, es un elemento del segmento que une 0 con C, 1O (tQ/nQ).

Por tanto

e (rto )] e

2 2
< a7 ([ 6 )"t < CE el Bln-Dm (14| g (a2
n n

ct? n—
<7H0n Y & I

Ahora bien, como

0 1< GO (£ /n?) < elAltmel Blting (12 [u2) = 0 (£ /n?)
(7.1.22)

tenemos que

H‘Enl‘fl 1€nll(n—1)
) } 0 =1 (7.1.23)

el = | 141/ 1601

y, por tanto, volviendo a (7.1.21) deducimos que

e (rerto e/ e

Se obtiene por tanto (7.1.19) y (7.1.17) que es el resultado que precisdbamos

=0(1/n),0<t<T. (7.1.24)

probar.l
Conviene hacer las consideraciones siguientes:

e La prueba que hemos realizado es valida no sélo para matrices N x N A

y B. Se aplica también a operadores acotados entre espacios de Banach.
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e Este resultado puede también generalizarse al marco de los operadores m-
disipativos que generan semigrupos que permiten abordar la resolucién de EDP.
Se trata de la denominada férmula del producto de Trotter ([21], vol. 1, sec.
VIILR).

7.1.4. Algunos Ambitos de aplicaciéon

Tal y como hemos mencionado en la introduccién de la seccién el método
de descomposicion o de direcciones alternadas descrito es sumamente versatil
y puede aplicarse en muy diferentes formas, no solamente en el ambito de la
resolucion de un sistema lineal de EDO de la forma (7.1.1).

De manera general, el método puede aplicarse en cualquier sistema en el que
estén presentes subsistemas de naturaleza diversa.

Mencionemos algunos ejemplos:

e Resolucion de sistemas algebraicos

Buena parte de los métodos de descomposicion o “splitting” para la reso-
lucion de sistemas lineales de la forma Ax = b estan basados en la idea
de descomponer la matriz A de un modo u otro y proceder a aproximar
la solucién x mediante la resolucion iterada de un sistema simplificado.
Es el caso por ejemplo de los clasicos métodos iterativos de Gauss-Seidel,
Jacobi, etc. ([14], [19])

e Las ecuaciones de Navier-Stokes

Otro de los ejemplos méas notables lo constituyen las ecuaciones de Navier-

Stokes para un fluido incompresible

ur — vAu+u-Vu=Vp
divu = 0.

En este caso el sistema es una superposicion de las ecuaciones de Stokes

lineales

uy — vVAu = Vp
divu =0

y de las ecuaciones de Euler para un fluido perfecto

us +u-Vu=Vp
divu = 0.

El método de las direcciones alternadas puede también ser aplicado en

este caso, [26].
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e El sistema de la termoelasticidad

En este caso el sistema es de la forma

U — pAu — A+ p)Vdivu +aVe =0
Ht —AG—{—ﬁdlvut =0

en el que se observa el acoplamiento de una ecuacion de tipo ondas (el

sistema de Lamé en elasticidad) con la ecuacion del calor.

e El método de la descomposiciéon de dominios

Una de las variantes mas 1til del método de las direcciones alternadas es
el de la descomposicion de dominios. Se trata de un método muy versatil
aplicable de manera sistemaética en “todo” sistema de EDP definido en un
dominio de RY. La idea de base consiste simplemente en descomponer el
dominio en subdominios mas pequenos y de propiedades geométricas més
homogéneas, de modo que la resoluciéon del subsistema correspondiente
a cada subdominio sea mas sencilla. Nuevamente es preciso establecer
una iteracion alternada y eso exige introducir condiciones de contorno
adecuadas en las interfases entre uno y otro dominio que garanticen la
convergencia. Este método es debido en sus origenes a H.A. Schwarz. En la
proéxima seccion haremos una breve presentacion del mismo inspirdndonos
en el capitulo IV, 4 del volumen II del libro de R. Courant y D. Hilbert

[6].

7.2. Descomposicién de dominios en 1 — d

Consideremos un dominio acotado y regular 2 de RY y una descomposicion
en dos subdominios 2_ y 2, con interseccién no vacia, con fronteras regulares
compuestas por un nimero finito de componentes y que se intersequen con
angulo no nulo.

La idea es probar que a partir de la resolubilidad de una ecuacién, por
ejemplo el problema de Dirichlet para el Laplaciano, en los subdominios 27 y
Q7 mediante un método iterativo de direcciones alternadas, el mismo problema
puede resolverse en el dominio total €).

Este método fue ideado en un principio para calcular las soluciones en otros
dominios que no fuesen esferas, cuadrados, etc., donde las funciones de Green (y
por tanto las soluciones) podian calcularse explicitamente. En la actualidad el
método se utiliza de manera profusa como herramienta basica de aproximaciéon

y simulacion numérica.
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Con el objeto de presentar el método consideremos el caso en que el dominio

Q = (~1,1) y los subdominios son, por ejemplo, Q= = (—1,1/2) y QT =
(—1/2, 1).
Consideramos la ecuacion
—Ugy — -1 1
Uae = f ses (7.2.1)
u(=1)=u(l)=0

y las ecuaciones en los subdominios

Uy = [, —1<z<1/2
{ u_(=1)=0, u_(1/2)=«a (7.2.2)

{ —Ug gz = [, -1/2<z<1 (72.3)
uy(=1/2) =B, uq(1)=0.

El método consiste en resolver de manera alternada los sistemas reducidos
(7.2.2) y (7.2.3) para obtener una sucesion cuyo limite sea la solucion de (7.2.1).
Obviamente, para definir la iteracion tenemos que establecer el valor de a y

que imponemos en los extremos = 1/2 y © = —1/2 respectivamente.
Una posible iteracion es la siguiente:

e Etapa 1. Inicializacién.

Resolvemos en primer lugar (7.2.2) con @ = 0 y posteriormente (7.2.3) con
dato 8 = ut (—1/2), siendo u! la solucién obtenida de (7.2.2).

e Etapa 2.

Con el valor u! obtenido en la solucién de (7.2.3) de la primera etapa re-
solvemos (7.2.2) con @ = ! (1/2) y posteriormente (7.2.3) con 8 = u? (—1/2),
siendo u2 la nueva solucién de (7.2.2). De este modo

calculamos u? y u?.

e Siguientes etapas

Iterando este proceso obtenemos una sucesién u* de soluciones de (7.2.2) y
otra u% de soluciones de (7.2.3).

La clave de la convergencia del método esté en probar que u* y u’j_ convergen
cuando k — oo a la solucion de (7.2.1) en (—1, 1/2) y (—1/2, 1) respectivamente
cuando k — oo.

El método que acabamos de describir no es mas que una de las numerosas va-

riantes del método de descomposicién de dominios. En este caso los subdominios
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se superponen o solapan teniendo como interseccion el subintervalo (—1/2, 1/2).
En otras de las variantes los dominios no se superponen sino que dividen al do-
minio ) compartiendo tnicamente una interfase. Seria el caso por ejemplo si
Q- =(-1,0) y Q1 = (0, 1). En este caso sin embargo es preciso elegir las
condiciones de transmision en la interfase (x = 0 en el presente caso) de manera
adecuada para garantizar la convergencia del método.

El principio del maximo es muy tutil para probar la convergencia del método
en este caso particular.

Suponiendo que f € L*°(—1, 1) y denotando por M su norma tenemos que
la solucion de (7.2.3) satisface

| u(z) [<

%(1 —2?), (7.2.4)

lo mismo ocurre para cada una de las soluciones u* y u’j_ en los subdominios

M
Ml k| < - (1—2%). (7.2.5)

|u
Estas acotaciones permiten garantizar que, extrayendo subsucesiones, las suce-
siones u* y uﬁ convergen cuando k — oo en la topologfa débil de L?(—1, 1) por
ejemplo.

Pero la convergencia puede analizarse de manera mucho mas precisa.

En efecto, de (7.2.5) es facil deducir que {u®} (resp. {u®}) esta acotada
en H'(—1,1/2) (resp. H*(—1/2, 1)). Sus limites débiles son obviamente solu-
ciones de la ecuacién en los subintervalos correspondientes. El punto clave de
la prueba de la convergencia consiste en probar que los dos limites coinciden en
el subintervalo comtn (—1/2, 1/2), puesto que es ésto lo que garantiza que el
solapamiento de los dos limites sea la solucion de (7.2.1).

Con el objeto de resolver este tltimo problema sustraemos a la soluciéon u

de (7.2.1) una solucién cualquiera del problema en toda la recta real?
—Upp = f en R, (7.2.6)

donde f es la extension por cero de f fuera del intervalo (-1, 1).

Entonces
w=u—v (7.2.7)
ha de satisfacer
—Way = 0 -1 1
v oS (7.2.8)
w(-1) =a_, w(l)=ay,

2Este argumento puede también aplicarse en varias dimensiones espaciales.
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con valores a y b univocamente determinados por la solucién v en la recta real.

Es en este marco en el que aplicamos el método de descomposicién de domi-
nios.

Conviene sefialar que el cambio de variables (7.2.6)-(7.2.7) que permite pasar
del problema (7.2.1) a (7.2.8) puede también aplicarse en varias dimensiones
espaciales puesto que la solucién del problema de Laplace en RY puede calcularse
facilmente por convolucién con la solucién fundamental.

Con el objeto de aplicar la iteracion en direcciones alternadas a (7.2.8) con-

sideramos los dos subsistemas

“Wyge =0, -1<z<1/2
{ wy(-)=a_, wi(1/2)=f; (7.2.9)
y
—W— gz =0, -1/2<z<1
{ w_(=1/2) = B-, w-(1) = ay. (7.2.10)

Iterando y alternando la resolucion de (7.2.9) y (7.2.10) tal y como indicamos
maés arriba, obtenemos dos sucesiones {w’i}k>1 y {wi}kx.

El punto clave de la demostracion de convergencia consiste en observar que
[whth(1/2) —wh (1/2)| < £ |wF T (-1/2) — wk (-1/2)] (7.2.11)

con
0<l<1, (7.2.12)

y que, simultaneamente,
|wh T (=1/2) — wk (—=1/2)| < €]wh (1/2) — w1 (1/2)]. (7.2.13)
De (7.2.11) y (7.2.13) deducimos que

k™ (1/2) —wh (1/2)] < 2w (1/2) — 0§ 1/2)]

Figura 7.1: Descomposicion de dominios 1 —d: - = (-1, z_), Q4 = (x4, 1).

Procedemos entonces con la iteracion

{ - (u)" =0 (7.2.14)

ub (-1) = a_; uk (z2) =l (20)
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{ - ()" =0 (7.2.15)

ki (2) = b (24), b (1) = oy

Analizamos ahora las diferencias

v* :ufu’i;vff_:ufu’j_ (7.2.16)
que satisfacen
_ ( E)// 0
(7.2.17)
P (1) =0,vF(z_) = wu(@-) v (z) = vff__l(:c_)
k 1"
— (v =0
(v3) (7.2.18)

¥ (24) = vF (z4), v¥ (1) = 0.
Las soluciones de estos problemas pueden calcularse de manera explicita aunque
ésto no sea necesario para la prueba de la convergencia de las soluciones, puesto
que, tal y como veremos mas adelante, puede desarrollarse también en el caso

de un dominio general en varias dimensiones espaciales.

Tenemos
k—1
_ 1
ok () = % (7.2.19)
ok (a4)(x — 1)
Por tanto
k—1
k |U+ (”f—)| k—
|vF (z4)] = v |1+ 2y |=|vf 1(x_)’fyl (7.2.21)
con
[ 14|
= 7.2.22
7 T+z_| ( )
y
)] = o )] T = e )] e (7.2.23)
- _ 1o (7.2.24)
"= 2.
De este modo obtenemos
|0k (@ 4)| = |5 @) e (7.2.25)

y por tanto

|08 (1) = (n72)" 7 [l (@)| = 1 ()" ol (o))
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siendo v (z_) un valor cualquiera de inicializacion del método.

De modo analogo
; k
[ ()] = (r2)” [0l (z2)] .- (7.2.26)
Basta entonces comprobar que

Y1y2 < 1 (7227)

para asegurarse de que v_’f_(w,) y v* () convergen exponencialmente a cero

cuando k — oo.
A partir de este hecho es facil deducir la convergencia de la solucién puesto

que

I

< P 7.2.28
HL”(fl,x_) i ()] ( )

k k
HUJFHL“‘(MJ) <ok (z1)]. (7.2.29)

Comprobamos finalmente (7.2.27). Basta para ello comprobar que 71, 72 < 1.
Pero esto es obvio puesto que v; y 72 no representan més que la longitud relativa
de los subintervalos que en cada subdominio _ y €24 quedan fuera del intervalo
de solapamiento (zy, z_). Asi, a medida que el intervalo en el que se tiene
solapamiento aumenta, la velocidad de convergencia del método tse incrementa.

Conviene senalar que esta prueba, mediante la utilizacién del Principio del
Maximo, puede adaptarse para abordar el caso de varias dimensiones espaciales
y el caso de aproximaciones numeéricas.

Consideramos en primer lugar las aproximaciones numéricas finitas 1 — d.

7.3. Descomposicion de dominios para las dife-

rencias finitas 1 — d

Consideramos ahora el esquema en diferencias finitas de tres puntos para la

aproximacion del problema de Dirichlet (7.2.1):

2uj — Ujy1 — Uy

—1 .
:f,’ J:—N7"' 7]V
h? ! (7.3.1)

U-N—1 =un4+1 =0

donde h > 0 es un parametro destinado a tender a cero, N € N es tal que
Nh = 1, uj representa una aproximacion numérica de la solucion v de (7.2.1)

en z; y f;j de f(x;). Cuando f es continua podemos tomar f; = f(z;) mientras



308 CAPITULO 7. METODOS DE DESCOMPOSICION

que si f es simplemente integrable podemos elegir la media de f en el intervalo
(—x; — h/2, x; + h/2) como aproximacion de f en f;, es decir, como valor de
e

El mismo esquema puede utilizarse para la aproximacion u de (7.2.2). Tene-
mos en este caso

2uj — Ujp1 —Uj1

207 j:_N7aN
h? (7.3.2)

U_N—1 = O, UN41 = Q.

Es bien conocido que el esquema de tres puntos es consistente de orden 2 de
modo que

| w—ih ||oo< ChH2. (7.3.3)

Aqui y en lo sucesivo u = u(x) denota la solucién del problema continuo, @y, es

el vector que representa la soluciéon del problema numeérico
ﬁh:(U_N,"‘,UO,"','LLN) (734)

¥ || - |l denota la norma ¢ discreta sobre los puntos {z; } - v<j<n del mallado.
En virtud de (7.3.3), 4, la solucion discreta, proporciona una buena apro-
ximacion de la solucién continua.
El método de descomposicion de dominios se adapta sin dificultades al caso
de la ecuacion discreta (7.3.2). Para ello descomponemos el conjunto de indices
discretos en dos subdominios. Lo hacemos del siguiente modo.

Sean ¢p, _ y {4 los indices tales que
r— = eh’,h, Ty = fh’+h, (735)

siendo x_ y x4 los extremos interiores de los subdominios Q_ y Q4 en los
que descomponemos el dominio global (—1, 1) en la aplicacion del método de

descomposicién de dominios.

Figura 7.2: Descomposicién de dominios en el mallado discreto.

Consideramos ahora los dos subproblemas

b~k —uk
2J 71;1 j—1 =0, —Ngjgé;h_—l
h (7.3.6)
c k—1
uli,fol =0, Uy, = Uy g,
Y k k k
2ut o —ul o —ut
+.J +’J;*1 -1 0, éh,+ <j<N
h (7.3.7)

k k k —
Ut = Uy, o Ut N1 = O
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Se trata de los analogos discretos de (7.2.14) y (7.2.15).

Comprobamos ahora la convergencia exponencial de u* y ui a los valores
correspondientes de la solucién numérica ), en £°°. Procedemos como en el
caso continuo. Para ello omitimos en lo sucesivo el subindice h en la notacion
y definimos 7% y U_’i como la diferencia entre la solucion discreta @ de (7.3.2) y
las soluciones @* y @* de los subproblemas (7.3.6) y (7.3.7).

El mismo argumento del caso continuo se aplica y obtenemos exactamente
la misma tasa de convergencia cuando k — oo, independiente de h. Esto es asi
porque tanto ¥* como z";'ff_ son soluciones de los problemas

205 —Vjp1 — Vi1
B2

y estas a su vez son funciones afines

=0 (7.3.8)

v; = ajh+0, (7.3.9)

donde las constantes a y b son las que permiten ajustar las condiciones de
Dirichlet en los extremos del intervalo en cuestion.
De este modo deducimos la existencia de una constante C' > 0 y otra v < 1

de modo que

| Gn — @, J|oo,— < CB? (7.3.10)
| @p — @5 g, floo,+ < CR2, (7.3.11)
donde || - ||oo,+ denotan las normas ¢>° discretas en los subdominios + corres-

pondientes.
Combinando la estimacion (7.3.3) y (7.3.10) y (7.3.11) obtenemos

| w—af _ floo— + | uw— 4 Jloo,+< Ch® + CHF. (7.3.12)

Esto permite cuantificar la convergencia del genuino método numeérico que
consiste en aplicar el método de descomposicion de dominios en el esquema
discreto de aproximaciéon numeérica.

Asi si el error admisible es € > 0, en virtud de (7.3.12) elegimos hy > 0

suficientemente pequenio tal que

Chj < /2. (7.3.13)
Una vez realizada esta eleccion de hg elegimos ky tal que

CyFo < hy.

ko ko .
De este modo nos aseguramos que el par {“ho,,v Uy, . ( Proporciona una apro-
ximacion de la solucion u = wu(z) del problema continuo w = wu(z) con error

inferior a €.
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7.4. “Splitting”

En esta seccién analizaremos brevemente los métodos de splitting para la
resolucion de la ecuacion de Burgers viscosa

U — Vgy + (u®) = 0. (7.4.1)

x

A lo largo de esta secci6on suponemos que v > 0 esta fijado.

Buena parte de las ideas que aqui introduzcamos seran tutiles también en
el contexto de las ecuaciones mas realistas y complejas de las ecuaciones de
Navier-Stokes con viscosidad.

En vista de la propia estructura de la ecuacion (7.4.1) es obvio que en ella

subyacen dos modelos. Por una parte la ecuacion del calor
Ut — VlUgy = 0 (742)
y por otra, la ecuaciéon de Burgers sin viscosidad

u + (u®) =0. (7.4.3)

x

De hecho, a través de la transformacion de Hopf-Cole, esto ha quedado clara-
mente de manifiesto habiéndose comprobado que la solucion de (7.4.1) incorpora
tanto efectos viscosos como convectivos.

En este tipo de situaciones en los que el modelo en consideracién incorpora
dos subsistemas bien reconocibles es natural utilizar métodos de descomposi-
cion o “splitting” que permiten obtener la solucién del sistema global a partir
de la solucion de cada subsistema y por otra parte aplicar a cada uno de los
subsistemas un método numeérico especifico.

En las notas [34] describiamos algunas ideas béasicas de los métodos de des-
composiciéon. En particular presentamos el Teorema de Lie que demuestra que
para dos matrices n x n A; y As cualesquiera se tiene

etz — im (eAl/jeAQ/jy, (7.4.4)
Jj—00
con independencia de que A; y Ay conmuten o no. Esto resulta de utilidad a la

hora de resolver la ecuacion diferencial
2 = (Al + Ag)x, teR, z(0) = xo, (7.4.5)
puesto que su solucion es de la forma

w(t) = ety (7.4.6)
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La ecuacion de Burgers viscosa (7.4.1) puede también entenderse como un
problema de la forma (7.4.5), si bien en este caso la incognita u = u(x, t) es,
para cada t > 0, una funcién que depende de x y que por tanto pertenece a un
espacio de dimension infinita, A; es el operador diferencial Aju = 92u y As es
el operador no-lineal Ayu = —(u?),.

En esta seccion vamos a introducir esquemas de descomposiciéon para las
versiones discretas de estas ecuaciones.

Consideramos por tanto el modelo (7.4.5) que puede discretizarse en tiempo
con paso At sustituyendo, como es habitual, la derivada 2’(¢) por un cociente
incremental en el intervalo [nAt, (n + 1)At]. El tipo de esquemas de descom-
posicién que vamos a utilizar se basan en la utilizacién de un nodo adicional
(o varios), por ejemplo en el punto medio (n + 1/2)At, de modo que en cada
subintervalo [nAt, (n+1/2)At] y [(n+1/2)At, (n+1)At], veamos (7.4.5) como
un sistema en el que domina A; o As.

En la seccion siguiente analizaremos la validez de las discretizaciones tem-
porales a la hora de aproximar las soluciones de EDP de evolucion. Tal y como
veremos, este tipo de métodos, clasicos y bien comprendidos en el marco de las
EDOs, es también de aplicacion en EDPs, incluso en el marco no-lineal en el
que la teorfa clasica de semigrupos lineales no se aplica, haciéndose necesaria la

utilizacion de ideas propias de los semigrupos no-lineales.

7.4.1. Peaceman-Rachford

Introducimos en primer lugar el esquema de Peaceman-Rachford:

20 = 20

xn+1/2 — .
-z o n+1/2 n

N (7.4.7)
anrl o xn+1/2

A n+1/2 A n+1.
At)2 e Ao

Vemos que el esquema asi obtenido es doblemente implicito, una primera vez
al pasar de = a 2"t'/2 y después al pasar de z"+1/2 a z"*!. En cada caso sin
embargo, nos apoyamos principalmente en uno de los operadores A, B consi-
derando al otro como una perturbaciéon que incorpora la informaciéon del paso
anterior.

Con el objeto de entender el efecto que este esquema de descomposicion tiene

sobre un sistema consideremos el caso del sistema mas sencillo posible

7' (t) = Az(t), t > 0; z(0) = zo, (7.4.8)
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siendo A una matriz simétrica definida negativa para la que la solucién es de la

forma

z(t) = ey, (7.4.9)

Si A1,---, Ay son los autovalores de la matriz A y ey, -, ey los corres-
pondientes autovectores, las soluciones son combinaciones lineales de soluciones

elementales de la forma

‘r(t)ze)\jtejvjzlv"' 7N' (7410)
Como A\; <0, j=1,---, N vemos, obviamente que
| 2(t) [<] zo |, Y >0, (7.4.11)

para toda solucion.

Descomponemos ahora la matriz A como

A=aA+pA (7.4.12)
de modo que
Al = aA, Ag = BA, (7413)
con
a>0,8>0,a+0=1 (7.4.14)

Aplicando el esquema de descomposicion (7.4.7) obtenemos

1 -1
= (1 - A;ﬁA) (1+ é%A) <I - A;aA) (I+ A;ﬂA> z”,

Iterando esta identidad obtenemos
—k k —k k
z* = (I — AQtﬁA) (I + AQtaA> (I — AQtaA) (I + A2tﬁA) z°.

Cuando aplicamos esta identidad en la direccion de cada uno de los vectores

0

propios ej, i.e. con z° = e;, deducimos que

k k
p_ (15t 1+ 518 .
J 1—%Oé>\j 1—%ﬁ)\j 7

Teniendo en cuenta que

1+¢

1-¢

deducimos la estabilidad del esquema puesto que

<0,V¢E<O0

’$§’§|6J |7VkZO,Vj:1,’N
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Ademas en el caso en que \; < 0,5 =1,---, N, en el que z(t) — 0 cuando
t — oo exponencialmente, la solucion discreta también reproduce este compor-

tamiento puesto que

A
1 + f2t0£>\j
] A

1+ &t8A;

2P o1, 5=1,---, N.
Ay <

Con el objeto de estudiar méas en detalle este esquema introducimos la fun-

1+ %\ (144
Ry (5) = — af 1_ B
2 2
que admite, en un entorno de £ = 0, el desarrollo de Taylor

2 3
%+m%ﬁﬂwmz+om&
mientras que la funcion exponencial que interviene en la resolucién de la ecuacion

cién racional

Ri(§) =1+¢&+

diferencial tiene el desarrollo
2 3
é:1+5+§4~g+0@ﬂ
De estos dos desarrollos de Taylor se deduce que el esquema es consistente de
orden dos para cualquier eleccién de los parametros 0 < «, 8 < 1 tal que
a + [ = 1. La menor diferencia en el término de orden 3 se produce para la
eleccion o = 3 =1/2.

El esquema es por tanto convergente de orden 2.

El tnico inconveniente de este método es su falta de estabilidad absoluta o
de estabilidad stiff que se pone de manifiesto en el hecho que Ry(§) — 1 cuando
& — —o0. Como € juega el papel de AtA, esto indica que la velocidad exponencial
de convergencia se pierde a medida que |At| aumenta. Pero esto es inevitable
en el marco de las ecuaciones parabdlicas en las que tipicamente \ recorre una
sucesion infinita que tiene a —oo. Sea cual sea el valor de At > 0 elegido, por
pequeno que este sea, el esquema numérica es incapaz de reproducir la dinamica
de la EDP en la que a medida que |A| aumenta, la estabilidad exponencial de
las soluciones de acentta.

El método de Peacema-Rachford que acabamos de describir es uno de la
amplia familia de métodos de descomposicion o de direcciones alternadas cuyo
abanico de aplicaciones es muy amplio.

Consideremos por ejemplo el problema de Dirichlet para la ecuaciéon del

calor:
u — Au =10 en Q. t>0

u=0 sobre 99, t >0 (7.4.15)
u(zx, 0) = ug(x) en Q.
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Analicemos el caso en que Q C R2.

El esquema semi-discreto més elemental para la aproximacién numérica de
este sistema es el que se obtiene al utilizar el esquema de aproximacion de cinco
puntos para el Laplaciano. Obtenemos asi:

2Uij = Wit1,j = Ui-1,j | 2Wij = Uil — Wij—1

Ui 5 + R + 02 =0, (4,4)€Qt>0
U435 = O, (’L,]) € 39, t>0
um-(O) = UQ,i,55 (Z,j) e Q.

(7.4.16)
En estas expresiones utilizamos las notaciones habituales, de modo que h;
denota el paso del mallado en la variable x1, ho el del mallado en la direccion
T2, u;,; la aproximacion de la solucién u en el punto (hii, hej), (4,7) € Q los
indices tales que el punto correspondiente del mallado (hii, haj) pertenece al
dominio Q y (i, j) € 99 para los puntos del mallado que estan sobre la frontera
09). Esto es rigurosamente valido cuando toda la frontera 0f) esta constituida
por puntos del mallado. En el caso general, es preciso aproximar la frontera 02
mediante una frontera embebida en el mallado.
Denotando mediante Uy, el vector incognita (u;, ;) que contiene todos los

valores numéricos, el sistema (7.4.16) puede escribirse en la forma

dU,
=k + A1 Up + AopU, =0, >0

dt (7.4.17)
Un(0) = Uy, o,

donde A1y, y Azp, son los andlogos discretos de 92 /9z3 y 0% /0x3, respectivamen-
te.

Este sistema puede aproximarse mediante los esquemas de discretizacion
temporal clésicos como son los esquemas de Euler explicitos e implicitos o el
de Crank-Nicolson. Pero podemos también aplicar el esquema de Peaceman-

Rachford que se puede escribir de manera sintética como sigue

Uty
At]2

U;LLH _ i

b = AU+ AU
AL/2 1hUy, + A2pUy,

= A U2 4 Ay U
(7.4.18)

El sistema (7.4.18) consiste esencialmente en dos sistemas desacoplados, seme-
jantes a los que se obtienen al discretizar la ecuaciéon del calor 1 — d. En efecto,
tanto la matriz A, como Asp, que intervienen en cada uno de ellos son las ma-
trices habituales en la discretizacion numeérica de la ecuacion del calor 1 — d. Se

trata por tanto de sistemas tridiagonales faciles de resolver.
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Este método se denomina de direcciones alternadas puesto que la ecuaciéon
del calor 2—d se aproxima mediante la resolucion iterada de ecuaciones del calor
alternadamente en las variables z1 y s.

Pero volvamos al sistema abstracto general (7.4.8) y a su discretizacion
(7.4.7). En (7.4.5) los operadores A; y As juegan papeles totalmente simétricos,
pero puede también utilizarse de manera asimétrica. Por ejemplo si aplicamos
(7.4.7) para la aproximacion de (7.4.8) con A; = Ay Ay = 0 obtenemos

xn+1/2 — pn

- A n+1/2
At/2 v
gl pntl/2 Py
At/2 '

Se observa por tanto que z"t1/2 = (x"“ —|—x")/2, lo cual a su vez implica que

xn-&-l — " xn—i—l + "
—_— A _— .
=)
Tomando A; = 0y A = A en la descomposiciéon llegamos exactamente a
la misma expresion. Pero esto so6lo es cierto cuando el sistema considerado es
autonomo. En efecto, cuando el operador A depende también de ¢, mientras que

la primera eleccién conduce al sistema

xn+1 —pn 1 l.nJrl + ™
S (e D) s ()

la segunda proporciona

n+1l _ .n

x T 1 n nt1
— =3 [A(nt)z"™ + A((n+ 1)At)z" ] . (7.4.20)

Un analisis més cuidadoso indica que, para que ambos esquemas coincidan, no
sOlo es necesario que A sea independiente de t, i.e. que el sistema sea auténomo,
sino también que A sea lineal. En el caso en que A sea no-lineal la diferencia
entre (7.4.19) y (7.4.20) es obvia.

Ambos esquemas son esquemas de tipo Crank-Nicolson y son de orden dos
cuando el operador A es suficientemente regular tanto en ¢ como en .

Estos esquemas pueden también escribirse como
+1/2 sy
x™ = 2"+ 714 (x , (n+ 1/2)At)
2L = an 4 AtA (In+1/27 (n+ ;) At) (7.4.21)

= "4 2 (x"+1/2 — ")
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e =t SUAGT A A b DA)], (142)

respectivamente. Se trata pues de esquemas semi-implicitos de Runge-Kutta de
orden 2.

7.4.2. Douglas-Rachford

Existen otras variantes del esquema de descomposicién considerado. Tene-
mos por ejemplo el esquema de Douglas-Rachford que, conocido z", calcula el
valor de 2”1 y 2™t!, siendo ™! la aproximacion del estado z en el tiempo

posterior y 2”1 un valor auxiliar. El esquema es de la forma

i,n+1 — "

—x = Ay (2" (n+1)At) 4 Az (2™, nAt)

St gn (7.4.23)
—x = 4 (@ (n+ 1DAL) 4 Ay (2™, (n+ 1)At).

La convergencia de este esquema es conocida en un contexto muy general
de operadores monotonos A; y As. Analicemos, como en el caso anterior, la
convergencia en el caso mas sencillo en que A es una matriz simétrica N x N.

En este caso obtenemos, con la descomposicion (7.4.12),
2" = (I = BALA) (I — aAtA) I — af | At |* A?)z",
0, lo que es lo mismo,
2" = (I — BALA) (I — aAtA) (I — af | At |* A?)z".

Aplicando el esquema en cada una de las direcciones propias de la matriz A

deducimos que

_ (1taplatPay)f

k o
CI T 1+ oS )E(L + BAEN,)E Y

=1,---,N, k>1

La funcional racional asociada al esquema es por tanto en este caso

1+ aB€?
(1—a&)(1-p¢)’

Como 0 < Ry(§) < 1 para todo £ < 0, se deduce que

RQ(f) -

2% < |29, Vi=1,- N, k>1,
lo cual implica la estabilidad incondicional del esquema. Sin embargo, como

Ry(§) =146+ +0(8°)
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se observa que este esquema de Douglas-Rachford es sblo consistente de orden
1.

Nuevamente tenemos que
RQ(f) - 17 f — =00

lo cual indica que el esquema tendra un mal comportamiento para los sistemas
“stiff” en lo que respecta la estabilidad absoluta.

Conviene observar que en este esquema los papeles jugados por A; y As no
son simétricos.

Este esquema es mas facil de generalizar al caso de descomposiciones en un
mayor numero de operadores que el esquema de Peaceman-Rachford.

Sien (7.4.23) tomamos A1 =0y As = Ao Ay = Ay As =0, obtenemos en

ambos casos el esquema de Euler implicito.

7.4.3. 0O-método

Consideramos por tltimo el #-método introducido por Glowinski. Supuesto

k+0

conocido z¥, calculamos x#*?, £F+1=9 y zF+1 del siguiente modo:

% = Ay (&M, (k + 0)At) + Az (aF, kAY),

pht1=0 _ L k+0

m = A (xk+0’ (k + Q)At) + A, (xk-&-l—e’ (k41— Q)At) ’
phtl _ pk+1-0

ar = AT (DAY + Ay (@FT (k1 - 0)Ar).

(7.4.24)

Conviene distinguir este esquema del habitual #-esquema, intermedio entre los
esquemas de Euler explicito e implicito.

Analicemos el esquema (7.4.24) en el caso en que A es una matriz simétrica.

Tenemos en este caso
P = (I — a0ALA) 2 (I + BOALA) (T — BO'ALA) ™ (I + af' AtA)x", (7.4.25)

donde 6’ = 1 — 260, de modo que

k(L4 BOAIN;)2F(1 + af AtA;)*

(7.4.26)

x e;.
J (]. — a@At)\j)%(l — ﬁG’At)\j)k J
La funcién racional caracteristica del esquema es por tanto en este caso

(1+ B0E%(1+ ab'é)
(1 —abf)?*(1 - pere)

R3(§) = (7.4.27)
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Como
Elim R¢(3) = B/a, (7.4.28)

para alcanzar la estabilidad del esquema es necesario imponer la condiciéon o > (3
y la condicién « > [ para alcanzar la estabilidad absoluta.

La estabilidad incondicional del esquema exige que
|R3(€)] <1, VE e R™. (7.4.29)
Un anélisis méas cuidadoso permite probar que
|R3(§)] <1, V€ e R™ (7.4.30)

se verifica al menos siempre y cuando 6, a y [ estdn en el rango

0e1/4,1/2),0<fB<a<l,a+p=1 (7.4.31)
Por otra parte
2
R3(§) =1-¢+ % [1+(8—a) (20> —40 +1)] + O(&?), (7.4.32)

de modo que el esquema es consistente de orden dos si y sélo si
a=03=1/2 (7.4.33)

o bien

0=1-1/v2. (7.4.34)

Si se elige a = = 1/2 se pierde la estabilidad absoluta. Conviene pues elegir 6
segin (7.4.34).

A la hora de aplicar el §-método en el contexto de las EDP, es conveniente
que en cada una de las tres ecuaciones de (7.4.24) la ecuacion sea la misma.

Esto conduce a la condicion
af = B(1 - 20), (7.4.35)

lo cual implica
a:(1—29)/(1—0);5:9/(1—9). (7.4.36)

Combinando (7.4.36) con la condicion o > § deducimos que 0 < 6 < 1/3.

Un anélisis més cuidadoso muestra la existencia de 6*(0* = 0,087385580, - - - , )
de modo que para 68* < 6 < 1/3 el esquema es incondicionalmente y absoluta-
mente estable. Con la eleccién 0 = 1 — 1/\/§ = 0,292893219 - - - se garantiza

asimismo que el esquema sea de orden dos.
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7.5. Descripciéon del MDD en varias dimensiones
espaciales
Consideremos el problema

{—Au:O en (75.1)

u=g en 0,

y describamos el algoritmo de aplicaciéon del MDD.
Descomponemos el dominio €2 en dos subdominios 2_ y Q2 de € que cubren

) con una zona de solapamiento 2_ N2} como se indica en la siguiente figura.

Figura 7.3: Descomposicion de dominios en dos dimensiones espaciales.

Definimos entonces la secuencia

—Au* =0 en Q_

uF ‘ =g
—lanan_ (7-5~2)
k _ k-1

u_‘r_ = Ut ‘1"_

fAu’j_ =0 en O

k _
U ‘amam —9 (7.5.3)

donde T'_y I'} son respectivamente las partes de las fronteras de Q_ y Q4
contenidas en €.

A partir de una inicializacion

u € HY*(T_) (7.5.4)
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este procedimiento da lugar a una sucesién de soluciones

{uf }oy CHY Q) {uh o, C HY Q). (7.5.5)

La inicializacién ugL e H'Y/? (T'~) puede por ejemplo obtenerse como restric-
cion o traza sobre I'_ de la funcion u* de H'(Q) que prolonga los valores de
frontera ¢ al interior de €.

Pretendemos ahora probar la convergencia de u” (resp. u%) a u en Q_

(resp. 1) cuando k — oo. Lo hacemos mediante la aplicacion del principio del

maximo.
Definimos
oF = u—uf ok = u -k (7.5.6)
que satisfacen
—AvF =0 en Q_
k
=0
U= ’aﬂmaﬂ, (7.5.7)
k k=1
v_’r, U+ ‘F,
—Avi =0 en Q4
k
=0
“laanaa, (7.5.8)
k _ .k
v T ve -

Por el principio del maximo probado en la seccién anterior tenemos que
k—
| 0% ey <l V5 o) (7.5.9)

| o |z ) <] i lzoe(ry) - (7.5.10)

Con el objeto de concluir la convergencia es por tanto suficiente probar que
| V% (e y + || V% e @yy— 0, k — oc. (7.5.11)

En este hecho va a jugar un papel determinante el que I'y y I'_ estén alejadas
la una de la otra.

Consideremos el caso particular en que 'y y I'_ son segmentos paralelos,
tal y como se indica en la siguiente figura:

Consideramos ahora un problema de la forma (7.5.7) que se verifica en Q_:

—Av=0 en _
v=0 en O0QNON_ (7.5.12)
v=~h en I'_.
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+ T-

Figura 7.4: Descomposicion de dominios con interfases planas paralelas.

La clave de la convergencia del método

lvllee)<y A=),

con 0 < v < 1 independiente de h que calcularemos de manera explicita.

En efecto, por el principio del maximo,

vV (7.5.13)
donde V es la solucién de
—-AV =0 en _
V=0 en O0NQNIN_ (7.5.14)

V:H h||Loo(1"7) en I_.
A su vez, también por el principio del maximo,
V<w (7.5.15)

donde W = W (x) es la funcion afin que s6lo depende de la variable =’ perpen-
dicular a I'_ y tal que W = 0 en el punto de 2_ mas alejado de I'_.
A partir de (7.5.15) es facil deducir que se cumple

vz <Y A o)

con 0 <y <1
En efecto, basta de hecho tomar v = d/D donde d es la distancia entre las

dos interfases T'_ y I'y y D y la distancia de I'_ al punto de Q_ mas alejado de
r_.
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Figura 7.5: Representaciones de las dimensiones d y D que intervienen en de-

terminacion de la velocidad de convergencia del MDD.

7.6. MDD para las diferencias finitas multi-d

En esta secciéon vamos a extender el estudio realizado de la convergencia del
MDD en el marco de las aproximaciones por diferencias finitas en el caso de una

dimension espacial, al caso de varias dimensiones.

Con el objeto de simplificar la presentacién vamos a considerar el caso de un
dominio cuadrado en el plano, aunque las ideas que aqui vamos a desarrollar se

adaptan con facilidad al caso de dominios generales en cualquier dimensién.

Consideramos por tanto el dominio
Q=(-1,1) x (-1, 1). (7.6.1)
Introducimos un mallado de paso h > 0 y los nodos x;; de coordenadas
zjk = (jh, kh), —-(N+1) <j, k< N+1 (7.6.2)

con N +1 = 1/h que supondremos un ndimero entero, lo cual en la practica

supone elegir i de la forma h = 1/(N + 1) donde N es un namero natural.
Con esta particion, los nodos de la frontera 92 corresponden a los indices

j=—-(N4+1),N+1lyk=—(N+1), N+1

Introducimos ahora la aproximacion por diferencias finitas del problema de



7.6. MDD PARA LAS DIFERENCIAS FINITAS MULTI-D 323

Dirichlet en el dominio €:

duj . — uy —Uj_1,k — Uy —Uj f—
J, Jj+1,k j—1,k J, k+1 J, k—1 .
h2 = fj,ka -N < Js k < N

ujp=0sij=—(N+1),N+lok=—-(N+1), N+1

(7.6.3)
Se trata efectivamente de una aproximacion del problema de Dirichlet:

{ “Au=f en 0 (7.6.4)

u=~0 en Of.

Es bien sabido que (7.6.3) proporciona una aproximacion convergente de
orden dos de las soluciones de (7.6.4). Son diversas las pruebas de este hecho,
una de ellas basada en el principio del maximo discreto que presentaremos en
breve (véase [13] para mas detalles).

El problema de Dirichlet con condiciones de contorno no homogéneas puede

aproximarse del mismo modo. En efecto, si la ecuaciéon considerada es

{ —Au=0 en (7.6.5)

u=g en Of)
entonces el esquema discretizado correspondiente es de la forma

Auj g — Ujt, b = U1,k = U ket — U k1
h2

Ujk =Ggjky j=—(N+1), N+ 1 k=—(N+1), N+1.

=0, -N<j, k<N

(7.6.6)

Aqui y en lo sucesivo f; 1 y g;, 1 proporcionan aproximaciones de f y g en los
puntos z; j del mallado. Cuando las funciones en cuestién son continuas basta
con tomar su valor en dicho nodo. Cuando no lo son podemos por ejemplo tomar
una media de las mismas en un cuadrado de lado h centrado en dicho nodo.

En ambos casos, la funcién u;, ;, solucién del problema discreto proporciona
una aproximacién de la solucién u del problema continuo en los nodos z; .

Los dos sistemas discretos son de hecho sistemas lineales de N x N ecuacio-
nes con N x N incognitas que, escritos en forma matricial, estan asociados a
matrices simétricas definidas positivas (para un estudio mas detallado de estas
cuestiones tanto en el marco de la ecuacion de Laplace como las de evolucion
puede consultarse las notas [36]).

En esta seccién vamos a probar la convergencia del método de descomposi-
cién de dominios en el caso discreto, i.e. con h > 0 fijo.

El algoritmo es idéntico al caso de la ecuacion de Laplace continua y la

demostracion de convergencia también. Basta de hecho aplicar el principio del
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maximo para la ecuaciéon discreta. Su enunciado es idéntico al del caso con-
tinuo. Con el objeto de presentarlo de manera més sintética dado un vector

{u), 1} —(N+1)<j, k< N1 arbitrario introducimos

Auj p — Ujp1, b — Uj—1,k — Uj, k+1 — Uj k—1
Mq = max Js J+1, J - J. k+ Js
—N<j, k<N h
Auj g — Ujp1, ke — Uj—1 kb — Uj, k1 — U, k—1
mq = min 75 Jj+1, J 2, 7, k+ 75
—N<j, k<N h
M[‘ = max [’U,j’k}
j=—(N+1), N+1, —(N4+1)<k<N+1

—(N+1)GSN+1; k=—(N+1), N+1

mr = min [u), k] -
G=—(N41), N41, —(N+1)<h<N+1
—(NF)<GENF I k=— (N+1), N41

Entonces, para cualquier vector u; ; tenemos
min [mq, mr| < uj , < méx Mg, Mr], —(N+1)<j k< N+1

Este hecho es independiente del valor de h.

A partir de este principio del méximo discreto, la convergencia del MDD en
el marco discreto puede probarse de manera idéntica a como lo hicimos en el
caso continuo.

Supongamos por ejemplo que introducimos las interfases ' = {(1/2, y), —1 <
y<1hyTy ={(-1/2,9), -1<y <1}

Es facil entonces construir funciones discretas Wj i tales que

AWj = Witk = Wi,k = Wy 1 = Wik
h2

=0, -N<j k<N
Wik=Cenl_

donde C > 0 es una constante arbitraria y de modo que
W >=0en 0Q_\I'_.

Basta por ejemplo considerar una funcién afin que depende exclusivamente de
x1. Obviamente el valor de esta funcion W a lo largo de la interfase I'y es
entonces Cd/D. Utilizando este tipo de funcién para obtener mayoraciones de
las sucesiones de soluciones obtenidas en la aplicaciéon del MDD deducimos con
facilidad la convergencia exponencial del método.

Probamos por tltimo el principio del méaximo discreto. Sin pérdida de gene-

ralidad, basta probar la cota superior, puesto que la inferior se prueba de manera
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Q QN | Q

~ F/

+ -

Figura 7.6: Descomposicién de un dominio rectangular en subdominios rectan-
gulares.

analoga. Asimismo, podemos suponer que Mg < 0. Basta para ello constatar

que la discretizacion de la funcién parabolica v(z, y) = 22 + y? es tal que

Wik =Vitr ke =Vicrk = Vikrr = Vikr _ _,
h2 o

para todo j y k.

Sin pérdida de generalidades podemos entonces conseguir que Mg < 0 su-
mando o sustrayendo a la funcién u en consideraciéon una constante veces la
funcién parabélica v.

Consideremos por tanto el caso Mg < 0. Basta entonces probar que el méa-
ximo se alcanza en la frontera. Esto es facil de comprobar. Supongamos que se

alcanza en un nodo interior (j, k). Entonces
Uj, e = MEX {Uj 41, ks Ujm1, ke Uj, k15 Uj, k=1

de modo que

Auj g — Ujrt k= U1,k = U kel — U k1
h2

Como Mg < 0 deducimos que, necesariamente,

= 0.

duj e = i1,k T Uj—1, &+ Uj kg1 F Uj R

De este modo se obtiene que si el maximo de u se alcanza en un nodo interno

se alcanza también en los cuatro vecinos. Iterando el argumento vemos que
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necesariamente se ha de alcanzar también en el borde, tal y como querfamos

probar.



Capitulo 8

Métodos de descenso

8.1. El método directo del Calculo de Variaciones

En numerosas ocasiones las soluciones de problemas elipticos pueden obte-
nerse mediante el Método Directo del Célculo de Variaciones (MDCV). !

Recordemos brevemente este principio. Consideramos un funcional convexo
y coercivo J : H — R en un espacio de Hilbert H. Entonces, el funcional alcanza

su minimo en al menos un punto del espacio:

Jh e H: J(h) =minJ(g). (8.1.1)
geEH

Para comprobarlo basta proceder del modo siguiente:
Paso 1. Se define el infimo

I= inf 8.1.2
[Inf J(9) (8.1.2)

que, por la coercividad de J, necesariamente satisface I > —oo.

Paso 2. Se construye una sucesiéon minimizante

(gn)nen C H @ J(gn) \ 1. (8.1.3)

Por la coercividad del funcional J se deduce que (g, )nen esta acotada en H.

Paso 3. Como H es un espacio de Hilbert, existe una subsucesion, que seguire-

mos denotanto (g, )nen, que converge débilmente:

n — gen H. 8.1.4
g g

!Para una introduccién mas detallada del método podréan consultarse las notas [36].

327
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Paso 4. Como J es continuo en H y convexo, es semicontinuo inferiormente

para la topologia débil. Por tanto
J(g) < liminfJ(gy). (8.1.5)

n—oo
Deducimos que J(g) < I lo cual, a su vez, por la definicion de infimo, garantiza
que J(g) = I, lo cual demuestra que el infimo se alcanza y que, por tanto, se
trata de un minimo.
Este principio es suficiente para resolver muchos problemas elipticos.
Por ejemplo, el problema de Dirichlet
{ —Au=f en

(8.1.6)
u=20 en 09,

puede resolverse facilmente de este modo cuando €2 es un dominio acotado.
Basta aplicar el MDCYV al funcional

1
J(v) = 2/, | Vo |? doe — /Q fodz (8.1.7)

en el espacio de Hilbert H} ().
Cuando f € L?(2), por la desigualdad de Poincaré es facil comprobar que .J
es continuo, convexo y coercivo. El minimo se alcanza en un punto u € Hg ()

que resulta ser una soluciéon débil caracterizada por las condiciones

u € Hi(Q)
(8.1.8)
/ Vu - Vudr = / fodx, Yo € H}(Q).
Q Q

El mismo principio se aplica en todo espacio de Banach reflexivo. Esto permite

por ejemplo resolver problemas elipticos no lineales de la forma

{ —Aut|uP7l=f en Q

(8.1.9)
u =0 en 09,

minimizando el funcional

1 1
J(u)zi/g | Vau |2 da?—&—]m/ﬂ | w Pt dx—/ﬂfudx (8.1.10)

en el espacio de Banach reflexivo H{ () N LPT1(Q).

Este MDCV es méas que un método demostraciéon de resultados de existencia
y puede dar lugar a métodos iterativos de aproximacion de soluciones. Se trata de
los métodos de descenso que en cada paso hacen decrecer el valor del funcional a
minimizar hasta alcanzar el minimo. En las préximas subsecciones presentamos
los métodos de maximo descenso y de gradiente conjugado en el contexto de los

sistemas lineales en dimension finita.
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8.2. El método del maximo descenso

Con el objeto de ilustrar estos métodos consideramos el sistema lineal alge-
braico
Ax =10 (8.2.1)

donde b es un vector dado de RN, A es una matriz simétrica definida positiva
N x N y z es el vector incognita, también de RY.

La solucién de (8.2.1) es el minimo del funcional
1
J(z) = i(Ax, x) — (b, x) (8.2.2)

en RV,

Su gradiente viene dado por
VJ(z) = Az —b. (8.2.3)

Al aplicar un método de descenso obtendremos una sucesion de puntos en
RY que tendran como objetivo aproximar el punto de minimo z € RY. Dado

uno de esos puntos y € RY, definimos el residuo
r=>b— Ay. (8.2.4)

Es obvio que x es solucion de (8.2.1) cuando el residuo se anula.
La sucesion {zj} que el método de descenso proporciona puede definirse del
modo siguiente:

Tpt1 = Tk + Tk (825)

donde
re = b— A{,Ck, (826)

siendo a, una constante que elegirememos de modo que el funcional J decrezca
lo mas posible.

Por tanto, en este método de descenso, a partir del punto zj, de la iteracion
anterior avanzamos en la direccion del residuo, pues se trata de la direccién de
méaxima pendiente del funcional.

Con el objeto de elegir el valor mas adecuado de ay, calculamos J(xgy1).
Tenemos

2
(6%
J($k+1) = J(xk) + ?k<AT'k, rk> — ak<rk, b> + ak(Axk, ’I"k>

2
o
= J(xk) — ak<rk, Tk> + 7k<A’I"k7 ’I’k>.
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Calculamos el valor 6ptimo de «j, imponiendo la condicién 9.J/0qy, = 0. Obte-

nemos asi < > | |2
Tk, Tk Tk
o = = . 8.2.7
K <A7’k, Tk> <ATk, T’k> ( )

De esta expresion deducimos a su vez que

Th1 = Tk — Qg AT, (8.2.8)

lo cual permite actualizar el valor del residuo sin tener que computarlo segin
su definicion.

Conviene también observar que de (8.2.7)-(8.2.8) se deduce que
(reg1, k) = (re, Ty — ap(Arg, rg) = 0. (8.2.9)

Esto significa que el residuo es siempre ortogonal al del paso anterior. Es por eso
que en este método del descenso la direccion de avance es siempre ortogonal a
la del paso previo, lo cual es coherente con el hecho de descender lo méas posible
en cada paso.

Obtenemos asimismo

1 2
Tenar) = Ja) — 5

e )’ (8.2.10)

lo cual confirma que el funcional J decrece.

De manera sintética, el método del descenso puede escribirse como

Tp41 = T + 0T
Trp1 =¥ — apAry (8.2.11)
Qe :| Tk ‘2 /<A7‘k, Tk>.

La sucesion {x} que el método del descenso proporciona tiene necesaria-
mente como punto de acumulacion la solucion de la ecuacion (8.2.1).

En efecto, como J decrece a lo largo de la sucesion {zp} y J es coerciva,
deducimos que {1} estad acotada. En vista de la expresion (8.2.10) cualquier
punto de acumulacion de la sucesion {zy} ha de ser de residuo nulo y por tanto
solucién de (8.2.1). Como la solucién de (8.2.1) es unica deducimos que toda la
sucesion ha de converger a la misma.

Este argumento no es méas que una adaptaciéon del clasico principio de inva-
rianza de LaSalle para sistemas dinamicos dotados de una funcional Lyapunov.
Recordemos brevemente la argumentacion. Como J(x) decrece y esta acotada
inferiormente su limite ¢ existe:

(= lim J(zp).

k—o0
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Para cualquier punto de acumulacion y de la sucesion, como xy; — y tenemos,
por la continuidad de J,
(=J(y) = lim J (z,) .
j—o0

Podemos aplicar una vez maés el algoritmo de descenso (8.2.11) a partir de y,
para obtener y;. Ahora bien, y; serd entonces el limite de la sucesion zy; 41
obtenida a partir de la anterior zj, trasladando el indice de una unidad o, lo
que es lo mismo, aplicando el algoritmo (8.2.11) a la misma.

Entonces ;11 — ¥ y, por consiguiente,
J(yl) =limJ (xkj+1) =/.

Por lo tanto J(y) = J(y1) = £ y, en virtud de (8.2.11), esto solo es posible si
el residuo correspondiente al punto de acumulaciéon y se anula. Es decir, si y es
solucion de (8.2.1).

Mas adelante vamos a dar una prueba méas cuantitativa de la convergencia
del método. Antes de hacerlo conviene observar que en la implementacion del
método (8.2.11) solo hemos de aplicar el operador A una sola vez en el céalculo
de Ary.

A pesar de que el método ha sido desarrollado en el caso en que A es simétrica

definida positiva, el método converge en un marco mucho mas general.

Theorem 8.2.1 Si A es definida positiva y si AYA~! también lo es, el método
del descenso (8.2.11) converge a la unica solucion de (8.2.1) para cualquier valor

xo de la inicializacion.

Observacién 8.2.1 Obviamente, si A es simétrica y definida positiva, A*A~!
también lo es puesto que, en este caso, A'A"'=1. m

Demostracion 8.2.1 En primer lugar observamos que si A es definida positiva,

A~1 también lo es. Por otra parte, como A* A1 es definida positiva, existe ¢y > 0

tal que
colz, A7 a) < (x, A'A ) (8.2.12)
y ¢1 > 0 tal que
c{z, Az) < (z, z). (8.2.13)
Consideramos ahora la cantidad (rg, A~'r). Tenemos, por la definicién de
g,
(Pir, A7) = (7% A7 ) — an(r, ) — aw(Arg, A7)

+ g (i, Arg) = (ri, A7 ry) — ap(rg, APA™ ).
(8.2.14)
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Por otra parte, de (8.2.13) deducimos que
ap > 1, (8.2.15)
y, por tanto, por (8.2.12),
(resr, A7 1) < (1 —coer) (r, A7 ). (8.2.16)

La constante 1 — cocy es positiva. Basta para ello observar que, como A y A~}
son definidas positivas, si (8.2.12) y (8.2.13) se cumplen, también se cumplen
para valores menores de ¢y y c;.

Iterando (8.2.16) obtenemos

(re, A7) < (1 — cocl)k (ro, A_17"0>, (8.2.17)

de donde se deduce que (ry, A~'r;) tiende a cero. Como A~! es definida posi-
tiva, esto implica que 7 tiende a cero. Es decir b — Axj, tiende a cero, lo cual

implica que zj tiende a A~!b, la tinica solucién de (8.2.1). W

Observacion 8.2.2 La demostracion anterior muestra que la convergencia del
método se acelera a medida que cyc; se aproxima a 1. Esto ocurre cuando A
es proxima a la matriz identidad. Pero en general el método puede converger
muy lentamente por la tendencia de los residuos a oscilar. En efecto, a pesar de
que 1,41 es ortogonal a 7, nada impide que ri42 deje de serlo, lo cual puede
conducir a las oscilaciones aludidas. B

Observacion 8.2.3 La prueba de la convergencia que hemos desarrollado esté
basada en el analisis de la cantidad (ry, A™'r;). Esta cantidad es relevante

puesto que

J(xr) = %<A*1rk, %) +7(0) (8.2.18)
donde )

Fly) = 5{y — =z, Aly —2)), (8.2.19)

siendo x = A~1b la solucion de (8.2.1).m

8.3. El método del gradiente conjugado

El método del gradiente conjugado es una de las maneras mas habituales de
acelerar la convergencia del método del descenso.

En este caso elegimos la siguiente iteracion:

Tht1 = Tk + g [k + Ve (Th — Ti—1)]
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para parametros oy y v a determinar.

Segun esta formula, el nuevo cambio de posicion 41 — zp es combinaciéon
del residuo i que es la direccion de pendiente maxima y el cambio de direccion
en el paso anterior.

Escribimos la férmula anterior como

Tt1 = Tk + QgD (8.3.1)
donde
P = Tk+ V(T — Th—1) =Tk + VeQr—1DPk—1 (8.3.2)
=71k + Bp—1Pr—1-
Obtenemos asi
T+l = Tk + Pk
Tk+1 = ’I“k — Apk (833)
P+l = Thet + BrDk

El vector pi se denomina direccion de bisqueda.
Necesitamos determinar o, Or v po- Nuevamente, hemos de hacerlo de modo
que J(zp41) sea minimo.

Optimizando el valor de «y obtenemos

<pk> rk>
ap = —————. 8.3.4
" ok, Apg) (8.3.4)
De este modo )
Ta) = J(a) - T (.3.5)

(p, Apr)
De esta forma se oberva que ry es una buena eleccién de pg pues garantiza el
decrecimiento del valor de J.

Combinando (8.3.4) con la segunda identidad de (8.3.3) obtenemos

Pk, Th+1) = (Pk, Th) — Ok (D, Apr) = 0. (8.3.6)

Ahora, de (8.3.6) y de la tercera identidad de (8.3.3) obtenemos
(it Th1) = (Pt Ter) + Bu(prs Ter) =] e [P (8.3.7)
Como hemos elegido pg = r¢ deducimos que
(pr, i) =| 1 |*, VE = 0

y por lo tanto
| 7 |?

(Pr» Apr)’ (8.38)

o =
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|7y |*

J(arer) = J (o) = 5 (8.3.9)

(pr> Apr)
En vista de (8.3.9), deberfamos elegir p; de modo que (pg, Apy) fuese minima.

Tenemos
(s Api) = (ris Ari) + 2B—1(ri, Ape—1) + Br_1 (Pr—1, Apr—1)-
Por tanto, la eleccion 6ptima de [G;_1 es

(Tht1, Apr)

S

De este modo observamos que

(Pr+1, Api) = (Tk+1, Apr) + Bi(pr, Apr) =0

y por consiguiente
(Pr+1, Apr) = 0.

Esto significa que las sucesivas direcciones de busqueda verifican una condicion
de conjugacion.

Por otra parte,
(Pks Api) = (ris Apk) + Brt1(Pr—1, Apr) = (ri, Apx)
y por tanto
(Prt1, Tk) = (T, Tk — 0 {AD, Tk) = (T, Tk) — 0Pk, Apr) = 0. (8.3.10)

Esto permite reescribir §;. En efecto,

(k15 Tkt 1) = (Tt 1, Tk) — Qr{Trt1, Apr) = —(rs1, Apr)
y por tanto
5= L |rher P e 2
g <pk, Apk> | Tk |2

El método del gradiente conjugado puede entonces reescribirse del modo siguien-
te:

po =10 =b— Axg

Th+1 = Tk + QO D
Thy1 = Tk — Qi Apg
Pk+1 = Tk+1 + B Dk
ag =| 7 |* /(pr, Apr)

Br =l raer [P/ e |*
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Conviene senalar que cuando i es pequeno el método es proximo al de
descenso maximo.
Para el método de gradiente conjugado se tiene la siguiente propiedad fun-
damental:
(r, 75) = (P&, Apj) =0, Vk # j.

Com consecuencia de ésto tenemos que:

Theorem 8.3.1 Si A es una matriz N X N simétrica y definida positiva, el

método de gradiente conjugado converge en, a lo sumo, N pasos.

Sin embargo, en las aplicaciones practicas, el valor de N puede resultar muy
grande por lo que puede resultar necesario una estimacion de convergencia més

precisa.

Theorem 8.3.2 Si la matriz A es simétrica y definida positiva, el error ey, del

método de gradiente conjugado satisface:

vV Améx Y Aml’n i <60 A€0>1/2
Vv /\Inéx + V Amin ’ ’

donde Amin Y Amax Son respectivamente los autovalores minimo y mdzimo de la

(e, Aen)/? <2 (

matriz A.

De acuerdo con este resultado, la convergencia del método de gradiente con-
jugado se acelera cuando los autovalores de A estan muy cerca unos de otros.

Para un desarrollo més completo de este método el lector podra consultar el
capitulo 14 del libro de Strikwerda [22] y el capitulo 2 del libro de Quarteroni y
Valli [19].

8.4. Sistema gradiente en dimensién finita: Con-

vergencia al equilibrio

Hemos visto que al discretizar las ecuaciones de evolucion tipo Navier-Stokes
y Burgers en tiempo, en cada paso de la iteraciéon temporal, nos encontramos con
una ecuacion eliptica no-lineal a resolver. Lo mismo ocurre cuando abordamos
la resolucién de la ecuacion de evolucion mediante la teoria de semi-grupos no-
lineales, como veremos mas adelante.

Pero los problemas elipticos subyacentes tiene importancia méas alla de estas
consideraciones al nivel de la modelizacion. En efecto, son muchos los casos en

los que, con el objeto de simplificar el modelo en consideracion, se sustituye la
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ecuaciéon de evolucion por una ecuaciéon estacionaria, de modo que, en el &mbito
de las ecuaciones analizadas en este curso, esto supone pasar de una ecuacion
parabélica a una eliptica.

Esto supone una simplificaciéon muy importante también desde el punto de
vista numeérico pues desaparece la variable temporal.

Hay una razon para que esta reduccion se pueda hacer en algunas ecuaciones:
las soluciones, a medida que t — 400, sufren una simplificacién asintética que
hace que se parezcan cada vez mas a la (o una) solucion estacionaria. En esta
seccion vamos a analizar algunos casos sencillos en los que este hecho puede
probarse de manera rigurosa. Obviamente, en la practica, esta posibilidad de
simplificar el modelo para considerarlo estacionario, se utiliza incluso en casos en
cuya validez es dudosa. Esto, evidentemente, puede ser una causa para invalidar
los resultados obtenidos. Es precisamente por esta razén que es importante
conocer las técnicas bésicas que permiten justificar esta simplificacion al nivel
de la modelizacion.

Consideramos en primer lugar un sistema gradiente en dimension finita

{ z’(gt))+0VH(x(t)) =0, t>0 .41
donde
H:RY -R (8.4.2)

es una funcién de clase C?, convexa y que alcanza su valor minimo en un tnico
punto z* € RV:

H(z") = min H(x). 8.4.3
(%) = min H(z) (8.4.3)
Obviamente, se tiene,

VH(z*) =0, (8.4.4)

por lo que z* es una solucion estacionaria de (8.4.1). En realidad, «* es la unica
solucion estacionaria de (8.4.1) puesto que serlo es equivalente a ser un punto
critico de H y solo existe uno: el minimo global z*.

Multiplicando en (8.4.1) por z’(t) obtenemos que

| 2 (t) |2 +(VH(z(t), 2/ (t)) = 0. (8.4.5)
Aqui y en lo sucesivo, | - | denota la norma euclidea en RNy (-, ) el producto
escalar asociado.
Por otra parte,
d
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Deducimos por tanto la identidad,

d / 2
aH(x(t)) =—]2'(¢) |, (8.4.6)
de donde se obtiene que
H(x(t)) + ; | #'(s) |* ds = H(xo). (8.4.7)
En particular,
H(x(t)) < H(xo). (8.4.8)

Suponiendo que H es coerciva, i.e.

lim H(z) = oo, (8.4.9)
|z|—o00
lo cual es una hipotesis natural a la hora de minimizar el funcional H, obtenemos
que la trayectoria t — x(t) esta acotada.

Definimos ahora el conjunto w-limite:
w(wo) = {yo € RN : It; — oo, x(t;) — yo} (8.4.10)

que es no vacio.

Del principio de invarianza de La Salle?, en vista de la ley de disipacién
(8.4.6) es facil comprobar que y(t) solucion de (8.4.1) con dato inicial yg, es tal
que VH(yo) = 0. Por la unicidad del punto critico de H deducimos que yo = z*.
Esto demuestra que

w(zg) = {z*} (8.4.11)

y, por tanto, que
z(t) — x*, t — oo. (8.4.12)

El resultado que acabamos de demostrar muestra que, bajo condiciones bas-
tante generales sobre el potencial H, todas las soluciones de (8.4.1) convergen a
la tinica solucion de equilibrio z*. Esto permite justificar la sustituciéon del mo-
delo de evolucion (8.4.1) por el estacionario (8.4.4). Pero ésto ha de hacerse con
prudencia puesto que la demostracion de convergencia que hemos realizado no
proporciona ninguna estimacién sobre la velocidad con la que esto se produce.

2H(z(t)) estd acotada inferiormente y es decreciente. Tiene por tanto un limite
tlggo H(xz(t)) = L. Por otra parte, como z(t;) — yo, por la propiedad de semigrupo,
x(tj+t) — y(t). Como H(x(t;+t)) — L, j — oo para todo t > 0, deducimos que H(y(t)) = L,
para todo ¢ > 0. Aplicando la identidad de energia (8.4.6) deducimos que y’(¢t) = 0 lo cual

equivale a y(t) = yo. Como la tnica solucién estacionaria es z*, deducimos que yo = z*.
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Bajo hipotesis adicionales sobre el potencial H, se puede ademés estimar la
velocidad de convergencia. Dada la soluciéon x = x(t) de (8.4.1) y la solucién

estacionaria z* de (8.4.4), consideramos la diferencia
y(t) = z(t) — 2.
Tenemos entonces
y(t) =—|VH@@) - VH@E)|
= - [VH) +27) - vH@E")|.

Multiplicando escalarmente por y(t) en esta ecuacion deducimos que

1d

53 |y 2= = [(VH{y(t) +2%) = VH("), y(2))].

Si H es de clase C2, utilizando el desarrollo de Taylor, deducimos que

(VH(y(t) + %) = VH(z"), y(t)) = (D*H((t))y(t), y(t),

donde D?H denota la matriz Hessiana de H.
Suponiendo que H es estrictamente uniformemente convexa, deducimos la

existencia de a > 0 tal que

D?H(&) > al, V¢ € RY, (8.4.13)
de modo que

(VH(y(t) +z*) = VH(2"), y(t)) = o | y(t) [,

es decir,

1d

2dt
de donde se deduce la convergencia exponencial

|y(t) P< —a | y(t) |2, (8.4.14)

ly(#) [Se ™ [yol|=e™ | g — 2" | (8.4.15)

8.5. Sistemas gradiente y métodos de descenso

En la seccion 8.4 hemos probado que por sistemas gradiente de la forma

{ ' +VH(z)=0, t>0 (85.1)

z(0) = zp,
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bajo condiciones adecuadas de convexidad y de coercividad del potencial H, las

soluciones de (8.5.1) convergen, cuando t — 00, a la solucion estacionaria x*:
VH(z*)=0. (8.5.2)

Podemos interpretar este resultado, como lo hemos hecho hasta ahora, como el
de la simplificacion asintética que nos permite pasar de (8.5.1) a (8.5.2).

Pero puede ser interpretado también de manera distinta. En efecto, bajo
las hipotesis de convexidad y coercividad impuestas sobre el funcional H, este
posee un tnico punto critico *, que es el minimo global, solucion de (8.5.2).
El hecho de que las soluciones de (8.5.1) converjan, cuando ¢ — oo, a este
punto critico nos permiten interpretar la ecuacion de evolucion (8.5.1) como
una manera de aproximar el minimo del funcional. La ecuacion (8.5.1) puede
por tanto entenderse como un algoritno continuo en ¢ para la aproximacion del
minimo del funcional H.

De hecho, se trata de un algoritmo de descenso en la medida que, tal y como

probabamos en (8.4.6), se verifica la identidad de energia

iH(w(t)) =—|2'(t) | (8.5.3)
dt
que demuestra que H(x(t)) decrece a medida que ¢ aumenta. La ecuacion di-
ferencial (8.5.1) constituye por tanto un mecanismo continuo de minimizacion
del funcional H que conduce la trayectoria desde el punto inicial zy de ener-
gia y nivel H(z() hasta el punto de minimo z* de energia H(z*), de manera
monoétona.

El mismo tipo de algoritmo puede reproducirse de manera discreta en tiem-
po. Para hacerlo, introducimos una discretizacion en tiempo de la ecuaciéon

(8.5.1) de paso At,

xk—s-lAt_ xk _ _VH($k+1) (8.5.4)
que puede también escribirse como

oF T 4 AtV H (2P = 2, (8.5.5)
0, de otro modo, como

o* = (I 4+ AtVH)H(zF). (8.5.6)

La aplicacion h = (I + AtVH)™! esté bien definida. En efecto, para resolver

hz) =y x+AtVH(z) =y (8.5.7)
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basta con minimizar el funcional
1
J(x) = 3 |z |2 +AtH(z) —y - (8.5.8)

en RY. Este funcional posee en efecto un tinico minimo = € R para cada y € RY
puesto que es continuo, convexo y coercivo.

Este punto de minimo es precisamente la tnica solucion de (8.5.7) por ser J
también estrictamente convexo.

La iteracion discreta (8.5.4) es por tanto la misma, escrita en la forma (8.5.6)
que se utilizarfa en la busqueda de un punto fijo de la aplicacion J = (I +
AtV H)™! si esta fuese contractiva. Veamos que en realidad lo es.

Consideramos dos puntos yi, y2 € RY y las correspondientes soluciones
xr1, T2 € RV

xj+AtVH(z;) =y;,j=1, 2.

Resultando las ecuaciones para 7 = 1, 2 obtenemos
Tr1 — Ty = At(VH(fL'l) - VH(.%‘Q)) =Y — Y2.

Multiplicando esta identidad por z1 — 22 (haciendo el producto escalar en RY)

obtenemos que
| 21 — 22 | +AH(VH (21) — VH(22), 21 — 22) = (Y1 — y2, 21 — 22) <| y1 — w2 | | 11 — 23
Ahora bien, si H es uniforme y estrictamente convexa, existe a > 0 tal que
(VH(x1) — VH(x2), 1 — x2) > o | &1 — 29 |?,
de donde deducimos que
(1+adt) |2y — 22 P<|y1 —y2 || 21 — 22

Es decir,

|z — 22 Sk |y —y2 |

con )
k=———<1.
14 aAt
Vemos pues que J = (I + AtVH) ™! es estrictamente contractiva. La iteracion
(8.5.4) construida discretizando en tiempo el sistema dindmico gradiente, por lo

tanto, converge y converge al punto fijo de J que satisface

x+ VtVH(x) = z.
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Se trata evidentemente de una ecuacion equivalente a
VH(z)=0

cuya tnica solucién es el minimo absoluto x* de H.
Hemos comprobado por tanto que el sistema dinamico discreto (8.5.4) pro-
porciona también un algoritmo iterativo de aproximacion del minimo del fun-

cional H.

8.6. Minimo cuadrados

Hemos visto que muchos de los problemas que se plantean en el contexto de la
Mecénica de Fluidos admiten una formulacién variacional. Esto permite, desde
un punto de vista tedrico, resolverlos mediante el Método Directo del Célculo
de Variaciones y, desde un punto de vista computacional, hacerlo mediante un
método iterativo de descenso como el Método del Gradiente Conjugado.

Pero hay otros muchos problemas que no pueden ser abordados de este modo,
ya sea porque no admiten una formulacién variacional o bien porque el funcional
involucrado no es convexo.

En el caso por ejemplo de los sistemas lineales
Ax = b, (8.6.1)

en los que, si A no es simétrica, Ax — b no es el gradiente de un funcional
J: RN R,

Por otra parte, el contexto de las ecuaciones de reaccion-difusion de la teoria
de la combustiéon surgen ecuaciones elipticas con no-linealidad exponencial de
la forma

—Au=¢e¢“*+f en
u=0 en 0N

En este caso, las soluciones son puntos criticos del funcional

1
J(u)zi/Q|Vu |2dar—/ﬂe“dm—/ﬂfudx,

que esté bien definido si 2 C R2. Pero al no ser convexo, los métodos de descenso
habituales no garantizan la convergencia a un punto critico.

En estos casos los métodos inspirados en los minimos cuadrados pueden ser
de gran utilidad.
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Para ilustrar este tipo de métodos consideramos en primer lugar un sistema

de N ecuaciones no-lineales en R:
fi(z1,...,on) =0,i=1,..., N, (8.6.2)
que escribimos en forma vectorial como
f(z)=0. (8.6.3)

Sea ¥ una matriz N x N simétrica y definida positiva y consideremos la funcion

i) = 5(S). F() (36.4)

donde < -, - > denota el producto escalar en R¥.
La solucion minimos cuadrados asociada a la matriz M es aquella que re-

suelve el siguiente problema de minimizacién:

reRN
{ j(x) <jy), VyeRN. (8.6.5)

Para ilustrar el significado de esta reducciéon consideramos la ecuacion lineal en
la que
fly) = Ay —b. (8.6.6)

La ecuacién original a resolver es entonces
Az =0, (8.6.7)
que tiene una solucién si y sélo si
be R(A)={q: q= Ay, y e RV} (8.6.8)

Tomamos, para simplificar los calculos > = I. En este caso las soluciones obte-

nidas para minimos cuadrados son las correspondientes a la forma normal
AtAx = A'. (8.6.9)

Lo sorprendente de este hecho es que la matriz A*A involucrada en la ecuacién
normal es simétrica y semi-definida positiva. Ademas, este nuevo sistema tiene
siempre al menos una solucién puesto que b € R(A") = R(A'A).

Cuando ker(A*A) = 0 (i.e. rank (4) = N) el sistema (8.6.9) admite una tnica
solucion. Sin embargo, cuando rank (A) < N, el sistema admite una infinidad

de soluciones de la forma

r=3+2 2 € R(A"), 2 € ker A. (8.6.10)
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De las soluciones
RN = R(AY) @ ker(A); (R(AY))+ = ker(A)), (8.6.11)
deducimos la relaciéon
Fa IP=ll2 11 + 1l = *>] & ||*. (8.6.12)

Vemos pues que & es la tinica solucién de norma minima de (8.6.9) son los puntos
criticos del funcional 1
J(z) = 3 | Atz || —Ab -z, (8.6.13)

que es convexo. El método de minimos cuadrados juega pues el papel de conve-
xificador del sistema (8.6.7).

Consideramos ahora el caso en que f no es afin. Suponemos que f € C2. Sea
2 una solucion (8.6.3), entonces

{ J'(z) = f'(@)'Sf(x) =0 (8.6.14)

j"(z) = f'(2)'Sf'(z).
La matriz j”(x) es semi-definida positiva y, cuando f(x) es regular (i.e.
det (f'(z)) # 0), es definida positiva. De este modo observamos que j”(-) es
definida positiva en un entorno de x y por tanto j es estrictamente convexa.
Vemos por tanto que el método de minimos cuadrados tiene propiedades de
convexificaciéon locales.
El papel de la matriz X elegida para aplicar el método de minimos cuadrados
es multiple. Por ejemplo, permite privilegiar algunas de las ecuaciones f;(z) = 0
frente a otras. La matriz ¥ puede también contribuir a reducir el nimero de
condicién de j'(y), lo cual hace el problema de los minimos cuadrados (8.6.5)
mas robusto.
En el marco lineal, la ecuacién correspondiente a cada matriz ¥ es de la

forma

A'Y Az = A'SD, (8.6.15)

Se trata de la ecuacién normal generalizada. Este sistema tiene siempre una
solucioén que puede ser tnica o no en funcion de que ker (A4) se reduzca o no al
{0}.

Cuando las dimensiones del sistema no son excesivas el sistema (8.6.15) puede
resolver mediante un método directo (Cholesky, por ejemplo). Cuando R(A?) <

N conviene introducir una regularizacion del sistema de la forma

(S + AL A)x. = A'Sb, (8.6.16)
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siendo £ > 0 y S una matriz simétrica y definida positiva (S = I, por ejemplo).
Se tiene entonces que
e — s = O(e), (8.6.17)

donde 2 es la tinica solucion de (8.6.15) en R(S~1A!). Por otra parte, la ecua-

cion (8.6.16) puede resolverse mediante el método de gradiente conjugado.



Capitulo 9

Métodos de Galerkin

9.1. El lema de Lax-Milgram y sus variantes

Muchos de los problemas de la Mecanica de Medios Continuos y sus apro-

ximaciones numéricas admiten una formulacién variacional semejante a la si-

{ veV (9.1.1)

guiente:

A(u, v) = F(v),Yvo e V
donde V' es un espacio de Hilbert, A una forma bilineal y F' una forma lineal.
El siguiente resultado de Lax-Milgram es una herramienta basica y funda-

mental para su resolucion:

Lema de Lax-Milgram.

Sea V' un espacio de Hilbert real de norma || - ||, A(u, v) : V xV — R una
forma bilineal y F : V — R un funcional lineal y continuo. Supongamos que
A(-, +) es continua, i.e.,

| A(u, v) [y full v, Vu, v eV (9.1.2)

Yy coerciva,
Alu, u) = a | ul? Yue V. (9.1.3)

Entonces, existe una unica u € V' solucion de (9.1.1) y satisface
1
Full< = T E flve - (9-1.4)

Por otra parte, si A es simétrica, la solucion u de (9.1.1) es el dnico punto de

minimo del funcional
1
J(v) = 514(1)7 v) — F(v). (9.1.5)



346 CAPITULO 9. METODOS DE GALERKIN

La siguiente generalizacion es debida a Necas:

Theorem 9.1.1 Sean W y V dos espacios de Hilbert reales, con normas ||| |||
y || - || respectivamente. Supongamos que existen dos constantes positivas v y «
tales que la forma bilineal A : W x V — R satisface

| A(w, v) [<Al[wll[ | v ||, Vw € W, Vv €V (9.1.6)
A
sup 200 o ], Ve € W (9.1.7)
vev vl
v£0
sup A(w, v) >0, Vv €V, v #£0. (9.1.8)
weWw

Entonces, para todo F € V', existe una tnica solucion de

weW
{ A(w, v) = F(v), Yo e V. (9.1.9)

Conviene observar que la diferencia fundamental entre (9.1.1) y (9.1.9) es
que, en la segunda, la solucién w pertenece a un espacio distinto (W) al que
pertenecen las funciones test (V).

Demostracion 9.1.1 Gracias al teorema de representacion de Riesz existe un
operador continuo A : W — V tal que

A(w, v) = (Aw, v)y, Yo eV (9.1.10)

donde (-, )y denota el producto escalar en V. Ademaés, en virtud de (9.1.6)
tenemos
| Aw [|< ~|||w]||, Yw € W. (9.1.11)

El problema se reduce a probar que, para cada F € V', existe una tnica
w € W tal que
Aw = RF (9.1.12)

donde R : V! — V es la isometria asociada al teorema de representaciéon de
Riesz.
El operador A es inyectivo, i.e., Aw = 0 implica que w = 0.

Por otra parte el rango de A es cerrado. En efecto, si Aw,, — v en V tenemos

1 A(wy, — wm), v
| <+ sup AL tom): 0

o el

v 1
< . | A(wn — wm) || -

Por tanto w,, — w en W y entonces Aw, — Aw en V. Entonces v = Aw.
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Por tltimo, si z € R(A)*, i.e., si
(Aw, 2)y = A(w, z) =0,Yw € W,

necesariamente z = 0. Por tanto A es sobreyectivo.
Por consiguiente, deducimos que si F' € V' existe una tnica solucion de
(9.1.12), tal y como se pretendia probar.

Ademas,

ol < sup B — gy BEDV oy
vey | vl vey | v |l

|

Acabamos de probar una generalizaciéon del Lema de Lax-Milgram. En el
caso en que la forma bilineal A es simétrica, es facil comprobar que la solucion
de (9.1.1) se puede obtener por minimizacion del funcional J de (9.1.5).

Para probar que J alcanza su minimo basta aplicar el Método Directo del
Célculo de Variaciones pues J es un funcional continuo, coercivo y convexo en
el espacio de Hilbert V. Para comprobar que en el minimo de J es la solucién

de (9.1.1) basta constatar que el minimo u € V se tiene

DJ(u)=0en V', (9.1.13)
es decir,
(DJ(u), v) =0, Vv e V. (9.1.14)
Es facil comprobar que
(DJ(u), v) = A(u, v) — F(v). (9.1.15)

9.2. El método de Galerkin

El método Galerkin proporciona una forma sistematica de obtener aproxima-
ciones finito-dimensionales convergentes de problemas variacionales de la forma
(9.1.1).

Para ello consideramos una familia {V}}x~o de subespacios de dimension
finita de V.

Supongamos que para todo v € V existe una sucesion v, € V}, tal que

v, —venV, cuando h — 0. (9.2.1)
Dado F € V', la aproximacion de Galerkin de (9.1.1) es:

up € Vi, A(uh, Uh) = F(’Uh), Yy € Vj,. (9.2.2)
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Este sistema puede reescribirse en forma matricial. Si {¢;: j=1,---, N}
es una base de Vj, y
Np,
up = ij@j, (9.2.3)
j=1

el problema (9.2.2) puede reescribirse de la forma siguiente
At =F (9.2.4)

donde A es la matriz de componentes flij = A(pi, @), € es el vector incognita
de componentes &;, y F' es el dato con componentes F; = F(¢;).
La matriz A se denomina matriz de rigidez.

Tenemos el siguiente resultado:

Theorem 9.2.1 Bajo las hipdtesis del Lema de Laz-Milgram, para todo h > 0
existe una unica solucion up € Vi, de (9.2.2) tal que
F ’
| un llv< I Jv (9.2.5)
o
Ademds,

lu—up lv< L if || u—op v, (9.2.6)
Qv €V

donde u y up, son respectivamente las soluciones de (9.1.1) y de (9.2.2).
En particular, bajo la hipdtesis adicional (9.2.1) el método de Galerkin con-

verge.

Demostracion 9.2.1 La aplicacion del Lema de Lax-Milgram en (9.2.2) pro-
porciona la existencia de una tinica solucién u, € Vj,. Tomando la funcion test

v, = Uup, obtenemos
allun [2< Alun, un) = F(up) <| F vl un |, (9.2.7)

lo cual garantiza que la sucesién uy esté acotada en V.

Sustrayendo las formulaciones variacionales (9.1.1) y (9.2.2) obtenemos
A(u — up, vy) =0, Yo, € Vj,. (9.2.8)
Tomando como funcién test v, = wy — up, con wy, € Vi, obtenemos

< A(U,—Uh,U—Uh):A(U—Uh,U—U)h)
< vllu—up ||| w—wp ||, Ywr, €V,

de donde se obtiene (9.2.6).
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Observaciéon 9.2.1 Cuando A es simétrica, la solucion uy, de (9.2.2) se obtiene
minimizando la restricciéon de J a V, x V},. En este caso la matriz A del sistema

(9.2.4) es también simétrica definida positiva.

Observaciéon 9.2.2 En la estimacion (9.2.6) que es valida sea cual sea la familia
de espacios {Vj, }r~o de dimension finita considerada se observa con claridad la
importancia de suponer que (9.2.1) se satisface. En efecto, es solo bajo esta
hipotesis que (9.2.1) garantiza que up, — u en V cuando h — 0.

Por otra parte, es natural que, cuando (9.2.1) no se cumple, el método de
Galerkin no converja. En efecto, cuando (9.2.1) no se cumple, los subespacios V},
elegidos “no llenan.®! espacio de Hilbert V donde el problema variacional ortiginal
esta formulado y por tanto no cabe esperar la convergencia de la aproximacion.
De todas maneras, de (9.2.6) se deduce que el método converge siempre que la
solucion u sea limite de funciones uy, de Vj. En otras palabras, siempre que u
sea limite de funciones de V, u es en realidad limite de las aproximaciones de
Galerkin.

9.2.1. Interpretaciéon geométrica del método de Galerkin

Cuando la forma bilineal A es simétrica, la soluciéon up, € Vj del problema
aproximado de Galerkin es la proyeccion ortogonal de la solucion (9.1.1) sobre
Vi, con respecto al producto escalar correspondiente a la forma bilineal A(,-).

En efecto, como A(-, -) es una forma bilineal simétrica, continua y coerciva en
V', induce unn producto escalar que es completamente equivalente al producto
escalar canoénico de V.

Por tanto, dado u € V' cualquiera, su proyecciéon ortogonal u € Vj con res-
pecto a este producto escalar estd caracterizado por las dos propiedades equi-

valentes siguientes:

e Distancia minima entre u y up:

A(u —up, u—up) = min A(u — v, u — vp); (9.2.9)
v EVR

e Ortogonalidad:
A(’LL — Up, ’Uh) =0, Yu, € Vj,. (9210)

La segunda propiedad de ortogonalidad puede reescribirse de la siguiente

forma

A(u, vp) = A(up, vp), Yo, € V, (9.2.11)

Vemos por tanto que, cuando u es solucion de (9.1.1), uy es solucion de (9.2.1).
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En virtud de esta propiedad es mas féacil entender la estimacién de error
(9.2.6). En la medida en que uy, es el elemento de V3, mas proximo a u en la norma
inducida por la forma bilineal A, para estimar el error, es decir, la distancia de u
a up podemos tomar como cota superior la distancia de u a cualquier elemento
iy, de Vj,. Este hecho se utiliza de manera profusa en la practica para obtener
estimaciones explicitas de error o érdenes de convergencia. Esto se hace mediante
la obtencion de una aproximaciéon u; de u mas o menos explicita para la que
seamos capaces de estimar la distancia a u de una manera sencilla. Cada vez que
somos capaces de hacer ésto hemos obtenido una estimacién del error entre u y
up, la solucion del problema original (9.1.1) y de la aproximacion de Galerkin
(9.2.1).

9.2.2. Orden de convergencia

En la terminologia clasica del Anélisis Numérico se dice que el método de
aproximacion es de orden p si || uw — up, ||= O(h?) cuando h — 0.

En vista de (9.2.6) para obtener un método de Galerkin de orden p bastaria
con encontrar unos subespacios Vj, de V' de dimension finita de modo que para

cada u € V existiese una sucesion aproximante v, € V}, tal que
| 'w—wn [[= O(R?).

Desafortunadamente esto no puede ocurrir en dimensién infinita.!

Sin embargo esto es perfectamente factible para determinados subespacios
V densos en V.

Este altimo hecho nos va a permitir en la practica obtener estimaciones de
la velocidad de convergencia para los problemas elipticos mas clésicos asociados
al Laplaciano, al operador de Stokes, al sistema de elasticidad, etc. Esto es asi
puesto que los resultados clasicos de la teoria de regularidad eliptica garantizan
que, a pesar de que en un principio las soluciones pertenecen a V', en la practica
pertenecen a un subespacio de funciones mas regulares que podemos identificar
y que permite establecer una tasa explicita de convergencia del método. Por
ejemplo, en el caso del problema de Dirichlet para el Laplaciano, esto es asi
puesto que, cuando el segundo miembro es de cuadrado integrable y el dominio
de clase C? las soluciones débiles de H}(Q) pertenecen en realidad a H?((2).

LEl lector interesado podra reflexionar sobre el ejemplo canénico en que V = £2 y V}, es
el subespacio de dimensién finita constituido por las sucesiones con términos nulos a partir
del [1/h]-ésimo. Si bien no se puede obtener un orden de aproximacién uniforme en todo el
espacio £2 si que puede hacerse, por ejemplo, para el subespacio h! del espacio £? (véase el
ejercicio 12).



9.2. EL METODO DE GALERKIN 351

A partir de esta formulacion abstracta y general del método de Galerkin
pueden darse un sinfin de aplicaciones importantes. En el contexto del problema,
de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace las variantes méas importantes provienen
de hacer las diversas posibles elecciones de los subespacios aproximantes V.
Hay dos casos particularmente importantes y que analizaremos brevemente en

las proximas secciones: los métodos espectrales y el método de elementos finitos.

9.2.3. Meétodos espectrales

Se trata de un caso particular del método de Galerkin en el que elegimos V},
a partir de las autofunciones del operador de Laplace.

Recordemos brevemente los resultados basicos de descomposicién espectral.

Consideramos por tanto un dominino  acotado de R", f € H~1(2) y estu-

diamos el problema de Dirichlet

—Au=f en
(9.2.12)
u’ =0
o0
que admite la formulacion variacional
u € Hy(Q),
) (9.2.13)
/QVU - Vpdz = (f, <P>H*1(Q)><H01(Q)7 Vi € Hy ().
Consideramos ahora el problema espectral
—Ap=2A en ()
{ ‘ v B OSD (9.2.14)
“loa =

Los resultados clésicos de teoria espectral garantizan que existe una sucesion de
autovalores positivos y de multiplicidad finita

que tiende a infinito y cuyas autofunciones asociadas {¢;};en pueden ser elegi-
das de modo que constituyan una base ortonormal de L?(2).
En estas condiciones, si f € L%(f2), puede descomponerse como

fm:mem (9.2.16)

donde f; son los coeficientes de Fourier que vienen dados por

= [ rosto (9.2.17)
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y la solucion correspondiente del problema (9.2.11) (6 (9.2.12)) es entonces

=> /\—]4,0] (9.2.18)

j=1"7

Utilicemos ahora la base de autofunciones para construir un método de Ga-
lerkin.
Para cualquier NV > 1 introducimos el subespacio Vy de V generado por las

N primeras funciones propias ¢1,- - ,¢n, i.e.

VN = span [¢1, -, ¢nN]- (9.2.19)

Aunque las autofunciones constituyen una base ortonormal de L?() son tam-
bién funciones de Hi(€2) y, de hecho,

/ | Vo |? do = /\j/ 2de =\, Vi > (9.2.20)
Q

La aproximacién de Galerkin se define entonces del modo siguiente:

uy € Vn

(9.2.21)
/ Vupy - Voydx = <f, ’UN>7 Yoy € V.
Q

Como Vy es un espacio de dimension N, (9.2.20) equivale en realidad a un
sistema lineal de N ecuaciones con N incoégnitas.

Buscamos la solucion uy de (9.2.21) en la forma

N
un =Y ;N (@)
j=1

y escribimos las N ecuaciones que codifican (9.2.21) consistentes en tomar las
funciones test vy = ¢1.... pn. Usando la ortogonalidad de {p;} en H}(Q2) y en
L?(Q) deducimos que (9.2.21) equivale a

lo cual muestra que el sistema (9.2.21) es diagonal y admite por solucion

Es decir
Y5
Z Lo (9.2.24)

Jj=1

<.
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que es en realidad la truncatura de la solucién del problema de Dirichlet u €
H}(2) calculada explicitamente en (9.2.18).

Esto era efectivamente previsible. El producto escalar inducido por la forma
bilineal de este problema es precisamente el canénico de H} (). Por tanto uy
no es més que la proyeccion ortogonal sobre Vi, subespacio cerrado de H} (),
de la solucién u de (9.2.18). Como las autofunciones {¢;};>1 son ortogonales
en HE(Q) se deduce entonces que uy es necesariamente de la forma (9.2.24).

Observamos por tanto que el método de Galerkin en la base de las funciones
propias del Laplaciano es en realidad el método de Fourier consistente en apro-
ximar la solucién mediante la truncatura del desarrollo de la serie de Fourier de
la misma.

En la argumentaciéon anterior hemos utilizado en un par de ocasiones la
ortogonalidad de las funciones en Hg(€2). Esto necesita justificacion pues, en
principio, las autofunciones son ortonormales en L?(f2). La ortogonalidad en
H}(£2) se deduce del siguiente sencillo cdlculo. Multiplicando por ¢y en la ecua-

ciéon satisfecha por ¢; e integrando por partes se deduce que

/ Vj; - Vordr = /\j/ pjprde.
Q Q

Como

/ piprdr =0
Q

cuando j # k, deducimos que

/ V; - Vordr =0, (9.2.25)
Q

si j # k. Ademas, cuando j = k tenemos
/ | Ve |? da = )‘j/ pide = \;. (9.2.26)
Q Q

Por tanto || ¢, ||Hé(Q): \/E Se deduce por tanto que {@j/\/Yj}j>l consti-
tuye una base ortonormal de HE(€2). B

Hemos comprobado que el método de Galerkin en la base de autofuncio-
nes del Laplaciano conduce al método de Fourier. Por otra parte, el método
es convergente. Nos proponemos ahora estudiar el orden de convergencia del
método.

Tal y como habiamos comentado anteriormente, bajo la nueva hipétesis de
que f € H () o, equivalentemente, u € HJ(£2), no cabe esperar ninguna

estimacion precisa sobre el orden convergencia del método. Veamos sin embargo
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que una hipoétesis adicional sobre los datos del problema permite obtener tasas
explicitas.

Supongamos que f € L?(Q). En este caso la soluciéon u no sélo pertenece a
la clase Hg () sino que verifica ademéas que Au € L?(€2). De este modo, habida

cuenta de (9.2.18) tenemos que

SIHP=D 1w P A7 < oo (9.2.27)
j=1 j=1
Por otra parte,
o
| v —un H?{%(Q) = Z Aj |y |? (9.2.28)
j=N+1
1 I £ 1Bage
i DIEVIDAE At
N+1 J=N+1 N+1

Deducimos pues que

| uw—un ||Hé(Q): @) < 1 ) . (9.2.29)
VAN+1
En este caso, es decir, bajo la hipdtesis adicional (9.2.27), si que deducimos por
tanto una estimacion sobre la velocidad de convergencia, (9.2.29).
Veamos ahora lo que (9.2.29) significa. En dimensiéon n = 1, cuando Q =
(0, L), tenemos \; = %52 /L?, de donde se deduce que

= un 30, 1y= O(L/N). (9.2.30)

Pero esta estimacion se deteriora a medida que aumentamos en dimensién. En
efecto, por el Teorema de Weyl (véase [6]), sabemos que cuando 2 es un abierto
acotado de R",

AN(Q) ~ ¢(Q)N" N — oo, (9.2.31)

A partir de (9.2.29) y (9.2.31) se deduce que
| u—un llyey=0 (N77). (9.2.32)

Es decir, bajo la hipotesis de que f € L?(2) obtenemos una convergencia del
método de Fourier de orden 1/n, siendo n la dimension espacial.

Hemos comprobado la convergencia del método de Galerkin-Fourier y la
posibilidad de obtener estimaciones explicitas sobre el orden de convergencia,

mediante hipétesis adicionales sobre el segundo miembro f de la ecuacion.
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El método de Fourier-Galerkin sin embargo no es facil de manejar puesto
que, salvo en caso en que la geometria de ) sea particularmente sencilla (un
intervalo de R, un cuadrado de R2, etc.), el propio problema del calculo de las
autofunciones ¢; que constituyen la base del método es mas complejo que el
célculo de la propia solucion del problema (9.2.12).

Es por eso que conviene disenar otros métodos, donde la base pueda ser
calculada de manera simple. Uno de los més relevantes es sin duda el Método
de los Elementos Finitos (MEF) que describimos brevemente en la siguiente

seccion en el caso de una dimensiéon espacial.

9.2.4. El método de Elementos Finitos 1D

Con el objeto de ilustrar el MEF comenzamos por el caso de una sola di-
mension espacial, donde los calculos son particularmente sencillos y explicitos.
El lector interesado en un desarrollo mas detallado del método y su aplicacion
a las ecuaciones del calor y de ondas 1D podra consultar las notas [36].

Consideramos por tanto el problema de Dirichlet en el intervalo Q = (0, L):

(9.2.33)

—u" = f, O<zxz<L
u(0) =u(L) =0.

La solucién de este problema puede calcularse explicitamente pero es un ejemplo
excelente para elaborar y desarrollar el MEF.

La formulacion variacional de (9.2.33) es

u € H}(0, L)

L (9.2.34)
/ u'v'dr = (f, v), Yo € Hy(0, L).
0

Dado h > 0 de la forma h = 1/(N 4+ 1) con N natural, introducimos el
espacio V}, de las funciones continuas, lineales a trozos en los segmentos de la

forma [z}, z;11], x; = jh, y que se anulan en los extremos = 0, L. Este

espacio estd generado por las funciones de base ¢; = ¢;(x), j = 1,--- , N que
satisfacen, para cada j =1,--- , N:
o ¢j (xj) =1,

o ¢j(xr) =0sik#j,

e ¢; es lineal en cada intervalo [zj, Tg41].
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i

o v 1 L

Xj-1 X

Xj =Jh

Figura 9.1: Grafica de las funciones de base ®; del MEF P1 en una dimension

espacial.

Estas funciones estan representadas en la siguiente figura
La aproximaciéon de Galerkin se expresa, como es habitual, de la siguiente

forma:
up, € Vi,

L (9.2.35)
/ U;L,U;de = <f, vh>, v'Uh € Vh
0

Se trata del MEF P;, puesto que los elementos utilizados son polinomios de
grado uno en cada subintervalo.
Veamos cual es la representacion de (9.2.35) en tanto que sistema finito-

dimensional.
Tenemos
N
up(x) = Zuj(bj(z). (9.2.36)
j=1
Por otra parte, (9.2.35) se verifica si y solo si
L
/ u/h(b;d:c =(f, ¢;),¥j=1,---  N. (9.2.37)
0
Con el objeto de reescribir (9.2.37) suponemos que f € L?(0, L). Entonces
L
(05} = [ @)y (@)do = ;. (9:2.39
0
Ademas
2L
— si i=k
L h
Lk = / ¢;¢;€d$ = ,E si lj—k|=1 (9.2.39)
0 h
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Introduciendo la matriz

2 -1 0
I -1 2 -1
Ry, = 5 (9.2.40)
0o -1 2 -1
0 -1 2
y los vectores dato e incognita respectivamente
fi Uy
f2 Uz
Fp, = . , Up = . , (9.2.41)
In un
el sistema se puede escribir en la forma
Ry, Up = Fp. (9.2.42)

En el contexto de la teoria de MEF la matriz R; se denomina matriz de
rigidez.

Es facil comprobar que R; es una matriz simétrica definida positiva. Por
tanto (9.2.42) admite una tnica solucion Uj, € RY.

En realidad, el hecho que (9.2.35), y por tanto (9.2.42), admite una tnica
solucién es consecuencia de la teorfa general desarrollada para los métodos de
Galerkin.

En la practica frecuentemente se toma, en lugar de un segundo miembro

general f € L?(0, L) su interpolacion lineal a trozos

N
@)= fios. (9.2.43)
=1
En ese caso
L L /N )
fj = /O f(x)d)J(l')dx = /0 <kz_:1 quﬁ](x)) qb](x)dm = M, Fy, (9244)
donde

Fo=1 (9.2.45)
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y My, es la denominada matriz de masa de elementos

2Lh
— si j=k
I 3
M = /0 Q;Prdr = %h i lj—k|=1 (9.2.46)
0 sino .

En este caso el sistema (9.2.42) se escribe de la forma
RyU, = My E,. (9.2.47)

Las soluciones de la aproximacion de Galerkin (9.2.35), en la medida en
que la forma bilineal asociada es simétrica, se puede caracterizar mediante un
problema de minimizacién. Con la notacién de (9.2.47) la solucién Uy, € RY es

el minimo de la funcién cuadratica Jp, : RN — R definida como
1 -
Jh(Uh) = §<RhUh, Uh> — <MhFh, Uh>. (9.2.48)

Ocupémonos ahora de la estimacion del error. La teoria general de los mé-
todos de Galerkin para garantizar la convergencia exige que para cada v €
H}(0, L) exista una sucesiéon v, € Vj, tal que v, — v en H{(0, L) cuando
h — 0. Comprobemos esta propiedad.

Como las funciones v € H}(0, L) son continuas y por tanto el valor v(z;)
en los puntos x; = jh del mallado estd bien definido es natural tomar como
vy € Vj, la funcién de interpolacion que toma los valores v(x;) en los puntos del
mallado, es decir,

on(z) = v(w;);(). (9.2.49)

Jj=1

Veamos pues que vy, — v en H}(0, L) con esta eleccion de V.

Tenemos

L N ozt
v v Hzg(o,m:/o |/ (2) = v () | do = Z/ (@) =i (@) | da.
j=0"%3
(9.2.50)

Calculemos las integrales en cada uno de los subintervalos.

Tenemos

IjJrl aijJrl
/ | v — v}, |? do = /
Z; Z;

J J

v(wj41) = v(zy) |

. dx.
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Ahora bien
o () — (v(xj+1)h— v(z;)) flL/:j“(v’(x)— /%+1 / o)dods.

)

Por tanto, suponiendo que v € L?(0, L), obtenemos
V() — (v(zj+1) —v(xj))‘ < l/w”l/ o) | dods
h h

1 [T+ [T

< E/ / o) | dods

Tj+1 Tj+1 12

< / | 0" (s) | ds < VR (/ | v(s) |? ds) .

; 2

Por consiguiente:

2

o) (”(ijrl)h_ v(z;))

Tj41
< h/ | v (s) |* ds.

J

Volviendo a (9.2.50) obtenemos que

Tj+1
v =vn 70, 1)< hQZ/ s) 1P ds =07 || v" 200,y - (9:2.51)

Hemos por tanto probado el siguiente resultado.

Lemma 9.2.1 Siv € H?2N HE(0, L), la funcion de interpolacion v, € Vj, es
tal que
o= vn 0. p< Ch Il llz2co. 1y - (9.2.52)

Pero este lema no responde por completo a la cuestién puesto que suponemos
que v € H2 N H(0, L). En el caso general en que v meramente pertenezca al
espacio v € H} (0, L), por densidad de H?> N H} (0, L) en H}(0, L), se deduce la
existencia de v, € V}, tal que v, — v en Hg(0, L).

Obtenemos asi el siguiente resultado.

Theorem 9.2.2 El método de elementos finitos P diseniado converge. Es decir,
para todo f € H=1(0, L) la solucion de la aproximacion de Galerkin (9.2.35) es
tal que

up — u en HY(0, L), (9.2.53)

siendo u la solucion del problema de Dirichlet (9.2.33).
Ademds, bajo la hipdtesis adicional f € L*(0, L) el método es convergente
de orden 1, es decir,
I u = llagc0, )= O(R). (9.2.50)
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Demostracion. La convergencia del método se deduce de los resultados ge-
nerales sobre aproximaciones de Galerkin y del hecho que, tal y como hemos
comprobado, todo elemento v de V' se puede aproximar mediante elementos de
V.

La cota (9.2.54) sobre el orden de convergencia se deduce de la combinacion
de las cotas (9.2.6) y del Lema 9.2.1 de aproximacion puesto que, cuando f €
L?(0, L), la soluciéon del problema de Dirichlet (9.2.33) no solo pertenece a la
clase H}(0, L) sino que satisface la propiedad de regularidad adicional u €
H?%(0, L).

En la siguiente seccion vamos a extender estas ideas al caso de dos dimensio-
nes espaciales, aunque, como veremos, el analisis de la convergencia del método
va a ser mas complejo en aquel caso. Una vez de haber desarrollado la teoria del
MEF P; en el caso de dos dimensiones espaciales, su adaptaciéon y extension al
caso de méas dimensiones es mas o menos inmediata si bien computacionalmente
es bastante mas complejo debido a las dificultades derivadas de “triangular” o

mallar dominios en dimensiones de espacio n > 3.

9.2.5. El método de Elementos Finitos 2D

A lo largo de esta seccién suponemos que §2 es un abierto acotado de R? de

clase C? y consideramos el problema de Dirichlet

—Au = Q
u=f en (9.2.55)
u=20 en 0N
que admite la formulacién variacional
u € HYHQ)
(9.2.56)

/ Vu - Vodz = (f, v), Vv € Hy(Q).
Q

Con el objeto de introducir una aproximacion de la soluciéon u en primer
lugar introducimos una aproximaciéon polinomial €2 del dominio 2 tal y como
se refleja en la figura:

Sustituimos entonces la solucion u de (9.2.55) en 2 por la solucion corres-
pondiente en €2j,. Esto corresponde de hecho a sustituir el dominio €2 por su
aproximacion 2y lo cual en la practica es lo mismo que suponer que el dominio

Q considerado es poligonal.
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Figura 9.2: Aproximacién poligonal de un dominio curvo regular.

Obviamente, al sustituir € por € en la resolucion del problema de Dirichlet,
introducimos ya una primera fuente de error que estimamos en el Apéndice A
al final de estas notas. Pero continuemos por el momento, puesto que este error
efectivamente tiende a cero cuando h — 0 si la aproximaciéon polinomial que €2y,
proporciona de €2 es méas y mas fina.

En lo que sigue supondremos que €2 es pues un dominio poligonal.

Introducimos ahora una triangulacion 7;, del dominio €2 constituida por
tridngulos de tamafio del orden de h. Como es habitual en el MEF supondremos
que si dos triangulos de la triangulaciéon se tocan lo hacen en un punto o bien a
lo largo de todo un lado comiin. Obtenemos asi una triangulacion de la forma:

Mas adelante indicaremos lo que entendemos por un mallado en el que los
tridngulos son de tamano del orden de h. Por el momento podemos suponer que

existen constantes positivas a y 5 > 0 tales que

a< dla%Th < B, VT € T, (9.2.57)
y para todo h > 0.

Por T}, denotamos los triangulos del mallado 7p,.

Subrayamos que hemos excluido expresamente las situaciones descritas en
las dos siguientes figuras en las que, respectivamente, dos tridngulos comparten
parte de un lado sin compartirlo integramente, o se tocan en un s6lo punto sin
que este sea un vértice.

Denotamos mediante {z;};c(1...., n} los nodos internos del mallado. Eviden-
temente, a medida que el mallado 75, es mas y mas fino de forma que h — 0, el

namero N de nodos internos tiende a infinito.
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Figura 9.3: Triangulacién de un dominio poligonal.

Figura 9.4: Configuraciones no admisibles en la triangulacion.

Introducimos el espacio V}, constituido por las funciones lineales a trozos y
continuas, que se anulan en 952, generada por las funciones de base {¢;} jc1,... 3

definidas de modo que
6;(x5) = 1, ¢5(wx) £ 0, sik #0. (9.2.58)

Se trata obviamente de funciones piramidales. Nuevamente consideramos el

MEF P;.
La aproximacién de Galerkin adopta la forma habitual:

up, € Vi,
(9.2.59)

Vup - Vo de = <f, Uh>, Yo, € Vj,.
Q
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Xj

Figura 9.5: Funciones de base para el MEF P1 en dos dimensiones espaciales.

La solucion de este problema existe y es tnica. Se trata de un sistema de N

ecuaciones lineales con N incognitas.

Tal y como ocurria en el caso 1D, el sistema puede escribirse en la forma
RyUp = My Fy, (9.2.60)

donde R, y M}, son las matrices de rigidez y de masa respectivamente.

Nuestro objetivo ahora es probar que, a medida que la talla caracteristica h
del mallado 7j, tiende a cero, es decir, a medida que el mallado se hace méas y
maés fino, la solucion uy, de (9.2.59) converge en H}(€2) a la solucién del problema
continuo (9.2.55).

Para ello, segun la teoria general de los métodos de Galerkin (Teorema 9.2.1)
basta probar que para cada u € H} () existe una sucesion de elementos wy, € Vj,

tales que
wy, — u en HY(Q), h — 0. (9.2.61)

La prueba de esta propiedad se inspira en las ideas del caso 1D, salvo que en

este caso resulta técnicamente algo més complicada.

Por densidad podemos suponer que u € C°(€2). Entonces, la eleccion mas
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natural de wy, = wy, () es la familia interpolante?
N
wp(x) = Zu(xj)qu(a:) (9.2.62)
j=1

Evidentemente
N
/ | V(u—wp) |? doe = Z/ | V(w —up) |* da. (9.2.63)
Q : T;
j=1 J

Tenemos por tanto que estudiar la norma en cada uno de los tridngulos:

I; = / | V(wp, —u) |? da. (9.2.64)
TJ
Con el objeto de estudiar la norma (9.2.64) procedemos en dos etapas:

e Primero lo hacemos en el caso del tridngulo 7; = hK donde K es el
triangulo de vértices (0, 0), (0, 1), (1, 0).

e Después, mediante un cambio de variables abordamos el caso general.

Paso 1: El caso T; = hK.

En este caso, mediante un simple cambio de variables vemos que

1.
I =51 (9.2.65)

donde I es la integral correspondiente al triangulo de referencia K.
Por otra parte

i- /K | V(u—w) |? da, (9.2.66)

siendo w la funcion de interpolacion de una funcién regular definida en K puede
estimarse del modo siguiente.?
En lo sucesivo denotamos mediante r; el operador de interpolacién de modo

que w = ru. El problema consiste pues en estimar la norma
1= ) s - (9.2.67)

Teniendo que I — r; se anula sobre las funciones afines en K, i.e. sobre P,

tenemos que

1= s ey <IN =i lleqaeqio, oy 0 1l u+p gy - (9:2:68)

2Notese que en dimension espacial n = 2 basta con suponer que u € HQ(Q) para poder
definir la funcién interpolante (9.2.62) puesto que en las funciones de H? son continuas.
3En este punto observamos que la restriccion a K de la interpolacion de u en  coincide

con la interpolaciéon en K de la restricciéon de u sobre K.
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Por otra parte tenemos:

Lema de Deny-Lions: Para cada ¢ > 0 existe una constante C = C(0), tal
que
it up e < C L s - (9.2.69)

Observacion 9.2.3 Nosotros sdlo utilizaremos este lema en el caso £ =1 pero
se cumple para £ > 0 arbitrario. Recordemos que || - || er1 ) denota la semi-
norma en H Y (K) que sdlo involucra las normas L? de las derivadas de orden

mdzximo £+ 1 y Py el espacio de polinomios de grado £.

Demostracion del lema de Deny-Lions (£ = 1)

Como solo lo utilizaremos cuando ¢ = 1 nos limitamos a probarlo en este
caso.

En primer lugar observamos que la norma en H2(K) es equivalente a la

semi-norma

;112
Folle= {110 e + D (/ D%) : (9.2.70)
laj<1 MK
En otras palabras, existe C' > 0 tal que
112
1o ey < C |10 By + S ( / D%) | (9.2.71)

lal<1

La prueba se realiza mediante el argumento clasico de reduccién al absurdo.
Como la seminorma || - [|z2(x) involucra las normas de todas las derivadas

puras de orden 2 basta con probar que

1/2

2
1o )< O [0 ey + D (/KD%> : (9.2.72)

laf<1

Argumentamos ahora por reduccion al absurdo. Si (9.2.72) no se cumple existe

una sucesion de funciones {v;};>1 en H?(K) tales que

v g2y 0,5 — o0 (9.2.73)

/ D%vjdz — 0,V ]a|<1,j— o0 (9.2.74)
K

Il v |z ()= 1. (9.2.75)

De (9.2.73) y (9.2.75) deducimos que {v;};>1 esta acotada en H*(K). Por la
compacidad de la inclusién de H?(K) en H!(K) deducimos la existencia de una
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subsucesion, que seguimos denotando como {v;}, tal que

v; v  débilmente en  H?*(K) (9.2.76)
v; — v fuertemente en H'(K). (9.2.77)

De (9.2.75) y (9.2.77) deducimos que
|| v HH](K): 1. (9278)

Por otra parte, por la semicontinuidad inferior de la seminorma || - || gr2()= 0
con respecto a la topologia débil de H?(K) y (9.2.73) tenemos que || v l fr2(y=
0, lo cual implica que v es una funcién lineal. Este hecho, combinado con (9.2.74)
implica que, como D% = 0 para todo « tal que | a |< 1, entonces v = 0. Esto
altimo esta en contradiccion con (9.2.78).

Esto concluye la demostracion de (9.2.72).

Por otra parte, dada cualquier funciéon v € H?(K) existe un tinico polinomio

p € Py tal que
/ D%vdx = f/ Ddx, V| a|< 1. (9.2.79)
K K

En efecto, (9.2.79) constituye un sistema de tres ecuaciones algebraicas lineales
con tres incognitas que admite una tnica solucion.

Aplicando (9.2.71) a v + p obtenemos que

N

inf |[v+plmm<lv+dllmm < Clotp|s
pEP:

Cllv+p g2

Cllwv ||H2(K)7

lo cual concluye la demostraciéon del Lema de Deny-Lions en el caso ¢ = 1.

Combinando (9.2.68) y (9.2.69) deducimos que
(T =rr)u gy < Ol wll gz
0, 1o que es, lo mismo, para la integral I de (9.2.66) tenemos la estimacion

| T1<C | ul (9.2.80)

2.
H2(K) *
Volviendo ahora al intervalo original 7; = hk observamos que si u esta

definida en Tj, entonces v(z) = u(hx) esta definida en K. Ademas

I:/KW(U—TKD) \QZ/T | V(u—wp) |? (9.2.81)

J
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y por otra parte

| v H?L'I(K): h? [ u ”iI?(Tj) . (9.2.82)

De (9.2.80)-(9.2.82) se deduce que

L I<CR? u (9.2.83)

2
H2(Ty)

Sumando las estimaciones (9.2.82) sobre todos los triangulos T; de la triangu-

lacién 7, deducimos que
/Q | V(u—wy) |*de < Ch || u ||§{2(Q), (9.2.84)

tal y como queriamos probar.

Paso 2: El caso general.

El caso considerado en el paso anterior en el que cada tridngulo de la trian-
gulacion se considera una contraccion de tamano del tridngulo de referencia K
no es realista pues en general las triangulaciones tienen una estructura mucho
méas homogénea.

Para abordar el caso general necesitamos analizar el cambio de variables que
nos permite pasar de un tridngulo arbitrario T" al tridngulo de referencia K.

Consideramos la aplicacion afin

Lyr: K—T
{ TesT (9.2.85)

Lr(xz) = Brz + by

que transforma el tridngulo o elemento de referencia K en T, siendo By una

matriz 2 X 2 y by un vector de traslacién.

Tenemos el siguiente resultado:

Lemma 9.2.2 Sea v € H™(T), m > 0 y w = voLr la correspondiente funcion
definida en el elemento de referencia K.

Entonces, existe una constante C = C(m) > 0 tal que

1wl gy < C | Br ™ (det Br)™2 | v [l iy Vo € H™(T)  (9.2.86)

10 1y < C | Bt ™ (det Br) Y2 || w || g iy Y € H™(K). (9.2.87)

Demostracion. La demostracion es una sencilla combinacion de la regla de la
cadena para la derivacion de la funcion compuesta y del teorema de cambio de

variables en la integral.m



368 CAPITULO 9. METODOS DE GALERKIN

El dltimo ingrediente que necesitamos es una estimaciéon de las normas de
Br y de su inversa en funcion de la geometria del triangulo T'.

Introducimos la siguiente notacion
hp := diam (T); pr = sup{diam (B) : BC T, B = bola }. (9.2.88)
Tenemos el siguiente resultado:

Lemma 9.2.3 Se verifican las siguientes estimaciones

| Br i< 225 Br'|I< P (9.2.89)
Pk pPT
Demostracion.
Tenemos )
| Brll= —-sup{ll Bré [F1 € 1= px}- (9.2.90)
Por otra parte, para cualquier vector £ tal que || £ ||= pg, existen puntos

z,y € K tales que x — y = &. Ademés, Byré = Lrx — Lpy, puesto que L1 es
una aplicacién afin. Deducimos por tanto que

| Bré = Lta - Lry 1< hr (9.2.91)

puesto que tanto Lpx como Lpy pertenecen a 7.
De (9.2.90) y (9.2.91) deducimos la primera desigualdad de (9.2.89). La se-

gunda se prueba de manera semejante.
|

Estamos ya en condiciones de probar la convergencia del MEF en el caso
general. En vista de las estimaciones del Lema 9.2.3 introducimos el concepto
de triangulacion regular. Diremos que las triangulaciones {7 },~0 del dominio

) son regulares si existen constantes a;, § > 0 tales que
ah? <| T |< Bh?, YT € 14, Vh > 0 (9.2.92)
y ademés existe 7 > 0 de modo que
Tlng { angulos del triangulo T'} > ~. (9.2.93)
h
h>0

La condicion (9.2.92) asegura que todos los tridngulos involucrados en la
triangulacion son esencialmente de un diadmetro del orden de h o de &area del
orden de h?. La condicion (9.2.93) garantiza que los tridngulos involucrados en

las triangulaciones no son excesivamente excéntricos. Esta condicién asegura
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que pr es también uniformemente del orden h de modo que existen constantes
u, v > 0 tales que
vh < pr < ph, VT € 7, Vh > 0. (9.2.94)

Bajo estas hipotesis tenemos el siguiente resultado:

Theorem 9.2.3 Supongamos que ) es un dominio poligonal plano y conside-
remos una familia regular de triangulaciones {7h}r>0.

Entonces se verifican las siguientes propiedades:

a) Para todo v € H} (Q) existe una sucesion vy, € Vi, tal que
0

v, — v en HY(Q), h — 0. (9.2.95)

(b) Eziste una constante C > 0 tal que
H UV — TRV HH&(Q)g Ch H v ||H2(Q)7 (9296)
para todo v € H*(Q) N HL(Q) y h > 0.

(c) Paratodo f € H=1(Q) las soluciones up, € Vj, obtenidas mediante el MEF-
Py asociado a la triangulacion {T; }h>o convergen en H}(Q) a la solucion
u del problema de Dirichlet (9.2.55) (6 (9.2.56)).

(d) Cuando la solucion de (9.2.55) (6 (9.2.56)) u es tal que u € H> N HL(Q),
[ w—=un < Chll gz, (9.2.97)
para todo h > 0.

Observacion.

e El Teorema 9.2.3(d) establece una convergencia de orden h del método para
las soluciones u de clase H2(£2). Conviene entonces analizar bajo qué condiciones
se puede garantizar que la solucién del problema continuo (9.2.55) pertenece a
la clase H?(Q2). En este punto hemos de ser cuidadosos pues el dominio 2 en
cuestion es poligonal y por tanto no se pueden aplicar los teoremas clasicos de
regularidad de soluciones de problemas elipticos.

Sin embargo, es bien sabido que cuando  es un poligono convexo de R2, las
soluciones u de (9.2.55) (6 (9.2.56)) pertenecen a H?()) para todo f € L%(Q).

Por tanto, bajo la hipotesis de convexidad de €2, el MEF-P; converge con
orden 1 para todo f € L*(Q).

e Conviene observar que, en la practica, el dominio €2 poligonal en el que

aplicamos el MEF-P; es una aproximacion poligonal del dominio original que es
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un dominio regular. Es obvio que si el dominio original regular es convexo las
aproximaciones 2, de € se pueden tomar de modo que sean también convexas.
Por tanto, el orden 1 del método queda garantizado cuando el dominio regular

de entrada es convexo.

e A pesar que la estimacion (9.2.97) sobre el orden de convergencia exige que
el dominio sea convexo esto no es asi en lo que respecta a la propiedad (c) de
convergencia del método que se cumple para cualquier dominino poligonal y por
tanto sin hipoétesis adicional alguna sobre la convexidad del dominio regularidad
sobre el que se formula el producto de Dirichlet (9.2.57) (6 (9.2.56)).1

Demostracién.

Basta en realidad que completemos la prueba de (9.2.96), i.e. de (b) del
Teorema 9.2.3.

En efecto, una vez que (9.2.96) se cumple, por densidad, se verifica también
(a). A partir de (¢) se deduce inmediatamente la convergencia del MEF-Py,
propiedad (c). Asimismo (9.2.96) implica inmediatamente (9.2.97).

Concluyamos por tanto la prueba de (9.2.96). Volviendo a (9.2.63) tenemos

/Q | V(v —rpo) Pde =Y /T | V(v —rpv) |2 da. (9.2.98)

TeTh
Bajo las hipdtesis de regularidad del mallado, del Lema 9.2.2 y del Lema 9.2.3,
deducimos que

/T | V(v —rpv) [P de < CR? v 2 (1) (9.2.99)

para cada T € 1, y cada h > 0.
Combinando (9.2.98) y (9.2.99) deducimos (9.2.97). Esto concluye la demos-

tracion del Teorema 9.2.3.



Capitulo 10

Breve imtroduccion al control

optimo

A lo largo de estas notas hemos desarrollado un cierto ntimero de técnicas
numéricas que tienen como objetivo principal el proporcionar métodos eficaces
de aproximacion de las soluciones de EDP. Pero, muchas veces, en la practica,
la obtenciéon de la solucion de una EDP no es més que uno de los pasos en la
resoluciéon del problema completo que se plantea en algin ambito del I+D-i.
Un tipo de problema, sumamente importante por su ubicuidad, es el de Control
Optimo o la Optimizacion. En estos problemas se trata de disefiar una estrategia
optima que nos asegure el mejor rendimiento posible del procedimiento o me-
canismo en consideraciéon. En este tipo de situaciones la EDP es el modelo que
sustituye o representa la realidad en consideracion, y su solucion se denomina

la variable de estado.

Al analizar este tipo de problemas no se trata solo de resolver la EDP, cosa
que con frecuencia se puede hacer mediante las técnicas analiticas y numéricas
que hemos presentado, sino que en este caso hemos de realizar una eleccion
optima de algunos de los parametros que intervienen en el modelo: los controles.
Dependiendo de la aplicacién en consideracion el tipo de problemas de control
puede ser muy diverso. Por ejemplo, son frecuentes los problemas de Disenio
Optimo en los que el pardmetro a optimizar puede ser la forma del dominio en el
que la EDP se verifica. Pero puede también tratarse de optimizar los coeficientes
de la ecuacion, lo cual corresponderia al caso en que lo que hay que elegir son las
propiedades materiales del medio que ocupa la geometria considerada. Puede

también tratarse de optimizar una fuerza o fuente externa que puede intervenir
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en la EDP tanto como un segundo miembro como una condicién de contorno
no homogénea.

En esta secciéon vamos a ilustrar las ideas basicas que subyacen en esta rica
teoria considerando el caso més sencillo de una ecuacion eliptica formulada en un
dominio fijo y en la que el parametro a optimizar es una fuente o fuerza externa
que interviene en el segundo miembro de la EDP. En primer lugar discutiremos
la existencia y la caracterizacion del control éptimo en el marco del modelo con-
tinuo. Después analizaremos una version discreta basada en una aproximaciéon
por elementos finitos. Mostraremos también la existencia del 6ptimo en el marco
discreto. Por ultimo probaremos la convergencia del control 6ptimo discreto al
continuo. Este ultimo es un resultado importante pues la praxis en ingenieria
consiste precisamente en, a la hora de calcular los controles 6ptimos, sustituir
el modelo continuo por el discreto.

Con el objeto de presentar el problema concreto que vamos a abordar vamos
pues a considerar un dominio acotado Q de R%, con d > 1. Sea w un subdominio
de €2 que es lugar en el que el control va a poder ser aplicado. Sea 1,, la funcion
caracteristica del subconjunto w y consideremos la ecuacién de estado:

(10.0.1)

—Au=f1l, en Q
u=0 en ON.

Este modelo nos permite describir por ejemplo la vibraciéon de una membrana
sometida a una fuerza f = f(x) localizada en w o la difusion de un contaminante
concentrado en dicho conjunto.

A pesar de que el modelo considerado es particularmente sencillo la mayoria
de las ideas que vamos a desarrollar en esta seccion son de aplicaciéon en un
contexto mucho mas amplio.

En (10.0.1) el segundo miembro f = f(z) que usa una fuente o fuerza externa
que se ejerce en el subconjunto w es el control.

Para cada f € L*(w), el problema (10.0.1) admite una tnica solucién que

admite la caracterizacion variacional:
u € HHQ)

10.0.2

/ Vu~V<pd1::/ fodr, Yo Hy(Q). ( )
Q w

El problema de control 6ptimo que nos planteamos resolver es el siguiente.

Dada una configuracion ug = uq(x) deseada dada, buscamos el valor del control

f = f(x) que hace que la solucion o estado u coincida o se parezca a ug.

Hay muchas maneras de expresar esta proximidad. Una es la de minimizar un
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funcional de la forma .
J(f) = 7/ | u—ug |? dr, (10.0.3)
2 Ja

para toda funcion f € L?(w).
Es facil coprobar que
J:L*w) =R (10.0.4)

es una funcién continua y convexa definida en un espacio de Hilbert. Con el
objeto de probar la existencia del control éptimo, i.e. para poder aseguar que el
infimo

I= inf J 10.0.5
Lt () (10.0.5)

es en realidad un minimo, bastaria pues probar su coercividad.

En otras palabras, deseamos probar que el funcional J es coercivo

La coercividad del funcional equivale a probar que J(f) — oo cuando ||
u [|2(q)— oo. En vista de la estructura del funcional J esto es lo mismo que
probar que || © ||z2(.)— 0o cuando || f ||12(,)— 0o. Pero esto no necesariamente
ocurre pues la norma de la solucién u que corresponde a la del segundo miembro
fen L?(w) es la norma en H?(f2). Para convencerse de ello basta considerar el

problema uni-dimensional

a0 —
{ u=f O0<z<m (10.0.6)

w(0) =u(r) =0

en el que la solucion se puede calcular de manera explicita usando series de
Fourier:

u(x) = Z % sin(kx), (10.0.7)

k>1

siendo { fx}x>1 los coeficientes de Fourier de f:

fl@) =" frsin(k). (10.0.8)

k>1

1/2
Mientras que la norma de f en L%(0, 7) es del orden de (Z | fir |2 ) la

1/2
de u es del orden de (Z | fr |2 /k4) . Es obvio que esta ultima puede
k>1
mantenerse acotada mientras que la primera diverge.

El funcional considerado, por tanto, no es coercivo y no podemos aplicar el
Método Directo del Calculo de Variaciones puesto que la sucesiones minimizan-

tes de (10.0.5) no estan necesariamente acotadas.
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Desde un punto de vista analitico hay maneras sencillas de evitar esta di-
ficultad. De hecho, en la practica, es natural considerar que los controles f
admisibles no son arbitrarios sino imponer alguna restricciéon sobre la talla de
los mismos.

Una posibilidad por tanto consiste en, dado M > 0, restringir la biisqueda del
optimo a los controles f de norma no superior a M. En este caso nos encontramos
entonces ante el problema de optimizacion:

Iy = inf  J(f). (10.0.9)
feL2(w

£l 2 () <M

En este caso la existencia del minimo es obvia puesto que estamos minimizando
un funcional continuo y convexo en un conjunto acotado, cerrado y convexo
y por tanto cerrado de la topologia débil. De este modo se puede asegurar la
existencia del 6éptimo:

fm € LP(w) 1| fur lp2@)< M3 J(fm) =  min J(f). (10.0.10)

fEL2(w

IF1 2 () <M

Otra manera de asegurar la existencia del 6ptimo es reforzar la coercividad
del funcional J. Dado N > 0 esto puede hacerse considerando el funcional

JN(f):%/Q | u—ug |? dx—i—g/fzdx. (10.0.11)

Este funcional Jy : L?(w) — R es continuo, convexo y coercivo en el espa-
cio de Hilbert L?(w). Admite por tanto un minimo. De hecho el funcional es
estrictamente convexo, lo cual asegura la unicidad del minimo:
fn € L*(w): In(f) = min Jn(f). (10.0.12)
feL?(w)
El parametro N > 0 del funcional Jy permite regular el coste del control. Asi,
cuando N es grande, el control f tenderé a tener una norma menor que cuando
N es muy pequeno, caso en el que la utilizacion del control f no se penaliza.
De hecho, el control 6ptimo fy se puede caracterizar facilmente en este
caso mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema de minimizacion

(10.0.12) que en este caso se reducen a:
(DJIn(fn), 9) =0, Vge L*(w). (10.0.13)

En (10.0.13) DJn(fn) denota la diferencial de Jy en el punto fy.
En vista de la estructura del funcional Jy de (10.0.11), el sistema (10.0.13)
se reduce a:

/ (un — ug) vdx + N/ fygdr =0, Vg€ L*(w), (10.0.14)
Q w



375

siendo v la solucion de (10.0.1) correspondiente al segundo miembro g que re-

presenta la direccién en la que se esta calculando la derivada direccional, i.e.
—Av =gl en Q
e (10.0.15)

v=20 en 0NQ.
En (10.0.14) uy representa la solucion 6ptima asociada al control 6ptimo.

Si bien el MDCV garantiza la existencia del minimo, en la practica éste ha
de ser calculado mediante la utilizaciéon de un método de descenso que necesita

del célculo de gradiente de J. De manera general tenemos que

()0 = [

(u — ug)vde + N/ fgdx. (10.0.16)
Q w

En el practica este modo de calcular es muy costoso pues exige, para cada funciéon
g, el célculo de la solucion (10.0.15). Una técnica habitual para la simplificacion
del calculo de gradientes es la basada en el estado adjunto. El estado adjunto ¢

se define en este caso como la soluciéon del problema

{ —Ap=u—ug en £

B (10.0.17)
(b‘{m =0

siendo u la solucion de la ecuacion de estado (10.0.1). Obviamente, como u—ug €
L?(€), la ecuacion de estado adjunto admite una tnica solucion ¢ € Hg ().
Multiplicando en (10.0.17) por v y en (10.0.15) por ¢ tenemos:

/Q(u — ugq)vdxr = /QV¢~Vvdac = /wg(;ﬁdx. (10.0.18)

De este modo la expresion (10.0.16) del gradiente se reduce a

(DJN, g) =/g(¢+Nf)dx. (10.0.19)

De esta identidad se deduce la principal propiedad del estado adjunto ¢: A
condicion de resolver el problema adjunto (10.0.17), que tiene una complejidad
semejante a la ecuacion de estado (10.0.1), todas las derivadas direccionales
de Jy se reducen al calculo de integrales en w, como las que aparecen en el
segundo miembro de (10.0.19). Este hecho contrasta de manera considerable
con la primera expresion (10.0.16) que exige la resolucion de la ecuacion de
estado (10.0.15) para cada valor de g.

Este mismo procedimiento nos permite caracterizar el control 6ptimo fy que
verifica (10.0.14). En efecto, combinando (10.0.14) y (10.0.19) deducimos que

ON+Nfy=0enw
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i.e.

fn = —‘%N (10.0.20)

donde ¢ es el estado adjunto correspondiente. Escribiendo conjuntamente la
ecuacion de estado y la de estado adjunto correspondientes al control 6ptimo

fn obtenemos lo que se denomina el sistema de optimalidad (SO):

—Auy = —%L, en ()
UN‘ =0
o) (10.0.21)
{ —A¢N = UN — Uq en Q
=0.
-

De los desarrollos anteriores sabemos que el SO (10.0.21) admite una tnica
solucion (un, ¢n) y que el control 6ptimo viene entonces dado por (10.0.20).
Los métodos de descenso habituales lo que hacen es, precisamente, de manera
iterativa, acercamos al control éptimo (10.0.20). Para hacerlo, en vista de la
expresion (10.0.19) del gradiente, se constata que en cada punto f € L?(w), la

direccién g de maximo descenso es aquella en que

9= _@ENH (10.0.22)

¢+ Nfllrzw)
siendo ¢ la solucién correspondiente de (10.0.17).

Una vez que hemos desarrollado el célculo de gradientes en el marco del
funcional continuo (10.0.11) asociado a la ecuacion de estado (10.0.1), lo cual
permite a su vez la implementacion de métodos de descenso eficaces para el
calculo del minimo, hemos de desarrollar el mismo programa en el marco de una
aproximacion numérica por elementos finitos. Vamos primeramente a describir
como esto puede ser desarrollado, probando la existencia del 6ptimo en este
marco discreto y después la convergencia del 6ptimo discreto al 6ptimo continuo.

Los cambios a realizar al pasar del funcional y marco continuo al discreto

son los siguientes:

e Sustituir  por una aproximacion poligonal €, y triangularla {T}rer,,
siguiendo los criterios habituales de regularidad de los mallados que ga-
rantizan la convergencia de orden 1 del método de elementos finitos en
HYQ).

e Sustituir w por una aproximacion adaptada al mallado 7;. Esto puede
hacerse de diversas maneras y, en particular, definiendo wy como la union

de los tridngulos de 7} contenidos en w.
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e Sustituir el conjunto L?(w) de controles admisibles por Z/IC’Zd, el conjunto de
funciones del espacio de elementos finitos que sblo involucra a los nodos
de wy,.

Una vez realizadas estas adaptaciones geométricas sustituimos la ecuacion de

estado continua (10.0.1) por su version discreta:

up € Vi,

10.0.23
/ Vup-Vpdr = / fodx, Yo € V, ( )
Q w

donde V}, es el subespacio de elementos finitos P1 asociado a la triangulacion
Th.

El funcional Jy de (10.0.11) ha de entonces ser reemplazado por su version
discreta:

1

N
JN(f) = 5/9 | up —ug |* do + 5/ f2dz. (10.0.24)

Se trata en esta ocasion de un funcional continuo y convexo definido en un
espacio de dimension finita. El funcional es también coercivo en este caso.

Como consecuencia de estas propiedades deducimos que el funcional .J;, al-
canza su valor minimo en un tnico punto. Con el objeto de analizar el compor-
tamiento en el limite cuando h — 0, denotamos este punto de minimo por fh y
la solucion correspondiente de (10.0.23) por d@p. Omitimos aqui la dependencia
con respecto al parametro N del funcional J ]}(, con el objeto de simplificar la
notacion.

Procediendo como en el marco del funcional continuo Jy es facil comprobar

que el minimo fh se caracteriza por la version discreta de (10.0.14), i.e.

/ (g, — ug) vpde + N/ frgdx =0, VgeUl, (10.0.25)
Q

w

Esto, a su vez, permite caracterizar el control éptimo f;, a través del sistema

adjunto:

on € Vi

10.0.26
/ Vo Vo = /(uh — uq)pdx, Vo € V. ( )
Q Q

El sistema adjunto (10.0.26) admite una anica solucion ¢, € Vj, y el control

optimo f;, estd entonces caracterizado por la ecuacion

fn = —¢h/N en wp. (10.0.27)
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En este punto conviene senalar que, en el ambito de las aplicaciones, lo ha-
bitual es precisamente utilizar este tipo de aproximaciones mediante elementos
finitos (u otros métodos numeéricos) y minimizar el funcional Jp con h suficien-
temente pequeno mediante un método descenso como, por ejemplo, el método
de gradiente conjugado.

En el caso particular que nos ocupa, por su sencillez, no es dificil probar que
el minimo de funcional J }(, converge, cuando h — 0, al del funcional Jy. Este
procedimiento, el de minimizar una versiéon discreta del funcional continuo en
consideracion, sin embargo, se utiliza en un contexto mucho méas amplio, y con
frecuencia en casos en que la prueba de la convergencia no es posible con los
métodos de los que se dispone en la actualidad.

Probemos ahora la convergencia de los minimos discretos fp.

En primer lugar, denotando mediante I}, el minimo del funcional J% en V},

es facil de comprobar que
I, < %/Q | ug |* dz = J5(0). (10.0.28)
De la desigualdad (10.0.28) se deduce que
Il fh 22w < C, (10.0.29)
lo cual a su vez implica que
I @, HH(%(Q)S C. (10.0.30)
Extrayendo subsucesiones tenemos que
fo— f*en L} (w); i, — u* en H3(Q), (10.0.31)

siendo f € L?(w) y u* la solucién correspondiente de (10.0.1). En la primera
convergencia de (10.0.31), en la medida en que el conjunto wy, de soporte de fh
no necesariamente coincide con (10.0.31), podemos entender que se trata de una
convergencia débil en L2(Q) a la funcién f*1,, de las funciones fj1,, .

Debemos ahora probar que f* es el minimo de J. Una vez que esto haya
sido probado habremos obtenido la convergencia de toda la familia fj, cuando
h — 0, sin necesidad de extraer subsucesiones. Més adelante veremos que, de
hecho, la convergencia tiene lugar en la topologia fuerte de L2.

Para identificar f* con el minimo de J procedemos mediante un argumento
habitual de I'-convergencia. Para ello basta probar que f* es un minimizador
de J, es decir que

IN(f*) < JIn(g), Vg€ L*(w). (10.0.32)
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Para obtener (10.0.32) observamos en primer lugar que

lim

h—0

In(f7) < TR ("), (10.0.33)

gracias a las convergencias (10.0.31) y a la semicontinuidad inferior débil de los
dos términos que intervienen en la definicién de J ]’f,
De hecho, de (10.0.31) tenemos

lim
/ | f7 P de < 53— 0/ | fn |? du, (10.0.34)
w Wh

y, por la compacidad de la inclusion de H}(Q) en L%(9),

lim
| u* —ug |* de = / iy, — ug | da. 10.0.35)
/| =y [ (

Por otra parte, dado g € L?(w) arbitrario, es facil probar la existencia de
una familia g, € L?(wy,) tal que

gn — g en L*(w) (10.0.36)

y, por consiguiente, de modo que las soluciones correspondientes del problema

discreto y continuo, v, y v, respectivamente, satisfagan
v, — v en Hy(Q). (10.0.37)
De estas convergencias se deduce que
I (gn) = JIn(9)- (10.0.38)
Como, por otra parte
Jh (fh) < Jh(gn), Vh>0, (10.0.39)

combinando (10.0.33), (10.0.38) y (10.0.39), deducimos que (10.0.32) se verifica.
Esto nos permite identificar f* con el minimo f , v probar que es toda la

sucesion fh la que converge débilmente a f en L?(w). Ademas obtenemos
T (fh) — JIn(f)

de lo cual, en virtud de (10.0.34) y (10.0.35), obtenemos asimismo que

L.

In

2 .
da:—>/f2dx.
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Deducimos asi, gracias a la convergencia débil y a la convergencia de las
normas, que

fh N f en L*(w) fuertemente,

y, por consiguiente,
Gy — @ en H}(Q) fuertemente.

Esto concluye la prueba de la convergencia fuerte de los minimizadores.
De hecho, si usamos los resultados sobre el orden de convergencia del méto-
do de elementos finitos podemos también deducir resultados sobre el orden de

convergencia de los controles.



Capitulo 11

Ecuaciones de evolucion

11.1. Resolucion de la ecuacion del calor median-

te técnicas de semigrupos

Si bien el método de semigrupos no es un método numérico de aproximacion
en el sentido estricto del concepto, antes de proceder al analisis numérico de la
ecuacion del calor, conviene aplicarlo pues nos proporciona un marco funcional
adecuado para aproximar soluciones.

Consideramos por tanto un abierto 2 de R™ que, en principio, no es necesario
suponer que sea ni acotado ni regular.

Consideramos la ecuacién del calor con condiciones de contorno de Dirichlet:

uy —Au =10 en ) x (0, 00)
u=0 en 0N x (0, co) (11.1.1)
u(z, 0) = ug(x) en Q.

Con el objeto de situar el problema en el marco abstracto de la Teorfa de
Hille-Yosida definimos el espacio de Hilbert X = L?(Q) y el operador A = D(A)

con dominio

D(A) ={p € H)(Q): Ape L*(0)}. (11.1.2)

El problema de valores iniciales (11.1.1) entra de este modo en el marco de
los problemas abstractos de evolucién que el Teorema de Hille-Yosida permite
resolver. Pero para poder aplicarlo necesitamos comprobar que A es un operador
maximal-disipativo. Comprobamos en primer lugar que es maximal. Para ello,

dado f € L?(2) hemos de probar la existencia de una solucién de
u€ D(A), (I—Au=f. (11.1.3)
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La formulacion en términos de EDP de (11.1.3) es

—Au = Q
u-Bu=f en (11.1.4)
u=0 en o9
y su formulacién variacional
u € H}(Q)
(11.1.5)

[ 1V e+uglds = [ fods, o e 1),
Q Q

Como consecuencia del Teorema de Lax-Milgram es facil comprobar que, efec-
tivamente, (11.1.5) admite una tnica solucion. Por otra parte, la solucion u €
HL(Q) asf obtenida es tal que

Au=u— fen D (Q) (11.1.6)

de donde deducimos que Au € L?(€) y por tanto u € D(A).
Comprobamos ahora que el operador A es disipativo. Formalmente esto es

facil de hacer utilizando integracién por partes:
(Au, u)r2(0) = / Auvudzr = —/ | Vu |? dz < 0. (11.1.7)
Q Q

En la préctica esto exige justificar la formula de integraciéon por partes en el
dominio  para funciones u € D(A). Cuando el dominio €2 es de clase C? esto
no supone ninguna dificultad pues la féormula de Green es valida para funciones
de H?(Q) y por otra parte, por los resultados clasicos de regularidad eliptica,
D(A) = H? N H}(Q). Cuando € no es regular la justificacion de (11.1.7) exige
un argumento adicional de densidad.

Como A es un operador maximal disipativo, como consecuencia directa de
la aplicacion del Teorema de Hille-Yosida obtenemos el siguiente resultado de

existencia y unicidad de soluciones de la ecuaciéon del calor.

Theorem 11.1.1 (a) Soluciones débiles. Para todo ug € L*(2) la ecuacion

(11.1.1) admite una tnica solucion u € C ([0, co); L*(2)) que ademds es tal que

> 1
/ / | Vu |* dedt < f/u%(a:)dx. (11.1.8)
0 Q 2 Q

(b) Soluciones fuertes. Para todo uy € H}(Q) con Aug € L?(), la ecua-

cion (11.1.1) admite una dnica solucion

u € C ([0, 00); Hy(2)) NC([0, co); L*(2) (11.1.9)
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tal que
Au € C([0, 00); L*(2)). (11.1.10)

Ademds, cuando el dominio Q0 es de clase C? la solucidn pertenece a la clase

ue C ([0, 00); H*NHj()) . (11.1.11)

Demostracion.

Los resultados de existencia y unicidad de soluciones débiles y fuertes son
consecuencia directa de la aplicacion de los resultados abstractos de semigrupos,
gracias a que hemos comprobado que A es un operador maximal-disipativo.

La estimacion (11.1.8) se deduce facilmente de la formula de disipacion de
la energia. En efecto, multiplicando la ecuacion del calor de (11.1.1) por u e

integrando en 2 deducimos facilmente que

1d
—— | W¥(z, t)dz +/ | Vu(z, t) |* de = 0. (11.1.12)

Integrando esta identidad en tiempo deducimos que

t
1/ u?(, t)dx—i—/ / | Vu(z, s) |* deds = }/ ud(z)dz, ¥t > 0. (11.1.13)
2 Ja 0 Ja 2 Ja

De (11.1.13) deducimos que

! 1
/ / | Vu(z, s) |* deds < f/ ud(z)dz. (11.1.14)
0 Jo 2 Ja

Pasando al limite cuando ¢ — oo deducimos (11.1.8).

El hecho de que cuando € es de clase C? las soluciones fuertes pertenecen a la
clase (11.1.11) es consecuencia inmediata de que, en ese caso, por los resultados
clasicos de regularidad eliptica D(A) = H2 N H}(Q).

Observaciéon. Como consecuencia de (11.1.8) cuando el dominio €2 esté aco-
tado en una direcciéon de modo que la desigualdad de Poincaré se cumple, de-
ducimos que u € L? (0, o0; H&(Q)) Cuando la desigualdad de Poincaré no se
cumple s6lo podemos garantizar que u € L7 (0, 005 H&(Q)) En efecto, en este

caso, para acotar la norma L? hemos de utilizar que, como consecuencia de la
identidad de energia (11.1.13),

|| ’U,(t) ||L2(Q)<|| Ug ||L2(Q)a vt > 0. (11.1.15)
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Por tanto
T
| [t < T e < T Iy - (11116
Combinando (11.1.14) y (11.1.16) deducimos que
T 1
/0 /Q[u2+ | Vu |*] dadt < <T+ 2) | uo 1720 (11.1.17)

(0, 003 H(12)).
Estas propiedades establecen un efecto regularizante de las soluciones de

de donde se deduce la estimacién en LZQOC

la ecuacion del calor puesto que para datos iniciales ug € L?(f2) la solucion

2

2. (0, 00; H{(Q)). Este efecto regularizante puede cuantificarse

pertenece a L
de manera maés precisa aun.
En efecto, multiplicando la ecuacion del calor por —Auw e integrando en

deducimos que
—/(ut — Au)Au =0
Q
0, lo que es lo mismo,

1d 9 9 _

Por tanto,

d 2
el dr <
dt/Q|Vu| <0

¥, por consiguiente, la funcion ¢ —| Vu(t) [|3- () ©s decreciente.

Deducimos por tanto que

T
1
T V) < [ [ 190 dode <5 0 w0 ago

De este modo podemos cuantificar el efecto regularizante que muestra que las
soluciones de la ecuacion del calor que parten de un dato inicial en L?(Q) entran

instantaneamente en H}(Q):

1
| Vu(t) [[2@)< WeT | uo llz2(0) - (11.1.18)

La estimacion (11.1.18) es singular en ¢t = 0. Esto no podria ser de otro modo
si suponemos que uy € L?(Q) pues, de lo contrario, el dato inicial deberfa de
pertenecer a Hg ().

En realidad el efecto regularizante de la ecuacion del calor es mucho mas
fuerte atin. Cuando el dominio €2 es de clase C'*° las soluciones de la ecuacion
del calor pertenecen a C*° (2 x (0, c0)).
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11.2. Aproximacion de Galerkin de la ecuacion

del calor

Las soluciones débiles de la ecuacién del calor pueden caracterizarse mediante

la siguiente formulacion variacional

ue C([0,00); L2(Q)) N LY

loc

(0, 00 H3 ()

d
= /Q u(zx, t)p(x)dx + A Vu(z, t) - Vo(z)de =0, ¥t >0 (11.2.1)

/ ul, O)pla)de = / wo(2)p(x)dr, Yo € HY(Q)
Q Q

En (11.2.1) hemos tomado funciones test ¢ = p(x). La ecuacion de (11.2.1) ha

por tanto de entenderse en el sentido de las distribuciones en tiempo, i.e.

p Qu(:c, t)o(x)dx +/QVu(x, t)-Ve(x)dz =0, en D'(0, c0),  (11.2.2)

lo cual significa que, para cualquier funcion test ¢ = ¥ (¢) € D(0, co) se tiene

_/o /Qu(x, Oy (t)p(z)de +/O /QVu(x7 t)-¢Y(t)Ve(z)dr =0. (11.2.3)

Como las combinaciones lineales finitas de funciones test en variables separadas
de la forma ¥ (t)¢(x) son densas en D(2 x (0, c0)) deducimos entonces que la

ecuacion del calor se satisface en el sentido de las distribuciones:
—/ / upy dadt +/ / Vu-Vedrdt =0, Ve € D(Q x (0, 00)). (11.2.4)
0o JQ 0o Ja

Mediante un argumento de densidad se deduce de esta expresién que, como
ue C ([0, 00); L2(Q)) N L}, (0, 0o; H(S2)), entonces

loc

T T
—/ /u(bt dﬂcdt—i—/ /Vu-V¢dxdt =0 (11.2.5)
0o Ja 0o Jo

para toda funcién test ¢ € H'(Q x (0, T)) tal que ¢(z, T') = ¢(x, 0) = 0.
De esta expresion se puede deducir mediante un nuevo argumento de apro-
ximacion una formulacién variacional de la ecuacion del calor que incorpora el

dato inicial:

—/OT/QuqStdxdt—i—/Quo(x)qS(x, O)dac—l—/OT/QVu-Vqﬁdxdtzo, (11.2.6)

para todo ¢ € H*(Q2 x (0, T)) tal que ¢(x, T) = 0.
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Acabamos de ver que (11.2.1) implica (11.2.6). En realidad (11.2.6) también
implica (11.2.1). Podriamos entonces adoptar, en lugar de (11.2.1), la siguiente
formulacion variacional de la solucion de la ecuacion calor, totalmente equiva-
lente a (11.2.1):

u e C ([0, 00); L2(Q)) N L, (0, o0; HE(Q)),

loc

T T
—/ / ugy drdt + / uo(x)d(z, 0)dr + / Vu-Vedzxdt =0,
0o Ja Q 0o Ja

Vo € HY(Q x (0, T)); ¢(z, T) =0, VT > 0.
(11.2.7)
Los resultados que presentaremos en esta scciéon podrian también obtenerse
trabajando con la formulacion (11.2.7), pero nosotros lo haremos basandonos
en (11.2.1).

Antes de continuar conviene comentar la relacion existente entre la solucion
obtenida mediante el método de semigrupos como en la seccién anterior y la
solucion en el sentido variacional (11.2.1). Obviamente las dos soluciones son
la misma. Vedmos por ejemplo que la solucién obtenida mediante el método de

semigrupos es también solucion en el sentido débil (11.2.1).

En el caso en que el dato inicial pertenece al dominio del operador esto
es obvio pues se trata de una solucién fuerte que satisface la ecuacién en casi
todo punto. Cuando el dato inicial solo pertenece a L?(2) la solucién obtenida
mediante el método de semigrupos es limite de soluciones con datos iniciales en
el dominio del operador. Por tanto, por densidad,' las soluciones en el sentido

de los semigrupos satisfacen (11.2.1).

Una cuestiéon fundamental que cabe plantearse antes de continuar trabajando
con la formulacion débil es si las soluciones de (11.2.1) son unicas. En efecto lo
son. Formalmente para demostrarlo basta utilizar ¢ = u(t) como funcién test

en (11.2.1) de donde se deduce la ley de energia

1d

—— | W*(x, t)dx +/ | Vu(z, t) | de =0 (11.2.8)

LICuando A es un operador m-disipativo el dominio del operador es denso en X, si X es un
espacio de Banach reflexivo. Para comprobarlo basta tomar un elemento f € X y resolver las
ecuaciones x — Az = f para A > 0 arbitrario. Para cada A > 0 la solucién z) € X de este
problema existe y es unica. Ademés ) € D(A) y z) — f débilmente cuando A — 0. Esto
permite garantizar que las soluciones de problemas de evolucion obtenidas mediante el método
de semigrupos para operadores m-disipativos, son limites de soluciones con datos iniciales en
el dominio del operador.
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que implica en particular que

/Qu2(:177 t)dzg/ug(x)dx. (11.2.9)

Q

De (11.2.9) se obtiene la unicidad con facilidad puesto que si u y @ son soluciones
con el mismo dato inicial, la diferencia u — @ es solucion de (11.2.1) con el dato
inicial ug = 0. Al aplicar (11.2.9) a v — @ deduciriamos que u = 4.

Pero, en la practica, este argumento necesita de desarrollos técnicos adi-
cionales puesto que la utilizaciéon de u(t) como funcién test no esté del todo
justificada puesto que: a) u(t) depende de ¢ y en (11.2.1) s6lo se admiten fun-
ciones test independientes de ¢; b) la regularidad de u que (11.2.1) proporciona
no permite garantizar que u(t) € Hg(2) para todo t > 0.

Pero hemos visto ya que las soluciones débiles en el sentido de (11.2.1) lo
son también en el sentido de (11.2.7). A partir de (11.2.7) la unicidad se deduce
facilmente por el método de dualidad o transposiciéon. Para ello consideramos el

problema adjunto:

—pr—Ap=f en Qx(0,T)
=0 en 00 x(0,7T) (11.2.10)
¢(x, T)=0 en (.

La teoria de semigrupos, mediante la féormula de variacion de constantes garan-
tiza que cuando f € D(Q x (0, T)), (11.2.10) admite una tinica solucion ¢ que
satisface todos los requerimientos de las funciones test de (11.2.7). De (11.2.7)

y usando la ecuacion ¢; + A¢p = —f que ¢ satisface se deduce que

/Quo(;v)gi)(x, O)d:r—k/OT/qudxdt =0.

Si aplicamos esta identidad a dos posibles soluciones débiles u y @ con el mismo

dato inicial ug € L*(Q) deducimos que

/T/ Flu—@)dzdt = 0, Vf € D(Q x (0, T)) (11.2.11)
0 Q

lo cual garantiza que u = 4.

A partir de este momento adoptamos (11.2.1) como formulacion débil de las
soluciones de la ecuacion del calor sabiendo que la solucién de (11.2.1) existe,
es Unica y coincide con la obtenida en la secciéon anterior por la técnica de
semigrupos.

Procedemos ahora a introducir la aproximacion de Galerkin.

Es muy fécil introducir ahora una aproximacién de Galerkin. Dada una fa-

milia de subespacios Vj, de H}(Q2) que cubren todo el espacio H}(Q) cuando
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h — 0 de modo que cada uno de los subespacios V}, son de dimensién finita

dim (V},) = Nj, con Ny — oo, h — 0 consideramos el problema

up € C([0, 00); Vi)

4 / up(z, t)p(z)dz Jr/ Vup(z, t) - Vo(x)de =0, Vt>0
dt  Jq Q

/ up(x, 0)p(x)de = / uo(x)p(x)dx, Y € V.

. . (11.2.12)

La diferencia entre la formulacién variacional de la ecuacion del calor conti-
nuo (11.2.1) y su aproximacion de Galerkin es que si bien en la primera consi-
deramos todas las funciones test de Hg(€2), en la aproximacion de Galerkin sélo
consideramos las funciones test en el espacio V}, de dimensién Np,.

La aproximacion de Galerkin (11.2.12) constituye por tanto un sistema de
Ny, ecuaciones diferenciales acopladas de orden uno. Escribamos el sistema de
manera mas explicita.

Sea {¢1, -+, dn, } una base de V}, de modo que

V,, = span{®y,---, ¢n, }- (11.2.13)

La funcién uy, solucién de (11.2.12), por pertenecer a la clase C([0, 00); V3), es

por tanto necesariamente de la forma

up(z, t) = Zuj(t)¢j(x) (11.2.14)

Podemos por tanto identificar la solucién con el vector incognita

ua (1)
Un(t) = . (11.2.15)
un, ()
El sistema (11.2.12) puede entonces escribirse en la forma

dth, .
My —2(t) + RpUn(t) +0, >0
=y () + BaUn() (11.2.16)

[jh(o) = [jo,h,

donde M}, y Ry, son las matrices de masa y de rigidez asociadas a la aproximacion

de Galerkin. Los elementos de M}, y Rj son respectivamente:
M;, = (mjk)léj,ngh ; mjp = / @;jPrdr (11.2.17)
Q

Ry, = (rjk)léj,ngh ;o Tik = / V(bj -Vordr. (11.2.18)
Q
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Ambas matrices son simétricas y definidas positivas. La simetria es obvia. Para
comprobar el caracter definido positivo lo hacemos por ejemplo en el caso My,

siendo la prueba semejante para Rj. Dado un vector W, tenemos

(Mp, Wh, Wh> = / wz(:c)d:v
Q

donde
Np
w(z) = w;5(x),
j=1
siendo {w; }1<;j<n, las componentes del vector W,; donde se deduce que M), es

definida positiva.
El dato inicial Uy j, del sistema (11.2.16) es de la forma

Uo, 1
Uo,n = : (11.2.19)
uo, Ny,
donde
wy = [ wo@s()dn, j =1, N (11.2.20)
Q

La solucion Uy, = Uy (t) de (11.2.6) existe y es tmica y puede representarse

mediante la siguiente féormula exponencial
Un(t) = e M Brtjy . (11.2.21)

El problema que se plantea es analizar de qué modo las soluciones de (11.2.12)
o, equivalentemente, de (11.2.16), convergen cuando h — 0 a la solucion de
la ecuacion del calor. Para hacerlo es méas sencillo trabajar con las funciones
up, = up(z, t) obtenidas como soluciones de las aproximaciones de Galerkin que
con los vectores U;L de las componentes de la solucién en la base V.

Antes de pasar al limite es preciso obtener estimaciones uniformes, indepen-
dientes de h, de las soluciones. El modo mas natural de hacerlo es utilizar el
método de la energia. Para ello hemos de emplear en la formulacion de Galerkin
(11.2.12) la propia solucioén up como funcion test. Pero esto no es posible, al
menos de manera inmediata, puesto que la solucién u;, depende en particular de
t y en (11.2.12) solo se pueden admitir funciones test independientes de ¢. Con
el objeto de justificar la utilizacién de uj como funcion test es conveniente con-
siderar la formulacion (11.2.16) de la aproximacién de Galerkin como sistema de

EDO de orden uno. Las soluciones Uy, = U (t) son funciones regulares, incluso
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analiticas de ¢ a valores en RV, Podemos entonces multiplicar escalarmente en
(11.2.16) por Uy, y deducir

1 d — — — —
5 77 (MpUn(t), Un(t)) + (RaUn(t), Un(t)) = 0. (11.2.22)
Utilizando las definiciones de las matrices My Ry, y la propia estructura de
las soluciones up, = up(z, t) de la aproximacion de Galerkin deducimos que

1d

- — uzx,tdx—k/ Vun(z, t) |? de = 0.
51 [ vh e+ [ | Vute o)

Vemos por tanto que las aproximaciones de Galerkin de la ecuacion del calor
satisfacen la misma identidad de energia que las soluciones del propio problema
continuo.

Integrando en tiempo deducimos que

1 ¢ 1
f/ ui (, t)d:E+/ / | Vup(z, t) |* dedt = f/ ud , (x)dz (11.2.23)
2 Ja o Ja 2Jq 7
de donde deducimos inmediatamente que
{un}n>o esta acotada en L>(0, oo; L*(Q)) N L7, (0, oo; Hy(Q)) . (11.2.24)

Una vez que tenemos la cota uniforme (11.2.24) podemos pasar al limite
cuando h — 0. La cuestion central es si el limite de la sucesion {up}p>o es la
solucién de la ecuacion del calor continua.

A partir de (11.2.24), extrayendo subsucesiones que seguimos denotando

mediante el indice h para simplificar la notacién, tenemos

up, — u débil * en L*°(0, oo; L*(Q) y débilmente en L7, (0, oo; Hj (1)) .
(11.2.25)
Debemos probar que u es la soluciéon de la ecuacion del calor. En este punto es
esencial la hipotesis de que los subespacios V}, llenan todo el espacio Hg(f2) o,
en otras palabras, que para todo ¢ € Hj () existe ¢y, € V, tal que

on— ¢ en  Hg(Q). (11.2.26)

Combinando las convergencias (11.2.25) y (11.2.26) deducimos que

/ up(z, t)pp(z)de — / u(z, t)p(x)dx en L*(0, co) débilk (11.2.27)
Q )

Vun(z, t) - Vopdr — | Vu(z, t) - Vo(z)dr débilmente en L7, (0, 00).
Q
(11.2.28)

Q
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Deducimos asi que el limite u = u(z, t) satisface
u € L*® (0, oo; L3(Q)) N L}

loc
4
dt

(0, 005 HE ()
(11.2.29)

/Q u(z, t)p(xr)dr + A Vu(z, t) - Vo(z)dr =0, Vo € Hy(Q).

Con el objeto de poder garantizar que el limite u obtenido de este modo es
la solucion de (11.2.1) hemos de comprobar que:

(a) ue C([0, 00); L*()),
(b) u(x, 0) = ug(x) en Q.

Vamos ahora a comprobar estas dos propiedades del limite u. Pero antes de
hacerlo senalamos que, como el limite que hemos obtenido esta identificado
de manera unica, es toda la sucesion {up}rso de soluciones aproximadas de
Galerkin la que converge en el sentido de (11.2.25) sin necesidad de extraer
subsucesiones.

Tenemos por tanto el siguiente resultado:

Theorem 11.2.1 Supongamos que los subespacios V,, de H () de dimension

finita considerados son tales que para todo p € HZ(Q) existe oy, € Vi, tal que
on— @ en H}(Q) cuando h — 0. (11.2.30)

Entonces, para todo ug € L*(Q) las soluciones de Galerkin {up}n~o obteni-
das resolviendo (11.2.12) son tales que (11.2.25) se satisface.

Concluyamos por tanto probando las dos propiedades del limite u que hemos
dejado pendientes.

e Continuidad en tiempo de u

Como u = wu(x, t) verifica (11.2.29) satisface la ecuacion del calor en el

sentido de las distribuciones:
ug — Au =0 en D'(Q x (0, 0)).

Como u € L? (0, T; Hg(2)) para todo 0 < T' < oo, Au € L? (0, T; H~1()).
Por tanto u; € L? (0, T; H~1(12)).

Es un resultado clasico que siu € L? (0, T; Hg(2)) y uy € L? (0, T; H~1(R)),
entonces u € C ([0, T]; L*()).

La idea de la prueba es la siguiente. En primer lugar constatamos que

u € Cy ([0, 00); L2(Q)) es débilmente continua de manera que

t— [ u(zx, t)edr
Q
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es continua para cada ¢ € L?(1).

Basta entonces probar la continuidad de las normas. Consideramos entonces

/Quz(x, to)dx — / u?(z, t)dx /Q (W (z, ta) — u?(z, tl)}(dl.’c.‘Q.Sl)

Q
t2 t2
/ Oi[u?(z, t)]dtdr| = ‘2/ /uut dxdt‘
Q t1 Q

ty

to
<2 [ al®) iyl 0e®) 310 dt = 0,11 = 13
t1

puesto que u € L? (0, T; Hj(Q)) y u, € L? (0, T; H~1()).
e Identificacién del dato inicial

Como sabemos ya que u € C ([0, 00); L?(€)) su dato inicial u(z, 0) esté bien
definido y es un elemento de L*(Q). Basta ver que se trata del dato ug € L?(£)
de (11.2.1).

Para ello en primer lugar observamos que las soluciones de (11.2.12) satisfa-

cen también

T T
—/ /uhwtgoh(x)dxdt+/ /Vuh-il)V@hdxdt
o Ja o Ja

(11.2.32)
*/Quh,ol/f(o)sé’h(x)dz =0,

para todo 0 < T < oo, para todo ¢ € Vj, y para todo v € C*([0, T]) tal que
U(T) =0,
La convergencia (11.2.25) permite pasar al limite en (11.2.32). Obtenemos

asi

T T
—/ / uwtgadxdt—k/ / Vu - YVodrdt — / ug(2)Y(0)p(x)dx = 0.
0o Ja 0 Jo Q
(11.2.33)
En el paso al limite en los datos iniciales de (11.2.32) hemos utilizado la
hipotesis (11.2.30) que garantiza que @, converge a ¢ fuertemente en HE(Q).
Pero necesitamos entonces saber que los datos iniciales uj, o elegidos son tales
que
up, 0 — up en H™H(Q). (11.2.34)

Recordemos que dado ug € L?(€2) hemos elegido los datos iniciales aproxi-

mantes ug, , de modo que

Np,
WM@=ZAW@%@MMM (11.2.35)



11.3. BREVE INTRODUCCION A LA TEORIA DE SEMIGRUPOS 393

Obviamente, cuando {¢;} es una base ortogonal de Vj,, ug,, es la proyeccion
ortogonal de ug € L?(f) sobre Vj,. En general, ug 5, se obtiene de la proyerccion
a través del producto con la matriz de masa correspondiente.En cualquier caso

tenemos

|| Uug, ||L2(Q)§ C H UQ HLQ(Q)a (11.2.36)

con C =1 en el caso de la base ortogonal.

Como H}(2) es denso en L2(f2) basta con que probemos que (11.2.34) se
cumple para todo ug € H& (©). Ahora bien, como por definicion wug, p es el
elemento de V}, més proximo a ug en la norma L?(Q2) y (11.2.30) se cumple (lo
cual implica, obviamente, que ¢;, — ¢ en L?(Q)), deducimos que (11.2.34) se
cumple para todo ug € Hg ().

Esto concluye la prueba de la convergencia del método de Galerkin.

11.3. Breve introduccién a la Teoria de Semigru-

pos

En las secciones anteriores hemos abordado el problema de la aproximacion
numérica de ecuaciones elipticas. Pero la mayoria de problemas relevantes del
ambito de las Ciencias y de la Tecnologia son problemas de evolucién en los que
interviene la variable temporal.

Los métodos numeéricos para la aproximacion de EDP son esencialmente una
superposicion o combinaciéon de los métodos numéricos propios de las ecuaciones
elipticas, que conducen a ecuaciones semi-discretas, y los métodos de discreti-
zacion temporal de EDO. El lector interesado en una introduccién elemental a
estas técnicas en el marco de los problemas en una dimensién espacial podra
consultar las notas [36]. En [35] abordamos con méas profundidad los métodos
en diferencias finitas para ecuaciones de tipo ondas.

A la hora de realizar un estudio sisteméatico de estos problemas es preciso
disponer de un marco funcional adecuado. En este sentido, una de las mejores
alternativas es el uso de la teoria de semigrupos que, de manera muy versatil,
permite abordar el problema de la existencia, unicidad y regularidad de solu-
ciones de numerosos problemas de EDP de evolucion.

La teoria de semigrupos garantiza la existencia y unicidad de soluciones de

ecuaciones abstractas de la forma

{ U =AU, t>0 AL3.1)

U(0) = Uo,
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siendo A un operador lineal no acotado en un espacio de Banach.

En estas notas vamos a recordar las nociones y resultados mas béasicos de la
Teoria de semigrupos y en particular el Teorema de Hille-Yosida en su versiéon
més elemental (véase, por ejemplo, el capitulo VII del libro [2]).

Con el objeto de enunciar este importante Teorema conviene recordar la

nocioén del operador maximal disipativo.?

Definition 11.3.1 Un operador A : D(A) C H — H lineal, no acotado, en
el espacio de Hilbert H se dice disipativo si

(Av, vy <0, Yo € D(A). (11.3.2)

Se dice que es mazximal-disipativo si, ademds, satisface la siguiente condicion de

maximalidad:
R(I-A)=HeVfeH 3e€D(A) tq u—Au=f (11.3.3)

Theorem 11.3.1 (de Hille-Yosida).
Sea A un operador mazimal-disipativo en un espacio de Hilbert H. Entonces,

para todo ug € D(A) existe una funcidn

ue C([o, 0); D(A)) nol ([0, 0): H) (11.3.4)
unica tal que
du _ Au  en [0, 00)
dt (11.3.5)
u(0) = wo.
Ademds se tiene
du

I ) 1<l o [ ‘

dt(t)H =|| Au(t) ||z< Aug ||z, ¥t > 0. (11.3.6)
H

En virtud del Teroema de Hille-Yosida, cuando A es un operador maximal
disipativo, es el generador de un semigrupo S(t) : H — H que a cada ug € H
asocia el valor u(t) = S(t)ug de la solucion del problema abstracto (11.3.5) en
cada instante de tiempo t > 0.

2En el contexto de los sistemas de la Mecénica la palabra “disipativo” tiene un sentido
preciso: Se dice que un sistema de evolucion es disipativo si la energia de las soluciones decrece
en tiempo. Es este precisamente el sentido del término en el marco abstracto en la Teoria
de Operadores que se desprende de (11.3.2). En efecto, multiplicando escalarmente en H la
primera ecuacién (11.3.5) por w, en virtud de (11.3.2) deducimos que (%u(t), u(t))g = %% I
u(®) I12,= (Au(t), u()) < 0.
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At on vista de la

El semigrupo S(t) también se denota habitualmente como e
analogia del sistema abstracto (11.3.5) con el clasico sistema lineal de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes en el que A es una matriz.

El semigrupo {S(t)};>0 = {e?*}1>0 es una familia uniparamétrica de ope-
radores lineales acotados en H. En realidad, en virtud de (11.3.6), S(¢) es una
contraccién para cada t > 0. Por otra parte, el semigrupo verifica las siguientes

propiedades:
e S5(0)=1,
e t — S(t)ug es continua de [0, o) en H para cada ug € H,
o S(t)oS(s)=5(t+s).

La dltima propiedad, denominada propiedad de semigrupo, es debida al
cardcter auténomo (o invariante por traslaciones temporales) de la ecuacion
(11.3.1).

En el teorema anterior hemos enunciado el resultado de existencia y unicidad
de soluciones fuertes en el dominio D(A) del operador. Pero el semigrupo S(t)
se extiende a todo el espacio H de modo que para todo Uy en H existe una tnica
solucion U = U(t) en la clase C(]0, o0); H) que viene dada por U(t)) = S(t)Up
y que constituye una soluciéon débil del problema.

La posibilidad de obtener soluciones débiles a partir de funciones fuertes
puede explicarse facilmente en el marco del problema abstracto (11.3.5). En
efecto, suponiendo que A es un operador maximal disipativo, consideremos el

problema abstracto y definamos la funciéon
t
v(t) = / u(s)ds + vo. (11.3.7)
0
Integrando a su vez la ecuacion de (11.3.5) con respecto al tiempo obtenemos
t
u(t) —up = A/ uds
0
que podemos reescribir de la siguiente manera:
t
u(t) :A/ uds + ug < vy = Av — Avg + ug.
0

Por lo tanto, para poder garantizar que también v es una solucién del problema

abstracto (11.3.5) basta con elegir vg de modo que

AUO = Ug- (1138)
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Supongamos que, dado ug € H, (11.3.8) admite una tnica solucion vy € D(A).

Entonces la funcion v definida en (11.3.7) satisface

{ Ve = A’U, t>0 (1139)

v(0) = vp.

En virtud del Teorema de Hille-Yosida, como vy € D(A), la ecuacion (11.3.9)
admite una tnica soluciéon fuerte

ve D([O, o0); D(A)) N 01([0, 0); H) (11.3.10)
De (11.3.10) deducimos que
u= v ec([a ); H). (11.3.11)

Vemos de este modo que, cuando ug € H, la ecuacién abstracta admite una
tnica solucion débil en la clase (11.3.11).

En la definicion de operador maximal disipativo se garantiza que I — A
es un operador con rango pleno. Pero nada se dice del operador A. Conviene
sin embargo senalar que ésto es irrelevante a la hora de resolver el problema

abstracto (11.3.5). En efecto, introduzcamos el clasico cambio de variables
w(t) = eMu(t), (11.3.12)

donde A € R.
Entonces w; = e*[u; + Au]. Por tanto, u es solucién de (11.3.5) si y sélo si

w es solucién de

= Aw+w, t>0
{wt wraw, 1> (11.3.13)

w(0) = ug.

Esto indica que el cambio de variable permite transformar soluciones fuertes
(resp. débiles) de (11.3.5) en soluciones fuertes (resp. débiles) de (11.3.13) y
viceversa.

Por otra parte, cuando A es maximal-disipativo, para A = —1, el operador
A — I de (11.3.13) es de rango pleno. Esto permite utilizar el argumento an-
terior de integracion en tiempo para obtener soluciones débiles a partir de las
soluciones fuertes directamente en (11.3.13) cuando A = —1 (porque el proble-
ma correspondiente a (11.3.8) podria efectivamente garantizarse que tiene una
tnica solucion vy € D(A) para cada ug € H).

El Teorema de Hille-Yosida se extiende con una prueba muy semejante y con

pequenos desarrollos técnicos adicionales al caso de espacios de Banach X. En
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ese caso la mayor diferencia radica en la definicion de operador disipativo. La

condicién a imponer es que
| (I = M)z x>l @ |lx, Yz € D(A), A > 0. (11.3.14)

Es facil comprobar que si A es un operador disipativo en un espacio de Hilbert
tal y como lo hemos definido anteriormente, también lo es segtin esta definicién.
Veamos ahora algunas de las ideas fundamentales de la demostracion del
Teorema fundamental de esta teoria: El Teorema de Hille-Yosida.
La idea central de la demostracion de Hille-Yosida, que permite utillizar la
propiedad del operador A de ser maximal-disipativo, es introducir y usar la

reqularizacion de Yosida del operador A:

Ay = —%(I—(I—)\A)‘l). (11.3.15)

Es facil comprobar que, formalmente, Ay converge a A cuando A — 0. Para
ello basta analizar la expresion algebraica de la derecha de (11.3.15) en el caso

de numeros reales:

_1[1_1 ]—_1{1_)\“%_1}— x —x, A — 0.

A 1—X; A 1—X; 1—X;

Pero para que la definicion (11.3.15) tenga rigurosamente sentido es primera-
mente preciso probar que el operador I — AA es inversible. La hipodtesis de
maximalidad sobre A garantiza que esto es asi cuando A = 1. Veamos que ésto
permite probar que I — AA es inversible para todo A > 1/2. En efecto, reescri-
bimos la ecuaciéon

x— Nz =y (11.3.16)

como

1 1
—Ar=—y+(1-~—
T T )\y < )\);1:,

0, lo que es lo mismo,

r=(I—-A)""! Ry + (1 - i) a:] : (11.3.17)

Es facil comprobar que cuando | 1 — 1/A |< 1 el segundo miembro de (11.3.17)
admite una unica solucién para el Teorema de punto fijo de Banach.

Iterando este argumento se puede comprobar que (I — AA)~! esta bien de-
finido para todo A > 0. Ademas

I (= AA) (e, < L (11.3.18)
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En efecto, como A es disipativo, (Ax, x) < 0y por tanto, si x = (I —\A) "1y

tenemos
(IT-XA) "y, y) = (x, [-MA)z) = (z,2) Nz, Az) > (x, z) =|| = [|5=] T-2A) "'y |%
de donde se deduce que, efectivamente,

I (I=XA) "y lu<llyllm, Vye€H, (11.3.19)

lo cual equivale a (11.3.18).
Deducimos por tanto que Ay, para cada A > 0, es un operador lineal y
acotado de H en H.

Esto nos permite resolver la ecuacién abstracta

= Ayu, t>0
{“ A, ¥ > (11.3.20)

u(0) = up,

como si se tratase de una EDO.
En efecto, como Ay es un operador lineal y acotado, e?*? se puede definir,
como en el caso matricial, mediante el desarrollo en serie de potencias de la

exponencial

Axt _ - (Akt)k
et =%" T (11.3.21)
k=0
Es facil comprobar que e** define un operador lineal y acotado de H en H
para cada A > 0 y t > 0. Ademés

ux(t) = ety € C([0, oo); H) (11.3.22)

y es la tnica solucién de (11.3.20).
La regularizacion de Yosida genera entonces un semigrupo S (t) = e“4rt.
Ademés, para todo A > 0, Ay hereda la propiedad de A de ser disipativo, de
modo que
(Axz, ) <0, Vo € H, VA > 0. (11.3.23)

Entonces

’ duy(t)
dt

| =l Axur(®) 1<l Axe 1, ¥ > 0, ¥ > 0.
(11.3.24)

[ ux(®) [ <[ uo |l

Para comprobar (11.3.23) basta proceder del modo siguiente
(Azw, 1) = (A, o — (I — AN)"tz) + (Ase, (I — NA)"1z)

= || Az |2 H{Ase, (I — AA)'2)
= A Asz |2 HA = M) e, (T— M) 1) < A || Axz [12< 0.
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Como, al menos formalmente, Ay — A cuando A — 0, en virtud de las cotas
uniformes (11.3.24) de las soluciones de las ecuaciones aproximadas (11.3.20) en
las que el operador A ha sido sustituido por su regularizaciéon de Yosida Ay cabe
esperar que la solucion u de (11.3.5) en el Teorema de Hille-Yosida se obtenga
como limite cuando A — 0 de las soluciones aproximadas uy.

La clave de la demostraciéon del Teorema de Hille-Yosida consiste en ver
que, cuando ug € D(A), {ur(t)}r>o constituye una sucesion de Cauchy en
C([0, >0); H) cuando A — 0.

En efecto, tenemos

duy du
@@ e T A
y por tanto
1d 9
24t [l ux — Uy 5= (Axux — Auuu, Uy — U,)-
Pero

<A)\’UJ)\ — A;AU;“ uy — ’U,)\> =
= (Ayuy — Apuy, uy — (I — MNA)Luy + (T = NA) " tuy — (I — pA) " tuy, + (I — pA) " tuy, —uy,)
= (Axur — Apuy, —AAzux + pAyuy,)
(AT = M)y — (T = pA) ), (1= AA) My — (T — pA) )
< (Axun — Apuy, —ANAyuy + pAyx,).

Por tanto

S s e < 20 ) | v [ (11.3.25)

En este punto hemos utilizado la segunda cota de (11.3.24) junto con || Axz || g <]||
Az ||g, para todo € H y A > 0, propiedad esta que se deduce facilmente de
la identidad Ay = (I — AA)~LA.

La estimacion (11.3.25) garantiza la propiedad de Cauchy de la sucesion uy
en C([0, c0); H) que habiamos enunciado.

El mismo argumento permite probar que si ug € D(A2), entonces duy /dt es
también de Cauchy en C([0, 0o); H). Esto permite pasar al limite en (11.3.20)
cuando A — 0 y obtener la soluciéon del problema abstracto (11.3.5) que el
Teorema de Hille-Yosida enuncia cuando uy € D(A). Como D(A?) es denso en
D(A), un argumento de densidad permite concluir la existencia de solucion para
datos ug € D(A), tal y como se enuncia en el Teorema 11.3.1.

El lector interesado en una demostracién completa del Teorema de Hille-
Yosida puede consultar el capitulo VII del libro de H. Brezis [2]. En el libro de
T. Cazenave y A. Haraux [3| se da también una extensiéon de este resultado a
espacios de Banach y diversas aplicaciones a ecuaciones de evolucion semilineales

entre las que se incluyen la ecuacion del calor, de ondas y de Schrédinger.
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11.4. La ecuacion de ondas continua

En esta seccion vamos a indicar el modo en que la ecuacion de ondas puede
enmarcarse en el contexto de la teoria de semigrupos que se muestra mucho
més flexible a la hora de abordar sus variantes que, por ejemplo, el método de
Fourier ([35]).

Consideremos pues la ecuaciéon de ondas

uy — Au =20 en  Qx (0, 00)
u=0 en 00 x (0, c0) (11.4.1)
u(zx, 0) = ug, ug(z, 0) =uy(z) en Q,

donde 2 es un abierto de R™, n > 1, que supondremos acotado para simplificar
la presentacioén, si bien esta hipétesis no es en absoluto esencial.

Conviene escribir la ecuacién de ondas como un sistema de orden uno:

{“t - (11.4.2)

vy = Au.

De este modo la incognita genuina del sistema es el par U = (u, v) = (u, u),
lo cual coincide con nuestra intuicién segun la cual la verdadera incégnita no es
s6lamente la posicion u sino también la velocidad u,. Por otra parte, esto explica
que en (5.0.1) tomemos los datos iniciales ug y u; para u y u; respectivamente.

En la variable vectorial U el sistema (11.4.2) puede escribirse formalmente

COIIlO3

U, = AU (11.4.3)

0 I
A= ( A o > (11.4.4)

siendo [ el operador identidad y A el operador de Laplace.

donde A es el operador lineal

Pero la escritura (11.4.3)-(11.4.4) es puramente formal. En efecto, como es
bien sabido, en el marco de los espacios de Hilbert (o de Banach) de dimension
infinita, una definicién rigurosa del opeador exige no solamente que indiquemos
el modo en que actta sino también su dominio.

El espacio natural para resolver la ecuaciéon de ondas es el espacio de Hilbert

H = H}(Q) x L*(Q). (11.4.5)

3En este punto abusamos de la notacién, pues U se trataria del vector columna (;‘t) si

bien, para simplificar la escritura a veces lo escribiremos como vector fila.
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La eleccion de este espacio es efectivamente natural en vista de los siguientes
hechos:

e La energia
1

E@t) = /Q [| Vu(z, t) * + | w(z, t) ] do (11.4.6)

se conserva en tiempo, lo cual puede ser comprobado formalmente multi-

plicando la ecuacién de ondas por u; e integrando en .

La conservacion de la energia sugiere que, efectivamente, es natural buscar
soluciones tales que u € H*(Q) y u; € L*(Q).

e La condicion de contorno de Dirichlet, u = 0 en 01, sugiere la necesidad
de buscar soluciones que se anulen en la frontera. Es bien conocido que, en
el marco del espacio de Sobolev H', la manera més natural de interpretar
esta condicion es exigir que u € H} ().

El espacio de la energia H es un espacio de Hilbert dotado de la norma:

2

1) = [[[1]] g+ [

2 /2
. 11.4.7
m)] (11.4.7)

Por otra parte, las normas || - [|r2(q), ||  [|m1() estén definidas de la manera
usual?:

HfHHé(Q) = UQ |Vf P dx]l/Q; 9] 200 = [/QQde]l/Q. (11.4.8)

Definimos el operador A como un operador lineal no-acotado en H. Para

ello establecemos que el dominio del operador A es precisamente el subespacio
de los elementos V € H para los que AV € H. En vista de la estructura de A
ésto da como resultado el dominio:
D(A) = {(u,v) € H}(Q) x L*(Q) : v € H}(Q), Au € L*(2)}(11.4.9)
= {(u,v) € Hj(Q) x Hy(Q) : Au € L*(Q)}.
Cuando el dominio  es de clase C? el resultado clasico de regularidad eliptica

que garantiza que las funciones u € H} () tales que Au € L%(Q) pertenecen en

realidad a H?(Q), permite reescribir el dominio de la manera siguiente

D(A) = [H2(Q) an(Q)} x HE(Q). (11.4.10)

4En este punto utilizamos implicitamente el hecho que § sea acotado. En efecto, si no
lo fuese (o si, de manera méas general, si Q2 no fuese acotado en una direccién) no se podria
garantizar que la desigualdad de Poincaré se verifica, lo cual a su vez no permitiria garantizar
que la norma definida en (11.4.8) fuese equivalente a la inducida por H! () sobre el subespacio
H(Q).
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En este punto conviene subrayar que la hipotesis de que €2 sea regular de clase C?
no es en absoluto esencial. Todo lo que vamos a decir en lo sucesivo identificando
el dominio con (11.4.10) es también cierto, sin la hipotesis de regularidad del
abierto {2, tomando (11.4.9) como definicién del dominio del operador.

En lo sucesivo supondremos por tanto que 2, ademés de ser acotado, es de

clase C2.

Es facil comprobar que A es un operador anti-adjunto, i.e.
A" =—A. (11.4.11)

Basta para ello utilizar el hecho de que el operador de Laplace A con dominio
H?(Q) N HE(Q) en el espacio de Hilbert L?(Q) es un operador autoadjunto.
Pero, de hecho, para comprobar la antisimetria que (11.4.11) indica basta

con realizar el siguiente calculo elemental:

(AV’ U)H - (U’ ﬂ) HL(Q) + (Au’ 17) L2(Q)

= / [Vv - Vi 4 Aud] dx = —/ [VAG+ Vu - Vo] dr = —(U, A@]>.4.12)
Q Q H

para todo U, U € D(A).

En (11.4.12) y en lo sucesivo mediante (-, -) g denotamos el producto escalar
en H. En vista de la estructura de H como espacio producto, el producto escalar
en H es la suma de los productos escalares en Hg(2) y L?(Q) de las primeras y
segundas componentes del vector V' respectivamente.

Con esta definicion del operador A podemos ahora escribir la ecuaciéon de
ondas (11.4.1) en la forma del problema de Cauchy abstracto (11.3.1).

Como vefamos, tenemos dos tipos de soluciones (11.3.1). Aquellas que deno-

minaremos soluciones fuertes tales que®
Ue c([o, 0); D(A)) N CH[0, 00); H). (11.4.13)

En este caso tanto el término de la izquierda como de la derecha (11.3.1) son
funciones bien definidas que pertenecen al espacio C([0, co); H) y, por tanto,
la ecuacion de (11.3.1) tiene sentido en el espacio H para todo valor de ¢ > 0.
La segunda ecuacion (11.3.1) relativa al dato inicial tiene también sentido pues,
por la continuidad de U en tiempo a valores en D(A), U(0) est4 bien definida

5El dominio D(A) de un operador se puede dotar de estructura Hilbertiana a través de la

norma

I llpay= [ 7 + 1| Au |13/
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en D(A). Es por este hecho precisamente que solo cabe esperar la existencia de
soluciones fuertes cuando el dato inicial Uy de (11.3.1) pertenece a D(A).

En términos de la posicion u y velocidad wu; de la soluciéon de la ecuacion de
ondas (11.4.1), la regularidad (11.4.13) equivale a

ue c([o, o0); H2 N H&(Q)) nct ([o, 0); Hg(ﬂ)) nc? ([0, ) L?(Q)).
(11.4.14)
Es también claro que (11.4.14) permite dar un sentido a todas las ecuaciones
de (11.4.1). En particular, la ecuacion de ondas se verifica, para cada ¢t > 0, en
L?(Q) y, por tanto, en particular, para casi todo x € 2.
Las soluciones débiles de (11.3.1) son menos regulares. Son en realidad aqué-

llas que pertenecen al espacio de la energia, i.e.
U e C([0, o0); H) (11.4.15)

o bien
ue c([o, 0): H&(Q)) not ([o, 0); L?(Q)). (11.4.16)

Cabe preguntarse por el sentido de (11.3.1) bajos las condiciones de regularidad
(11.4.15). En efecto, este sentido no esté a priori claro pues (11.4.15) no permite
definir, en principio, AU, al no pertenecer U a D(A) ni permite calcular la
derivada temporal de U.

A pesar de ello, tiene efectivamente sentido hablar de soluciones débiles de
(11.4.1) 0 (11.3.1) y esto se puede ver con mas claridad en el contexto de (11.4.1)
y bajo la condicion de regularidad (11.4.16). En efecto, es bien sabido que el
operador —A define un isomorfismo de Hg () en su dual H~!(Q2). Por tanto,
como u € C([O, 0); H&(Q)), tenemos también que Au € C([O, 00); H‘l(Q)).

Por otra parte, como u € C’([O, 00); H&(Q)), se trata en particular de una
distribucién por lo que su derivada segunda temporal u;; esta bien definida en
el espacio de las distribuciones D’(Q x (0, 00)). La ecuacion de ondas (11.4.1)
tiene por tanto sentido en el marco de las distribuciones. Ahora bien, como

Au € C([O, 00); H‘l(Q)), de la propia ecuacion de ondas deducimos que uy €

C’([O, 00); H_l(Q)> y entonces la ecuaciéon de ondas tiene sentido, para todo
t > 0en H (). Vemos por tanto que las soluciones débiles de la ecuacion de
ondas, en la clase (11.4.16), por ser soluciones de la ecuacion de ondas, tienen

la propiedad de regularidad adicional
u € 02([0, 0); H*l(Q)). (11.4.17)

Es facil comprobar que el operador A asociado a la ecuacion de ondas (11.4.1)

definido anteriormente es maximal disipativo. El hecho de que A sea anti-adjunto
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(A* = —A) garantiza que tanto A como —A son disipativos en el sentido de la
Definicion 11.3.1.
En efecto, de (11.4.12) deducimos que

(AU, U)y =0 (11.4.18)

lo cual garantiza la disipatividad® de 4 y —A.

Por otra parte, el operador A de la ecuacién de ondas verifica también la
condicion de maximalidad (11.3.3). En efecto, para comprobarlo basta ver que
para todo par (f, g) € H, i.e. f € H}(Q), g € L*(Q), existe al menos una

soluciéon de la ecuacion
(I -4 ( ! ) = < d ) (11.4.19)
v g

con (u, v) € D(A) = [H2 NH} (Q)} x H}(Q). Esto es efectivamente cierto. Dada
la forma explicita del operador A el sistema (11.4.19) se escribe del siguiente
modo

u—v=f,v—Au=yg. (11.4.20)

La primera ecuacion de (11.4.20) puede reescribirse como
v=u—f (11.4.21)
y entonces la segunda adquiere la forma
u—Au=g+ f. (11.4.22)

Como g+ f € L%(Q), la segunda ecuacion (11.4.22), que puede escribirse de

manera mas precisa como

~Au= Q
{“ u=Jftg en (11.4.23)

u=20 en 09,

admite una tinica solucién u € H? N H{ () por los resultados clasicos de exis-

tencia, unicidad y regularidad para el problema de Dirichlet. Como f € H{(€2)

6Conviene observar que cuando A satisface (11.4.18) las soluciones de la ecuacién abstracta

du
E(t) = Au(t)

conservan la energia puesto que

1d

2
55“““)“1{ = (Au(t), u(t)) = 0.
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y u € H?> N HE(Q) la soluciéon v de (11.4.21) satisface entonces v € HI(Q).
Deducimos entonces que (11.4.19) admite una anica soluciéon en D(A), lo cual
garantiza la maximalidad de A.

El Teorema 11.3.1, aplicado a la version abstracta (11.3.1) de la ecuacion
de ondas (11.4.1) proporciona de manera inmediata la existencia y unicidad de

soluciones fuertes. En efecto, se tiene:

Theorem 11.4.1 Si Q es un dominio acotado de clase C?, para cada par de
datos iniciales (ug, u1) € [H2 N H} (Q)] x HY(Q), la ecuacion de ondas posee

una unica solucion fuerte en la clase

ue c([o, 0); H?N Hé(Q)) not ([0, 0); Hg(ﬂ)) ne? ([o, %) L2(Q)).
(11.4.24)

So6lo nos resta deducir la existencia y unicidad de soluciones en el espaico de
la energia. Tenemos para ello varias opciones. Una de ellas consiste en analizar
el operador de ondas como operador no acotado en el espacio de Hilbert H=
L2(Q)x H~(Q) con dominio H C H. Es facil comprobar que el operador A antes
definido es también un operador maximal disipativo en este marco funcional.

De este modo, como consecuencia del Teorema de Hille-Yosida deducimos que:

Theorem 11.4.2 En las hipdtesis del Teorema 11.4.1, si los datos iniciales
(ug, ur) € HE(Q) x L?(Q) la ecuacion de ondas (11.4.1) admite una tnica so-

lucion en
ue c([o, 0); H&(Q))ﬁcl([o, ); L?(Q))mc*?([o, 0); H—l(Q)). (11.4.25)

Conviene observar que ambos teoremas de existencia y unicidad (Teoremas
11.4.1y 11.4.2) proporcionan resultados semejantes pero en espacios que difieren
en una derivada en su regularidad.

En el caso de la ecuacion de ondas, (11.3.8) puede resolverse directamente
sin apelar al cambio de variables. En efecto, en este caso, el problema (11.3.8)
puede reescribirse de la siguiente manera: Dadp (ug, u1) € HE(2) x L() hallar
(vo, v1) € [H2 N H&(Q)} x HE(Q) tal que

V1 = UQ; A”UO = Uj. (11426)

La primera ecuacion de (11.4.26) proporciona inmediatamente la solucion vy €
HL(Q). Por otra parte, como u; € L?(f2), sabemos que el problema eliptico

—Avy = —uq en Q; vg = 0 en 01, (11.4.27)
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admite una tnica soluciéon vy € H2 N HE(Q).

Por lo tanto, en el marco de la ecuacion de ondas (11.3.8) admite una tnica
solucion, la cual permite obtener soluciones débiles de la ecuacién de ondas a
partir de las soluciones fuertes, a través del cambio de variable (11.3.7).

Como ya hemos indicado anteriormente, el operador de ondas A es antiad-
junto, y ésto equivale a la ley de conservacion de energia (11.4.6). Vemos por
tanto como la Teoria semigrupos permite recuperar todos los resultados obteni-
dos mediante series de Fourier o separaciéon de variables, pero con la ventaja de
ofrecer un marco mucho mas flexible para abordar otras ecuaciones.

Consideramos por ultimo la ecuaciéon de ondas no-homogénea:

ugg — Au = f en  Qx (0, 00)
u=0 en 90 x (0, o) (11.4.28)
u(0) = ug, ug(0) =u; en .

En este caso (11.4.28) describe las vibraciones del cuerpo 2 sometido a una
fuerza exterior f = f(x, t).

El problema (11.4.28) también puede ser escrito en el marco de los problemas
abstractos que se pueden abordar en el contexto de la Teoria de Semigrupos.

En efecto, la primera ecuacion (11.4.28) puede escribirse como el sistema

{ ee= v (11.4.29)

(o Au+f7

que puede también reformularse como el problema abstracto

(11.4.30)

Ut+AU:F, t>0
U(0) = Uo

donde U = (u, uy), A es el generador del semigrupo de la ecuacion de ondas que

[ 0
F(t) = ( P ) . (11.4.31)

Vemos por tanto que la fuerza externa F aplicada en la versién abstracta

acabamos de estudiar y

(11.4.30) del sistema (11.4.28) tiene una primera componente nula mientras

que la funcion f de (11.4.28) interviene so6lo en su segunda componente.
Inspirandonos en la formula de variacién de las constantes para la resolu-

cion de ecuaciones diferenciales no homogéneas, el problema abstracto (11.4.30)

puede escribirse en la forma integral siguiente

U(t) = S(t)Uy + /Ot S(t — s)F(s)ds = e Uy + /Ot A= p(s)ds, (11.4.32)
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siendo S(t) = e“* el semigrupo generado por el operador maximal disipativo A.
En virtud de los resultados anteriores sobre las soluciones fuertes y débiles

del sistema abstracto (11.3.5) asociado al operador A, es facil deducir que

e Si F e L?(0, T; D(A)), entonces e*(*=*)F(s) € L'(0, t; D(A)) para todo
0<t<T.

Basta para ello utilizar las estimaciones (11.3.6) que, con las notaciones

presentes, garantizan que

e, < ol e < oo,

para todo t > s y casi todo s € [0, T1.

Deducimos entonces que

/t A=) p(s)ds € C([0, T); D(A)).
0

Sin embargo, para que podamos garantizar que se tiene una soluciéon fuerte

es necesario también que
t
/ A=) F(s)ds € C1((0, T); H)
0

para lo que es también necesario que F € C([0, T]; H)

e Si F € L'(0, T; H), entonces eA*=*)F(s) € L'(0, t; H) para todo 0 <
t < T y por tanto

t
/ A= F(s)ds € C([0, T]; H).
0
De estos hechos deducimos los siguientes resultados de existencia y unicidad
para el sistema abstracto no homogéneo (11.4.30):

e SilUye DAy F € C([0, T); H) N L*(0, T; D(A)) entonces (11.4.30)

admite una tnica solucion fuerte en la clase
U € C([0, T); D(A) n ([0, T}; H).
El mismo resultado es valido bajo la hipotesis de que F € W (0, T; H).

e Sily € Hy F € L0, T; H), entonces (11.4.30) admite una tnica solu-
cion débil U € C([0, T7; H).
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Aplicando estos resultados a la ecuacion de ondas no-homogénea (11.4.28) ob-

tenemos los siguientes resultados de existencia y unicidad:

o Si(uo, u1) € [H*NHG(Q)]xHy(Q)y f € C([0, T]; L*(Q))NLH(0, T; Hy (%)),
entonces (11.4.28) admite una unica solucion fuerte u en la clase (11.4.24).

o Si (ug, u1) € HY(Q) x L*(Q) v f € LY(0, T; L*(9)), entonces (11.4.28)
admite una solucién débil

u € C([0, T); Hy(Q))nC ([0, T); L*(Q)). (11.4.33)

En este punto conviene subrayar que, salvo que impongamos condiciones adi-

cionales al segundo miembro f, no podemos garantizar que
we C*([0, T); H (). (11.4.34)

En efecto, como u € C([0, T); HY(Q)) y —A es un isomorfismo de H{ () en
H=1(Q), tenemos —Au € C([0, T]; H=(Q)). Por tanto, para que (11.4.34)
pueda cumplirse, en vista de la ecuacion f = uy — Awu, es imprescindible que
f e C(lo, T); B1(9).

El cambio de variable (11.3.7) también puede ser aplicado en el marco de
la ecuacion abstracta (11.4.30) y permite nuevamente establecer una correspon-
dencia biunivoca entre soluciones fuertes y débiles.

Las mismas técnicas que las desarrolladas en el caso homogéneo pueden ser
también utilizadas en el no homogéneo. Esto nos permite, por ejemplo, construir
soluciones ultradébiles de (11.4.28). De este modo obtenemos que si (ug, u1) €
L2(Q) x HY(Q) y F € LY0, T; H~1(2)), la ecuacién (11.4.28) admite una
tnica soluciéon ultra-débil en la clase

u € C([0, T]; L*(Q)) N ([0, T]; H~(9)).

li
Ademés, si f € C’([O, TY; [H2 N H} (Q)} ), esta solucién pertenece a

we (o, T} (H2n Hé(Q))/).

Pero, hasta ahora, todos los resultados que hemos obtenido sobre la ecua-
cion de ondas mediante técnicas de teoria de semigrupos, pueden también ser
obtenidos mediante series de Fourier. Sin embargo, como habiamos menciona-
do anteriormente, la teorfa de semigrupos es indispensable si deseamos abordar

ecuaciones mas generales con coeficientes variables dependientes de (z, t), no
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lineales, etc. Ilustramos este hecho analizando el ejemplo de una ecuacién de
ondas con un potencial p = p(z, t) € L>*(Q x (0, T)), i.e.

u — Au+p(z, hu =0 en Qx(0,7)
u=0 en 00 x(0,T) (11.4.35)
u(z, 0) = ug(x), ue(x, 0) =us(x) en Q.

Nuevamente la ecuacion (11.4.35) puede ser escrita en la forma de un sistema

{ u=v (11.4.36)

vy = Au — p(z, t)u,
0, en su version abstracta,
Ui+ AU+ B(#t)U =0 (11.4.37)

donde A es el operador maximal-disipativo asociado a la ecuaciéon de ondas

B(t) : H — H es un operador lineal acotado dependiente del tiempo:

B(t) = B(t) < : ) - ( _p(; D ) (11.4.38)

la ecuacion abstracta (11.4.37) puede escribirse como una ecuacion integral

t
U(t) = eUy + / eA=9) B(s)U(s)ds. (11.4.39)
0
Introduciendo la aplicacién
t
[p(U)](t) = eMUy + / A=) B(s)U(s)ds, 0 <t < T (11.4.40)
0

la ecuacion integral (11.4.39) puede también ser reescrita como un problema de
punto fijo
Ut)=[oU)]t), 0<t<T (11.4.41)

que puede ser resuelto mediante la aplicacion del Teorema de punto fijo de
Banach para aplicaciones contractivas.

En efecto, si utilizamos que B(t) es un operador lineal y acotado de H
en H, con una cota independiente de 0 < ¢t < 7T, es facil comprobar que la
aplicacion (11.4.40) constituye una contradiccion estricta en C([0, 7); H) para
un 7 suficientemente pequenio (0 < 7 < T'). De este modo obtenemos una tnica
solucién U € C([0, 7]; H) que, mediante un argumento de continuacién puede
ser extendido a una solucién global tnica U € C([0, T); H)".

"Esto es asi puesto que la amplitud 7 > 0 del intervalo temporal en el que podemos
aplicar el Teorema de punto fijo a ® para deducir la existencia local de soluciones, depende

exclusivamente de la cota de la que dispongamos sobre la norma del operador B.
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Aplicando este resultado abstracto en el caso de la ecuacion de ondas (11.4.35)
con potencial obtenemos inmediatamente que: Si (ug, u1) € HE(Q) x L*(Q), y
p € L>®(2 x (0, T)), la ecuacion de ondas con potencial (11.4.35) admite una

Unica solucién
ue c([o, T); Hé(Q)) not ([o, T; LQ(Q)).

En realidad la estructura (11.4.38) del operador permite debilitar la hipotesis
sobre el potencial p para que el resultado anterior sea vélido. En efecto, en la
practica es suficiente que el operador de multiplicacion v — p(t)u envie de
manera acotada H}(Q2) en L%(Q). Si utilizamos las inclusiones de Sobolev es

facil comprobar que esto es asi cuando:
e Sin=1,pe L0, T; L*(Q));
e Sin=2peL>®0,T; L"(Q)), para algan r > 2;
e Sin>3,peL>®0,T; L"(Q)).

Mas atn, basta analizar con un poco mas de cuidado la prueba del caracter
contractivo de la aplicacién ® para observar que las hipétesis L en la variable ¢
pueden ser debilitadas y sustituidas por hipotesis L'. Asi, el resultado anterior
de existencia y unicidad de soluciones débiles para la ecuacién de ondas con
potencial (11.4.35) es cierto en cuanto el potencial p satisface las condiciones:

e pe L0, T; L*(Q)),sin=1.
e pc LY(0, T; L"(Q)), con r > 2, sin = 2.
e pc LY0, T; L™()), sin > 3.

Los mismos argumentos permiten obtener soluciones fuertes. Pero en este ca-
so habremos de comprobar si el operador abstracto B(t) envia D(A) en D(A).
En el marco de la ecuacion de ondas con potencial esto supone imponer hipé-
tesis sobre el potencial p = p(z, t) de modo que, para cada t, el operador de
multiplicacion mediante p(t) envie H2 N H () en HE(Q) v que haga ésto de
modo que la cota resultante pertenezca a L'(0, T). Esto, evidentemente, exige
hipétesis adicionales sobre la regularidad del potencial p.

Estos argumentos permiten en realidad obtener resultados de existencia y
unicidad tanto de soluciones fuertes como débiles para ecuaciones mas generales

con potenciales de la forma

uy — Au+ a(z, t) - Vu + bz, t)uy + p(z, t)u = 0. (11.4.42)
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11.5. La ecuacion de ondas semilineal

En estas notas no hemos reproducido mas que los elementos mas elementales
de la Teoria de Semigrupos. Esta, inspirandose en la teoria clésica de EDO y
usando en particular la formula de variacién de las constantes puede adaptarse
facilmente para abordar ecuaciones de evoluciéon semilineales. Existe también
una version no-lineal de la Teoria de Semigrupos que permite abordar problemas
genuinamente no lineales como la ecuacién de medios porosos, por ejemplo, pero
este tema queda fuera del A&mbito de estas notas.

Consideremos ahora brevemente una ecuacién de ondas semilineal

upe — Au = f(u) en 2 x (0, 00)
u=0 en 00 x (0, ) (11.5.1)
u(z, 0) = up(z), ue(z, 0) =uy(xr) en Q.

En esta ocasiéon f : R — R es una funcién no lineal. Nuevamente, la ecuacion

(11.5.1) puede ser reescrita en la forma de un sistema

{ o ;Au+f(u) (11.5.2)

que, a su vez, puede ser enmarcado en un sistema semilineal abstracto

U, = AU + F(U) (11.5.3)

F(U) F( Z ) = < f(ou) > (11.5.4)

El problema puede entonces ser reducido a la ecuacion integral

donde

U(t) = e*Uy + /t A= EP(U(s))ds (11.5.5)
0

que, a su vez, es equivalente al problema de punto fijo

U(t) = [oU)](t), (11.5.6)
para la funcién
[p(U)](t) = eUy + /t A=) P (U(s))ds. (11.5.7)
0

Sea R =|| Uy ||g y Bar la bola de radio 2R en H. Supongamos que la no-

linealidad F' envia H en H de modo que se trate de una funcién Lipschitziana
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sobre conjuntos acotados de H, es decir

Vk>0,3L, >0:|| F(U1) = F(Us2) lg <Lg||U1—U2 ||lu
YUy, Us € H :|| Uy ||u, || Uz ||la< k.

(11.5.8)

Bajo estas hipotesis es facil comprobar que si 7 > 0 es suficientemente pequeno,

® es una contraccion estricta en C ([0, 7|; Bag). Esto permite deducir la existen-

cia y unicidad de una solucion local (en tiempo) de (11.5.5) en C([0, 7]; B2g).

Veamos lo que la hipotesis (11.5.8) supone sobre la no-linealidad de la ecua-

cion de ondas (11.5.1). En vista de la forma particular (11.5.4) de la no-linealidad

del modelo abstracto correspondiente basta en realidad con comprobar que f

envia H(Q) en L?(Q) de manera Lipschitz sobre conjuntos acotados. Suponga-

mos que la funcién f se comporta esencialmente como una potencia p > 1. Es
decir supongamos que

@) = fw <Ct e P4 [y P o -yl Ve yeR  (1159)

para algin p > 1y C > 03.

Necesitamos comprobar si para todo k > 0 existe Ly > 0 tal que

| fu1) = fluz) |2y < L || w1 —u2 |l ma),  Yur, ug € Hy(Q) :

[ wr [[a2 ) | w2 o)< k.
(11.5.10)

En vista de la hipotesis (11.5.9) y usando las inclusiones de Sobolev es facil

comprobar que (11.5.10) se cumple bajo las siguientes restricciones sobre p:

< p < oo, si n=1,2.
<p<g 2 si n=>3.

n—27

1
11.5.11
X (115.11)

e Para todo
e Para todo

Deducimos por tanto que: “Bajo estas condiciones sobre el exponente p, si la
no-linealidad f satisface la condicién de Lipschitz (11.5.9), para cada par de
datos iniciales (ug, u1) € H(2) x L?(Q) existe un 7 > 0 y una tnica solucién
we C(0, 7l HY(@Q) N CH ([0, 7J; LA(Q))"

Una vez que la solucién local en tiempo ha sido obtenida, mediante los
mismos argumentos de prolongacion que se utilizan en el marco de las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO), esta solucion local puede ser prolongada al
méximo intervalo de existencia Ti.x de modo que la solucién tnica de (11.5.1)
se obtiene finalmente en la clase

C([0, Timax); Hy(2)) N CH ([0, Tinax); L*(€2)).
| f/(z) |

|2 [Pt

8Esta hipotesis se cumple, por ejemplo, si f € C1(R; R y limsup

|| — o0

< oo.
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Ademas, para el tiempo méximo de existencia se verifica la siguiente alternativa:
O bien Thax = oo (ezistencia global) y por lo tanto la solucion esté definida para
todo tiempo, o bien Tyax < 00 (exploxion en tiempo finito) y en este caso

t/HTIEax | w(®) ) + [ ue(®) [[r2)= oo. (11.5.12)

El fenémeno que subyace a esta alternativa es facil de entender. Mientras
que la solucién se mantiene acotada puede ser prolongada en el tiempo, con
un paso temporal que depende continuamente de la cota de la solucion. Por lo
tanto, la tnica manera en que la soluciéon pueda no ser prolongada a todos los
tiempos es si explota en tiempo finito.

Mediante una mera hipotesis de crecimiento del tipo (11.5.9) sobre la no-
linealidad es imposible determinar si se produce explosion en tiempo finito o no y
para ésto son necesarias hipotesis adicionales sobre el “signo” de la no-linealidad.

Consideremos en primer lugar el caso en que la no-linealidad f tiene el “buen

signo”:

g — Aut |u [P tu=0 en  Qx (0, 00)
u=0 en 99 x (0, 00) (11.5.13)
u(z, 0) = up(x), ug(x, 0) =us(x) en Q.

En este caso, evidentemente, la condicion (11.5.9) se cumple y bajo la hipotesis
(11.5.11) se deduce la existencia y unicidad local (en tiempo) de soluciones de
energia finita de (11.5.13). Ademads, mientras la solucion existe, su energia se

conserva. En este caso la energia viene dada por

E(t) = %/Q { | Vu(z, t) |? + | w(z, t) |2 :|d££‘+ I%/Q | u(z, t) [PT dx.

(11.5.14)
Como la energia F(t) se conserva y claramente mayora al cuadrado de la norma
de (u, ug) en Hg(2) x L?(2) deducimos inmediatamente que (11.5.12) es impo-
sible. De este modo concluimos que, bajo la condicion (11.5.11), para cada par

de datos iniciales (ug, u1) € Hg(Q2) x L*(Q) existe una tinica solucién global
u € C([0, 00); Hy(2)) N CH([0, o0); L*(Q)) (11.5.15)

y que la energia E(t) de la solucion definida en (11.5.14) se conserva para todo
t>0.

La situacién cambia completamente para no-linealidades con “mal-signo”:

uy — Au=|u [Pt u en Qx (0, )
u=0 en 00 x (0, c0) (11.5.16)
u(x, 00) = ug(x), ug(x, 0) =ui(x) en €.
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La existencia y unicidad de soluciones locales (en tiempo) es igualmente cierta
en este caso. Pero no se puede decir lo mismo acerca de la existencia global. Para
el sistema (11.5.16), la energfa, que se observa mientras las soluciones existen,
es

E(t) = %/QH Vu(z, t) |* + | u(z, t) |*)de — Z%/Q | u(z, t) [P dx

(11.5.17)
pero, el que esta energia permanezca constante o acotada es perfectamente com-
patible con la explosion (11.5.12) de las soluciones en tiempo finito. De hecho,
en este caso, las soluciones pueden efectivamente explotar en tiempo finito. Para

convencerse de este hecho basta ver que existen soluciones de la EDO
o =z P (11.5.18)

que, cuando p > 1, explotan en tiempo finito, en un tiempo que tiende a ce-
ro cuando el tamano de los datos iniciales tiende a infinito. El hecho de que
las soluciones de la ecuacién de ondas dependan exclusivamente de los datos
iniciales en la base del cono caracteristico permite entonces construir datos ini-
ciales, independientes de x en una bola de €2, y de modo que en el interior del
cono correspondiente coinciden con la solucion de la ODE (11.5.18) y por tanto
explotan en tiempo finito.

Esta construccion permite efectivamente probar que, para todo p > 1 y todo
abierto no vacio Q de R", existen datos iniciales (uq, u1) € Hg () x L?(Q) para

los que la solucion local de (11.5.16) explota en tiempo finito.

11.6. El problema eliptico

Hemos aplicado métodos de “splitting” o de descomposiciéon para ecuaciones
discretas en tiempo, inspifandonos en la teorfa clasica de aproximacién numérica
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Son dos las razones principales para considerar esquemas discretos en tiempo.
Por una parte, la resolucion numeérica efectiva siempre pasa por una discretiza-
cion temporal. Es pues natural considerar esquemas discretos en tiempo. Pero
ademas, en muchas ocasiones la utilizaciéon de discretizaciones temporales es
también un método para obtener soluciones para el modelo continuo.

En el marco de las EDP lineales son muchas las técnicas que se pueden utili-
zar para resolverlas: soluciones fundamentales, analisis de Fourier, separacion de
variables y métodos espectrales, semigrupos,. . .. Sin embargo, las ecuaciones no-

lineales son mucho més complejas y se dispone de menos métodos sistematicos
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para resolverlas. En esta seccion ilustraremos la posible utilizaciéon de méto-
dos de discretizacion temporal en el caso modelo de una ecuaciéon parabdlica

no-lineal que involucra al operador p-Laplaciano:

up —div (| Vu P72 Vu) =0 en  Qx (0, o)
u=0 en 00 x (0, ), (11.6.1)
u(z, 0) = ug(x) en €.

Supondremos que 2 es un abierto acotado y regular de R™ y que p > 2, si
bien el modelo tiene también sentido para p > 1, siendo p = 1 un caso limite.
Pero, para evitar algunas dificultades técnicas adicionales, supondremos que
p =2

Conviene observar que cuando p = 2, (11.6.1) se reduce a la ecuacion del
calor lineal para la que, como deciamos, disponemos de diversos métodos. El
caso no-lineal, como veremos, es bastante mas complejo.

Desde un punto de vista numérico, el modo méas natural para abordar el pro-
blema es o bien mediante un método de Galerkin o a través de una discretizacion
temporal. En esta seccién analizaremos ambos métodos pero antes estudiaremos
brevemente el problema eliptico subyacente.

Dado f = f(z) consideramos el problema eliptico:

—div(|Vu P72 Vu) = f en  Q (11.6.2)
u=~0 en Of.
Su formulaciéon variacional es
u € WyP(9),
(11.6.3)

/Q | Vu [P Vu - Vipdz = /Q fode, Yo € WET(Q).

Para que esta formulacion variacional tenga sentido basta que f pertenezca al
dual de W, ?(Q). Para ello es suficiente que f € L9(£2) con g > np/(np +p—1).
Para obtener una solucion débil consideramos el funcional

J: WyP(Q) — R, (11.6.4)
tal que

J(v) = }1?/9 | Vo [P dx —/vadz. (11.6.5)

. 1 . .
El espacio W, ?(Q) es reflexivo. Por otra parte, J es continuo, convexo y coer-
. . . 1,
civo. Por tanto, el funcional J alcanza su minimo en un punto u € Wy ?(2). Es

facil comprobar que w es una soluciéon de (11.6.2) en el sentido de (11.6.3).
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Por otra parte la solucién débil es tnica, puesto que J es estrictamente
convexo.
Otra manera de comprobar la unicidad es, como es habitual, suponer que

hay dos soluciones u; y ug y definir v = u3 — uy. Entonces, v satisface

{ —div (| Vg P72 Vag— | Vg P2 Vug) =0 en (11.6.6)

uy —us =0 en 09,
0, lo que es lo mismo, su versiéon variacional
/Q [| Vg [P72 Vg — | Vg P72 Vup] - Vo =0 Vo € Wy ?(Q).  (11.6.7)
Tomando como funcion test ¢ = u; — us = v obtenemos
/Q [| Vuy |P=2 Vu,— | Vuy [P72 Vug| - V (u1 — up) dz = 0. (11.6.8)
Por otra parte, se tiene la desigualdad en R™:
(laP?a—|b[P?b)-(a—b) >0, Va, beR", (11.6.9)
de donde deducimos que, necesariamente,
(\ Vuy P72 Vg — | Vug P72 Vug) - (Vu; — Vug) =0p.ct. z € Q. (11.6.10)
Pero en realidad podemos decir mas atn y garantizar que
(JalP?a—|bP?b)-(a—b)>0sia#b (11.6.11)
lo que asegura, en virtud de (11.6.8), que
Vui; = Vug p.c.t. z € Q. (11.6.12)

. 1, ;
Teniendo en cuenta que uy, uy € Wy P(Q2), deducimos entonces que u; =

ug p.c.t. € Q.

11.7. El método Galerkin

El método de Galerkin para aproximar la ecuacion (11.6.1) se introduce del
mismo modo que en el caso lineal. Introducimos una aproximacion de W7 ()
mediante subespacios de dimension finita V}, de elementos finitos P; a trozos y
continuos. El lector interesado en los aspectos basicos del método de elementos
finitos podra consultar [33] o [34].
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Suponemos que
dim (V) = Np, Vi, = spanley, -, en,]- (11.7.1)
Buscamos entonces aproximaciones de la solucion de (11.6.1) tales que
up, € C ([0, 00); V) (11.7.2)

de modo que
Np,
un(z, t) = uj(t)e;(@). (11.7.3)
j=1

Con el objeto de introducir esta aproximacion conviene previamente introducir

la formulacién variacional de (11.6.1):
u € C ([0, 00); L2(Q)) N LP (o, 0 Wol’p(Q))

p u(z, t)e(x)de —I—/ | Vu |P=2 Vu - Vpdz = 0, Y € Wy P (),
o Q

/ u(z, t)p(x)de — / uo(z)p(x)dz, t — 0, Y € W P(9).
Q Q

(11.7.4)
El espacio en el que buscamos la solucién esta inspirado en la estimacion de
energia para las soluciones de (11.6.1) que, formalmente, consiste en multiplicar

la ecuacion (11.6.1) por u, e integrar por partes en 2. Se obtiene asi:

1d

Sd QuQ(:v, t)dxr = 7/9 | Vu [P dx. (11.7.5)

Integrando en tiempo obtenemos

¢
/u2(x, t)dz+/ / | Vu P dxdt:/ug(x)dx. (11.7.6)
Q 0 JQ Q

De esta estimacion formal deducimos que, si el dato inicial uy € L?(Q), cabe
esperar que la solucion verifique que u € L™ (O, 00; LQ(Q)) y ademas u €
v (o, 03 Wol”’(Q)).

A partir de (11.7.4) es facil introducir una aproximacion de Galerkin:
Up € C([()? OO); Vh)

d
T uppdx +/ | Vup, P2 Vuy, - Vodr =0, Ve €V, (11.7.7)
Q Q

up(0) = ug, b,



418 CAPITULO 11. ECUACIONES DE EVOLUCION

donde ug, , es una aproximaciéon de ug en V}, que verifica
uo, n — ug en L*(). (11.7.8)

Como es habitual en el marco de las aproximaciones de Galerkin, tenemos
que resolver dos cuestiones. En primer lugar tenemos que probar que (11.7.7)
admite una unica soluciéon up y en segundo que converge a una soluciéon de
(11.6.1).

Con el objeto de verificar si (11.7.7) admite una solucion, escribimos esta
formulacion variacional como un sistema de N}, ecuaciones diferenciales ordina-
rias no lineales con N}, incognitas. En virtud de la estructura (11.7.3) y teniendo
en cuenta que (11.7.7) se satsiface para toda funcion test ¢ € Vj, si y s6lo si se
cumple para toda funcién ej, 7 = 1,---, N, de la base de V}, deducimos que
(11.7.7) equivale a

MU +FU)=0, t>0
+HEU) =0, t> (11.7.9)
U(0) = Uy, n,
donde el vector columna U = (ug,---, uNh)t, codifica las Np incognitas del

sistema, Up, j, representa del mismo modo el dato inicial ug p, € Vi, M es la
matriz de masa del método de elementos finitos M = (m;;)1<i, j<n, con

mi; = / ei(z)e;(z)dz, (11.7.10)
Q
y F es una funcién no-lineal que esta definida del siguiente modo:
F(U) = (F;(U))1<j<n, (11.7.11)

donde

Fj(U)Z/Q

En el caso en que p = 2, F(U) = RU, donde R es la matriz de rigidez del

\Y% <zh: ukek(x)> -Vej(z)de.  (11.7.12)

k+1

v (Z ujkek<x>>

k+1

método de elementos finitos.

Cuando p > 2, la funciéon F es no-lineal y de clase C'! de modo que (11.7.9)
admite una tnica solucién local. Con el objeto de probar que la solucién es
global precisamos de una estimacion a priori. Aplicando de nuevo el método de
energia que consiste en tomar en (11.7.7) la propia solucién uj como funcién
test o multiplicar en (11.7.9) escalarmente con la propia incognita U, obtenemos
que (11.7.6) se satisface también para cada aproximacion up. Deducimos pues

por tanto que la solucion de (11.7.7) esta globalmente definida.
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Esto proporciona también una cota uniforme sobre las soluciones aproxima-

das:
1 2 P 1 2
3 | wn 2o 0, 00: L2(02)) F | VUR [0 (000, 00)) < B | wo,n [|72(q), VA > 0.
(11.7.13)
De esta estimacion podemos deducir que, extrayendo subsucesiones,
up, = u  débil -xen L (0, oo; L*(Q2))
o . (11.7.14)
up, —u  débil en Lp (0, 00; Wo’p(Q)> :

Pero estas convergencias débiles no son suficientes para pasar al limite en (11.7.7)
puesto que se trata de un problema no-lineal.

El paso al limite necesita de estimaciones adicionales. Con el objeto de ob-
tenerlas conviene volver por un momento a la ecuaciéon continua y comprobar
qué otras estimaciones se cumplen. En primer lugar observamos que si w1 y us
son soluciones de (11.6.1) multiplicando por u; — us la ecuaciéon que u; — us

satisface se obtiene

1d _ _
Sq luy — ua)? dx—i—/ <|Vu1|p > Vuy — |Vug|P ™2 Vug)-(Vm — Vus)dr = 0.
Q Q
(11.7.15)
Utilizamos ahora la existencia de ¢ > 0 tal que’
(lalP?a=[bP?b)-(a—b)>c|a—bl|P, Va, b e R™ (11.7.16)
Obtenemos asi que
1d 2 »
—— | |us —ue|"dz+c | |V (u1 —u2)l” dx <0. (11.7.17)

Deducimos entonces que

%/Q lug (z, t) — usz(x, t)|2dgc—|—c/Q |Vu; — Vus |’ dzds < %/ lu1, 0 — us, of* d.
x (0, 1) Q
(11.7.18)
De esta desigualdad deducimos que si (u;) es una sucesion de soluciones de
(11.6.1) tales que sus datos iniciales (u; ) constituyen una sucesion de Cauchy
en L%(12) entonces u; es también una sucesion de Cauchy en L (0, oo; L2(Q))N
v (0, 03 W&”’(Q)).
Este argumento, aplicado en el contexto de las aproximaciones de Galerkin,
permite probar que Vuy, es una sucesion de Cauchy en LP (€ x (0, 00)) lo cual,

en virtud de (11.7.14), proporciona la convergencia fuerte

Vup — Vu en LP(Q x (0, 00)), (11.7.19)

9La demostraciéon de esta desigualdad se deja como ejercicio al lector.
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que se precise para pasar al limite en la aproximacion de Galerkin (11.7.7) y
obtener en el limite la formulacién variacional (11.7.4) de la ecuacion (11.6.1).

Esto es rigurosamente cierto cuando los espacios de Galerkin V} crecen a
medida que h decrece. Esto no es asi para una triangulaciéon arbitraria en el
contexto de los elementos finitos, pero ocurre efectivamente cuando, a medida
que h decrece, el nuevo espacio V3 se obtiene como el correspondiente a un
mallado proveniente del anterior por refinamiento.

Hemos comprobado por tanto que el método de Galerkin proporciona una

manera de construir soluciones de (11.6.1).

11.8. Discretizaciéon temporal

Dado un paso temporal At > 0, destinado a tender a cero, nos proponemos
obtener las soluciones de (11.6.1) como limite cuando At — 0 de soluciones de
sistemas discretos en tiempo.

En lo sucesivo, con el objeto de simplificar la notacién, denotamos mediante

A, el operador p-Laplaciano, de modo que
Ap(u) = —div (| Vu P72 Vu). (11.8.1)

A la hora de discretizar (11.6.1) tenemos dos opciones basicas:

e El esquema de Euler explicito:

uF Tt + AtA, (uF) = u*, en Q,
ubtl =0 sobre 99, k >0, (11.8.2)

ud = ug en Q.

e El esquema de Euler implicito:

uF Tt 4+ AtA, (uF ) = ok, en Q,
ubtt =0 sobre  9Q, k>0 (11.8.3)

u® = ug, en Q.

En ambos casos u* representa una aproximacién de la solucién de (11.6.1) en
el instante ¢ = kAt. También en ambos esquemas el dato inicial ug del sistema
(11.6.1) se toma como valor inicial de la iteracién para k = 0.

La ventaja principal del esquema explicito (11.8.2) frente al implicito (11.8.3)
es que los sucesivos valores de u* se obtienen sin necesidad de resolver ninguna
ecuacion, “leyendo” su valor a partir de los del paso anterior. Asi, de (11.8.2)

tenemos
WL = oF — AtA, (uk) = Ba, (uk) . (11.8.4)
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Iterando en esta aplicacién no-lineal Ba,, podemos escribir el valor de la solucién

discreta a partir del dato inicial de manera explicita:
u* = (Ba,)" (ug) . (11.8.5)

Conviene sin embargo sefialar que la expresion (11.8.5), ademas de ser fuerte-
mente no-lineal, involucra derivadas del dato inicial ug del orden de 2k. Teniendo
en cuenta que el namero de pasos k necesarios para aproximar el valor de la so-
lucién en un instante fijo T' tiende a infinito cuando At — 0, este método s6lo
puede ser tutil cuando el dato inicial ug es de clase C*°. Pero incluso en este caso
la convergencia del método no esta garantizada.

En este contexto es mucho més natural utilizar el método implicito que, como
sabemos, en el marco de las EDOs es incondicionalmente estable y convergente.
Ahora bien, la aplicacion del esquema implicito (11.8.3) exige, en cada paso,

resolver el problema eliptico no-lineal:

{ W+ Atdy (W) = o, e Q, (11.8.6)

uktl =0 en ON.

La solucion de este problema puede obtenerse por técnicas analogas a las em-
pleadas en la seccién 11.6. Mas concretamente, para probar la existencia de la

solucion de (11.8.6) basta minimizar el funcional
At 1
Ji(v) = —/ | Vo |P dx + f/ vide — / uFvdz, (11.8.7)
P Jo 2 Jo Q

. 1 « . .2 A .
en el espacio W ?(£2). La unicidad de la soluciéon se demuestra por técnicas
analogas a las empleadas en la seccion 11.6.

Ademas, el método de energia proporciona estimaciones inmediatas. En efec-

k+1

to, multiplicando en (11.8.6) por u e integrando en €) obtenemos

/‘uk+1‘2d;v+At/ |Vuk+1’pdac = /uk+1ukdx
Q Q Q

1/2 1/2
(o) ()
Q Q

(11.8.8)

IN

de donde se deduce que, en particular,
k+1 k
|| HL2(Q) <|lu HL2(Q)' (11.8.9)
Iterando esta desigualdad llegamos con facilidad a la cota

m,éXHuka(Q) < ||“0||L2(Q) ) (11.8.10)
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independiente de At.
Pero de (11.8.8) se deduce también que

A [V P e < S 1 gy (1 iy = )
k k

< ol 2y D (1] = 11 o)
k

< HUOH2L2(Q) :
(11.8.11)
Las estimaciones (11.8.10) y (11.8.11) son obviamente los anélogos discretos de
la estimacion de energia.

A partir de la solucién discreta {u*};>¢ podemos construir una funcién con-
tinua uas(z, t) que en cada intervalo temporal de la forma [kAt, (k + 1)At]
tome el valor de u*(z). Obtenemos asi una familia {uas}a¢>o de funciones
continuas, acotadas en el espacio L>(0, oo; L?(2)) N LP (O, 00; Wolp(Q)) Ex-
trayendo subsucesiones podemos pasar al limite débilmente en la sucesion ua;
cuando At — 0 y obtener una funcién limite u(zx, t). El problema que persis-
te es probar que este limite es solucion de la ecuacion no-lineal (11.6.1) o, si
se prefiere, que verifica la formulacion débil (11.7.4). Nuevamente, a causa del
caracter no-lineal de los problemas considerados, esto no es del todo inmediato.

Con el objeto de poder garantizar que el limite u es solucién de (11.6.1) o
(11.7.4) necesitamos probar la convergencia fuerte de Vua, en L}, (0, oo; LP71(Q)).
Para ello, el ingrediente clave es la obtencién de estimaciones de orden superior.
Con el objeto de entencer como se pueden obtener dichas estimaciones volve-
mos al problema continuo. Multiplicando en (11.6.1) por u; e integrando en 2
obtenemos

/ uidz +/ | Vu |P72 Vu - Vugdr = 0.
Q Q

Por otra parte

1
/\Vu P2 Vu-Vutdm:fi/ | Vu |? da.
Q pdt Jo

Obtenemos por tanto la identidad

d |1
o [p/g | Vu [P dgc} = _/Qufdx: —/Q|div(| Vu [P~2 vu)\ng; (11.8.12)
que, integrada en t, proporciona

1

‘ 1
| Vu(z, t) |P de —|—/ / |div (| Vu [P2 Vu)|2 dxds = f/ |Vuo(z)|? dx,
b Ja 0 Ja b Ja

(11.8.13)
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siempre y cuando ug € WO1 'P(Q)). Deducimos asi una estimacioén para la soluciéon
continua en L™ (0, o0; Wol’p(Q)), ademés de una cota de div (| Vu [P~=2 Vu)
en L2(2 x (0, 00)).

Esta estimacion puede reproducirse en el marco discreto. Multiplicando en
(11.8.6) por (u*T! —uF) /At deducimos que

J

que, tras la integracion por partes, proporciona

2

uktt — ok 1
dx + Kt/ div (| vkt p=2 Vuk'H) . (uk'H - uk) dx =0,
Q

At

2

uFtl — P 1 1
/ dx—f——/ | Ykt | da;——/ | Vbt |p_2 VuFtl.vukdz = 0.
Q At At Jq At Jq
(11.8.14)
De esta expresion es facil deducir que
/ | VuF T P de < / | Vu® |P du, (11.8.15)
Q Q
que, iterandola, proporciona la cota
| Va® || o) <I| Vo || ey, Yk >0, (11.8.16)
independiente de At.
Una vez que ya disponemos de esta cota es facil concluir que
uk L — ok 2
AtZ/Q — | @< C Vuo | - (11.8.17)
k

Obtenemos asi un anélogo discreto de la estimacion de energia de segundo orden
(11.8.13).

Esta estimacion permite obtener la convergencia fuerte de Vua; necesaria
para probar que el limite u es solucion de la ecuacion (11.6.1) si bien en esta

seccion omitiremos los detalles.

11.9. Ecuaciones parabdélicas: Comportamiento asin-
totico
Consideramos ahora la ecuaciéon del calor lineal

w—Au=f(xr) en Q,t>0
w=0 en 00, t>0 (11.9.1)
u(z, 0) = up(xz) en
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en un dominio acotado y regular Q de RY y f = f(x) es una fuente externa
independiente de t.

Mediante los métodos habituales (Galerkin, semigrupos,. .. ) es facil com-
probar que si ug € L*(Q) y f € H (), existe una tinica solucién de (11.9.1)
en la clase u € C([0, 00); L2(Q)) N LE,.(0, oo; H(R2)).

loc
Por otra parte, la identidad de energia proporciona

1d

~— u2d$+/ | Vu |? dx:/fud:r (11.9.2)

de donde se deduce que

1d 9 9 € 9 1 9
5%/Qudx+/9\vu\ dx§§/Q|Vu| dr+ oo | F P

para todo € > 0. Tomando por ejemplo € = 1 se deduce que

d
G [ [ 1Vl £ o (11.9.3)
Q Q

Aplicando la desigualdad de Poincaré, que garantiza la existencia de ¢(2) > 0

tal que
/ | Vo |? doe > C(Q)/ ©?dr, Yo € H}(Q), (11.9.4)
Q Q
deducimos la desigualdad de energia
d
—/ u2da:+c(ﬂ)/ wide <|| f ||§q71(9)7 (11.9.5)

cuya resolucion explicita da lugar a la cota

2 Q)t 2 (1 — e 2
[ e <@ [ aidn s S - (1199)
Q 9 ()
Deducimos asi que
u € L>=(0, oo; L2()), (11.9.7)

0, lo que es lo mismo, que la trayectoria {u(t)};>0 esta acotada en L?(9).

Una vez que sabemos que la trayectoria estda acotada, cabe plantearse la
cuestion de su comportamiento asintético cuando ¢ — oco. En caso de que el
limite de w(t) cuando t — oo existe, es previsible que ésta sea una solucion
estacionaria, independiente de t, de la ecuacion que satisfara entonces la ecuacion
eliptica

—Au=f en
(11.9.8)
u’ =0
oQ
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La teorfa variacional clasica garantiza la existencia y unicidad de la solucién
u* € H(Q) de (11.9.8).

Veamos ahora que
u(t) — u*, exponencialmente en L?(Q), t — co. (11.9.9)

En efecto, definimos
v(t) = u(t) —u* (11.9.10)

que es la solucion de la ecuacion del calor homogénea

v —Av=0 en Q,t>0
v=0 en 00, t>0 (11.9.11)
v(z, 0) = vo(x) = up(x) —u*(xz) en Q.

La identidad de energia asgura en este caso que

1d 9 9

—— d \Y% dr = 0. 11.9.12
53 [ odos [190F do (119.12)
Aplicando la desigualdad de Poincaré, como en el argumento anterior, deducimos
que

[ v(t) [lr2@)< e D" | ug — u* || 120y, (11.9.13)

lo cual proporciona la velocidad exponencial de convergencia anunciada.

De hecho (11.9.13) proporciona una tasa de decaimiento exponencial expli-
cita, del orden de la constante de Poincaré c((2).

El método de la energia que acabamos de presentar permite obtener tasas
de convergencia al equilibrio para una amplia clase de ecuaciones parabélicas
lineales y no-lineales y también incluso, para ecuaciones de ondas disipativas.
De este modo puede por ejemplo abordarse el caso de la ecuacién parabélica
p-Laplaciana:

uy — div (| Vu [P72 Vu) = 0. (11.9.14)

Conviene sin embargo tener en cuenta que no siempre se obtiene decaimiento
exponencial, pudiendo ser este polinomial.
Por ejemplo, en el caso de la ecuacion (11.9.14) con condiciones de contorno

de Dirichlet, por el método de la energia deducimos la identidad

1d ,
-4 d Y|P dz = 0.
th/9|u‘ x—i—/ﬂ\ ulPdx=0

La desigualdad de Poincaré en este caso garantiza la existencia de una cons-
tante ¢,(2) > 0 tal que

/|Vu \pdeCp(Q)/Q|u\pdx,
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de donde obtenemos la estimacion

1d
i%Aqux+cp(Q)/§l|u\pdx§O.

Suponiendo que p > 2 y aplicando la desigualdad de Holder deducimos que

2/p
/quxS (/ | u|P dx) |Q|(p—2)/p.
Q Q

De estas dos desigualdades deducimos que

d 2 2¢p(2) 2 o/

Resolviendo esta desigualdad deducimos que

(2-p)/2] /(=2

2 | wldz
2 (p—2) 2¢p(Y) /Q 0 —2/(p—2)
/Qu dr < 5 Ko |(p72)/2t + ) < (Nt ,

es decir, un decaimiento polinomial con un exponente 2/(p — 2). A medida que
p /" oo esta tasa de convergencia se debilita, lo cual refleja la creciente debilidad
del efecto disipativo del p-Laplaciano. Esto es natural puesto que, en la medida
que, v — 0 cuando t — oo, al aumentar p la difusividad del p-Laplaciano
disminuye. Sin embargo, a medida que p \ 2, la tasa de decaimiento polinomial
2/(p — 2) tiende a infinito, lo cual refleja el hecho de que para el caso de la
ecuacion lineal (p = 2), se tenga una tasa de decaimiento exponencial.

Pero volvamos a la ecuacion lineal (11.9.1). En (11.9.13) hemos obtenido una
tasa de decaimiento exponencial con constante C(2), la constante de Poincaré.
Con el objeto de analizar con mas cuidado el comportamiento exponencial de las
soluciones es conveniente utilizar desarrollos en serie de Fourier. Para ello con-
sideramos una base ortogonal de L?(€2), {¢;};>1, constituida por autofunciones
del Laplaciano:

—Ap; =Ajp; en
p; =0 en 09,

y asociada a la correspondiente sucesion de autovalores
O<AMi<Xm<...<AIv< ... — 0.

Desarrollamos en serie de Fourier los datos ug y f de (11.9.1).
Tenemos asi

f= ij%‘; ug = Zuo,j%, (11.9.15)

Jj=1 jz1
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mientras que la solucion habra de ser de la forma

= u;(t)e;. (11.9.16)
j>1
La busqueda de la solucion se reduce a la determinaciéon de sus coeficientes de
Fourier. Estos vienen caracterizados por las ecuaciones
{ u;Jr)\juj :fj, t>0

. (11.9.17)
u;(0) =wug,j, J=>1

que pueden calcularse explicitamente:

(1 —e=Ait)

U; (t) = ’UJQ,jei)\jt + s
J

fi>1 (11.9.18)

De esta expresion se deduce inmediatamente que

fi

t— 00, Vj > 1. (11.9.19)
)\J

u;(t) —
Un anélisis un poco mas cuidadoso permite comprobar que

U(, 1) = Z ¥ Loi(x), en L3(Q). (11.9.20)
7j>1

Esto coincide con el resultado obtenido mediante el método de la energia puesto
que

ngpj (11.9.21)

j>1 J
es precisamente el desarrollo en serie de Fourier de la solucién estacionaria u*
de (11.9.8).

De hecho este anélisis confirma que
|| U(t) — ’LL* ||L2(Q)§ 6_>\1t || ug — u* HLQ(Q)v (11922)

siendo A\; > 0 el primer autovalor del operador —A en H}(Q).
En realidad esta estimacion coincide con la obtenida en (11.9.13) puesto que

la constante de Poincaré ¢(€Q) coincide con Aq, i.e.
C(Q) = )\1.

Esto es asi puesto que, por el principio mini-max, el primer autovalor \; se

caracteriza como el minimo del cociente de Rayleigh,

| Vo |? dz
A= min =—/———
YeEH(Q) dex
Q
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De modo que A1, el primer autovalor, es la mayor constante de la desigualdad

2 2 1
)\1/Q¢ dx§/9|Vz/J\ dx, Vb € HL(Q).

En esta seccién hemos probado que las soluciones de la ecuacion del calor con-
vergen a una solucion estacionaria, cuando la fuente externa f es independiente
del tiempo. El mismo tipo de argumentos permiten probar, por ejemplo, que si
f = f(z, t) depende de manera periddica (de periodo 7 > 0) en el tiempo ¢,

entonces existe una dnica soluciéon 7-periddica u* = u*(z, t) de

u—Au=f en Q0<t<T
u=0 en 0Q,0<t<rT
u(0) = u(r)
de modo que, para cualquier soluciéon del problema de valores iniciales

u — Au = f en € t>0

u=0 en 00, t>0

u(z, 0) =ug(z) en €
se cumple que

| u(t) —u™(t) || L2()— 0, t — o0
con velocidad exponencial. Dejamos los detalles de esta prueba al lector intere-
sado.

En esta seccién y en la anterior hemos mostrado algunos ejemplos en los
que las soluciones de la ecuacién de evolucion, cuando t — oo, se simplifican
asintéticamente al converger a un estado estacionario. Esto permite en algunos
casos sustituir el modelo de evolucion por el estacionario pero no sin el riesgo
que supone haber realizado a priori un estudio cuantitativo de la distancia de
ambas soluciones (evolucion / estacionaria) o, lo que es lo mismo, de la velocidad
de convergencia cuando t — oc.

En la practica son muchos los casos en los que se adopta un modelo estacio-
nario sin disponer de una prueba rigurosa de la convergencia asintotica de las
soluciones de la ecuacién de evolucién cuando ¢ — oco. Esto es una constante en
el ambito del analisis numérico y computacional en el que, con frecuencia, nos
vemos obligados a emplear métodos sin poseer prueba rigurosa de convergencia

méas que en algunos casos simplificados.

11.10. Conclusiéon

En esta seccion hemos visto como la discretizacion temporal implicita de

Euler y la aproximacién de Galerkin continua en tiempo son dos métodos de
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aproximacion para ecuaciones parabolicas no-lineales de la forma (11.6.1).

El hecho de que el esquema discreto en tiempo sea una manera natural de
aproximar la EDP de evolucién es lo que nos ha motivado en la secciéon ante-
rior a introducir los esquemas de “splitting” o de descomposicién en ecuaciones
discretas en tiempo.

Los desarrollos de esta seccién, en el marco de la ecuacion del calor p-
Laplaciana (11.6.1), pueden también hacerse, con argumentos anélogos, para
otros modelos como son las ecuaciones de Navier-Stokes 2 — d o la ecuacién de
Burgers viscosa 1 — d.

Como el sistema (11.6.1) es auténomo y posee soluciones unicas, es el genera-
dor de un semigrupo que, por analogia con el caso lineal, denotamos S(t). Asi la
solucion u de (11.6.1) en el instante ¢ se puede denotar como u(t) = S(t)ug, don-
de S(t) es la aplicacion no-lineal solucion. Esta familia de aplicaciones {S(¢)}+>0

satisface las dos relaciones

por lo que se dice semigrupo.

Los desarrollos de esta seccién estén en la base de la teoria de semigrupos
no-lineales en el marco de la cual (11.6.1) y los deméas modelos mencionados
no son mas que ejemplos concretos que pueden abordarse mediante esta técnica

sistematica.
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Apéndice A

Aproximacion de dominios en

el problema de Dirichlet

Tal y como veiamos en la seccion 9.2.5, la primera fuente de error en la apro-
ximacion del MEF P en 2D es la que se deriva de la aproximacion del dominio
regular 2 mediante un dominio poligonal €2;,. En este Apéndice mostramos bre-
vemente que el error producido por esta aproximaciéon es despreciable.

Consideramos en primer lugar el caso en que §2;, es una aproximacion interior
de modo que Q; C Q. En este caso, todo elemento del espacio H} () puede
también considerarse como elemento de H} () puesto que la extensién por cero
fuera de €2, es una aplicacion lineal y continua de €2, en €.

La solucion u en 2 y uy, en €2, satisfacen respectivamente,

u € HE(Q)
. (A.0.1)
/ Vu - Vodz = (f, v)q, Vv € HY(Q)
Q
y
up, € H&(Qh)
(A.0.2)

Vuy - Vopdr = <.f7 Uh>Qm Vo, € Hol(Qh)
Q

Como toda funcion v, € H}(Q;) mediante el operador lineal de extension
por cero fuera del dominio 2, puede considerarse como un elemento de Hg (£2)

y de este modo Hg(£2),) es un subespacio cerrado de H{ (2), tenemos que
Up = TRU (A03)

donde 7y, : H} (Q) — HE(Q4) es el operador de proyeccién ortogonal.

431
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Por tanto

| w—up ||H3(Q)=|| U — ThU HH(}(Q): whenflligr%m) | u—wp HH&(Q) . (A.0.4)
Por consiguiente con el objeto de probar que uj, — u en Hg(2) o, incluso, de ob-
tener una estimacion sobre la velocidad de convergencia, es suficiente encontrar
elementos wy, € H}(2,) lo mas préximos posible a u € HE(Q).

Procedemos por un argumento de densidad, tal y como es habitual en el
MEF.!

Sabemos que C2°(£2) es denso en HE (). Por otra parte, si 0, aproxima a
) de modo que €2;, acabe conteniendo a cada compacto K de €2 la propiedad de
aproximacion necesariamente se satisface.

Deducimos por tanto que la distancia (A.0.4) tiende necesariamente a cero
cuando {2 es una aproximacién interna de 2 con la propiedad de que todo
compacto contenido en €2 estd contenido en 2; para todo h < hg, con hg > 0
suficientemente pequeiio.

Estas propiedades se cumplen eligiendo €2, como una aproximacion interior
de €2, poligonal, con lados del orden de h, obtenidos uniendo una familia de
puntos sobre 92 y corrigiendola ligeramente en caso de que, por la falta de
convexidad de €, el dominio € exceda parcialmente a ().

Dejamos para el lector el caso en que {2, es una aproximacion que no esté es-
trictamente contenida en €2, asi como el problema de la obtencion de velocidades
de convergencia cuando v € H? N H}(Q).

Hemos probado la convergencia de orden en h del MEF 2D para las solucio-
nes H? del problema de Dirichlet para el Laplaciano en dominios poligonales.
Sin embargo, cuando se aborda el caso de un dominio curvo regular se comete

un error adicional al aproximarlo por un dominio poligonal.

En este Apéndice describimos brévemente como la estimacion del error puede

mantenerse en ese caso.

Consideramos por tanto el problema

—Au=f en Q (A.0.5)
u=20 en 0N
con f € L*(Q) y Q un abierto de clase C2.

Consideramos una familia de triangulaciones regulares {Cp}n>0 de Q tales

que los dominios 2; poligonales que constituyen sean tales que €, C () para

IEste argumento ha sido usado en la prueba de la convergencia del método de elementos
finitos en 1D, por ejemplo, en la seccion 9.2.3.
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todo h > 0 y de modo que la distancia maxima entre los puntos 99 y de 9,
sea del orden de hZ.

Esta aproximacion es la que se obtiene de manera espontanea cuando €2 es
un abierto convexo de clase C2 y se toma una triangulacién que, sobre el borde,
induzca una aproximacion lineal a trozos de la frontera con vértices distantes
del orden de h. Véase la figura:

Figura A.1: Aproximacion de un dominio regular mediante un poligono de lados
del orden de O(h) donde se observa que los sectores proximos a la frontera que
quedan fuera del poligono son de un area del orden de O(h?).
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Cuando el dominio 2 es no convexo la aproximacion ) asi obtenida no
tiene por qué ser interna. Es por eso que es necesario eventualmente corregirla.
Pero esto puede realizarse manteniendo una distancia del orden O(h?) entre las

fronteras

lad
. Aproximacion Qn
gue se mantiene
dentro de Q

Figura A.2: Aproximacion Q; que excede € que corregimos para que de lugar a

una aproximacién interior €2y, .

A partir de ahora suponemos por tanto que 2, C ©Q y que € proviene
de una triangulacién regular de tamafo relativo h y de modo que la distancia
méaxima entre 92 y 9, sea del orden de O(h?).

Sea uy, € V3, la solucién aproximada obtenida por la aplicacion del MEF en
Q. Extendemos uy, por cero fuera de , y obtenemos asi i, € HE(Q). Nos

proponemos probar la existencia de C' > 0 tal que
lu—tn |z )< Ch [l u || 720, (A.0.6)

para todo h > 0.
Descomponemos la norma a estimar en dos partes: El dominio poligonal
interior €25, y la banda en torno a la frontera Bj, = Q\Qh.

Tenemos que

| u—p, \|§{3(Q)=/ | V(u—up) | dx+/ | Vu |* doe = I (h)+12(h). (A.0.7)
Qp Bp,
Distinguimos ahora el tratamiento de cada una de las integrales.
e Integral I;(h)
La funcién u es de clase H? en el dominio €2, en consideracién. Por tanto,
el analisis realizado para soluciones H? en un poligono se aplica sin ninguna

alteracion y obtenemos que
I;(h) < Ch2 (A.0.8)
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Conviene observar que en este anélisis no se utiliza para nada el hecho de
que la funcién u se anula en el borde del dominio poligonal o no, cosa que no
ocurre en este caso.

e Integral I1(h)

Hay una primera estimacion de esta integral que es facil de obtener bajo la
hipotesis adicional de que Vu € L*>(Q) es decir que u € W1 >°(Q).

En este caso tenemos
Iy(h) <|| Vu [ 2oyl Bn | (A.0.9)

donde | By, | denota la medida de By.
Ahora bien, teniendo en cuenta que By, estd contenido en un entorno de la
frontera de Q de anchura del orden de O(h?) deducimos que | By, |= O(h?), de

donde se deduce la estimaciéon que buscabamos
I(h) < Ch% (A.0.10)

Pero hay que observar que en dos dimensiones espaciales el espacio H?(2) no
esta contenido en W °(Q). En efecto, las funciones de H?(2) pueden tener
gradientes con singularidades logoritmicas. Por tanto, la hipotesis de que la so-
lucién v € W1 °°(Q) es una condiciéon adicional. Hay resultados cléasicos sobre
regularidad para problemas elipticos que nos permiten dar condiciones suficien-
tes para que esta condicion se cumpla. Asi, por ejemplo, en un dominio de clase
C?, si el segundo miembro f del problema de Dirichlet pertenece a LP(Q2) con
p > 2, la solucién u pertence a W2 P(Q) que a su vez se inyecta con continuidad
en W1 °°(Q). Esto proporciona condiciones suficientes para que (A.0.10) se cum-
pla pero no garantiza el resultado bajo la condicién 6ptima de que u € H?(12).
Analicemos pues este caso que tiene naturaleza critica.

El conjunto By, es unién de elementos curvos de la forma mostrada en la
figura que denotamos mediante wy,:

Su diametro es del orden de O(h) pero su “anchura” es del orden de O(h?).
La frontera de wy, consta de dos partes, la exterior, Owp, oxt que esta contenida
en 0N y la interior que denotamos por 7.

Multiplicando la ecuaciéon —Awu = f por u en wy, integrando por partes y
usando que u se anula en la frontera exterior Jwy, ext deducimos que

/ | Vu |? da

(A.0.11)

I
e
>
k“:
g
Iy
g
_|_
T
QJ‘Q?
g
g
Q.
Q

N

ou
5 ol ez + ],y 1 T2
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Figura A.3: Vista aumentada de la zona que queda fuera de la aproximacion
poligonal donde se observa que el diametro es del orden de O(h) mientras que
el &rea es del orden de O(h?).

En la medida en que el dominio wy, es de anchura O(h?), retomando la prueba
de la desigualdad de Poincaré se obtiene que

|| u ||L2(wh)< Ch H VU, HLz(wh) . (A012)

Esto es asi puesto que u se anula en la frontera exterior de wy,.
De (A.0.12) se deduce que

1
| fllzznll w 2@ < C N f llzon) B Il VU llre@n< C Il f ||%2(wh) h2+§ | Vu ||%2(wh) :

(A0.13)
Combinando (A.0.12) y (A.0.13) deducimos que

ou
2 2 2
/wh|vu| do <CW | f 1) +||50 |

L2(yn) || u HLZ(’Y}L) . (A014)
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Basta por tanto, estimar los tltimos términos de esta desigualdad puesto

que los primeros del miembro de la derecha no entranan dificultad en el sentido

/ | Vu |? da
By,

que

Z|Vu|2da:

< mﬂz/ Pt 3| 1
< O S ey + 3 H%I poeoy I8, (4.0.15)
Wh t
Por otra parte
5 1/2 1/2
u
D] <=1 I Y PR ZH Do luliae, |
o on Tn) o
(A.0.16)
y
2
Z H - H . (A.0.17)
L2(vn) L2(09Qs)

La demostracion del Teorema de trazas garantiza la existencia de una constante
C' independiente de h tal que

ou
Han‘ L?(agh) Cllu ||H2(Q) (A.0.18)
Basta por tanto probar que
> Iz =l Iz o0,)= O(H?). (A.0.19)

Esto es nuevamente facil de comprobar en el caso en que Vu € L (Q). En este
caso, como u se anula en el borde exterior de 2 y la “anchura” de la banda B,
es O(h?) tenemos que || u || L0, = O(h?). Como la longitud o perfmetro de
09y, estd uniformemente acotada deduciriamos que (A.0.19) se cumple. Pero,
nuevamente, hemos de hacerlo bajo la hipotesis u € H?(S).

Con el objeto de probar (A.0.19), sin pérdida de generalidad, suponemos que

wp, es un conjunto del plano de la forma

donde || ¢ ||co= O(h?). Entonces v, = {(z, y) : y = 0}, tal y como se indica en
la siguiente figura.
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th, ext

®p

x=0 x=h

Figura A.4: Representacion del dominio wy, de referencia.

Se trata entonces de estimar
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Como u(x, p(x)) = 0, puesto que (x, p(x)) € 02, tenemos que

/% uldo = /h 2(x, 0)dx = /Oh [/:(w) uy(z, s)dsrd:c
l w(x) (/o Uyy (2, 0) + uy(z, O)) dsrdx

»(z) 2
< / / (/ Uyy (2, 0)do + uy(z, 0)) dsp(x)dx
0
e(x) 2
< ChQ/ / (/ Uyy (T, 0 d0'> —&—ufj(x, 0)| dsdx
0
v () 2 h
< Ch2/ / [/0 Uyy(z, 0 do] dsdx+0h2/0 gp(m)ui(m, 0)dx
p(z) ps h
< COh? / / / (, adosdsdm+0h4/ uf/(:lc7 0)dx
0
w(z) h
< Cht / / / (z, UdUde.’E+/ uz(ac7 0)dx
0
. e(z) ) h )
< Ch /0 /0 Uy, (2, s)dsap(x)dac—i—/o uy (z, 0)dx
i h  pre(x) h
< Chnt hz/ / ufly(:c, s)ds+/ ui(x, 0)dx
| Jo Jo 0
< Chnt -h2||u||22 +/ @Qda
= L A2 (wn) Owp, , ext on '

Por tanto

2

Ou do.

2 6 4
S w By < CHE |l u |z +C'h /Q o

Wh

Pero, los resultados de trazas garantizan que

I8

Llegamos por tanto a la conclusion que

Z w7200y < ChY | |2

Wn

oul?

n o <O |l -

Se satisface por tanto con creces la desigualdad (A.0.19) que necesitabamos
probar.
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Apéndice B

Aceleracion del MDD para

datos rapidamente oscilantes

En los experimentos numeéricos realizados en clase hemos constatado que, en
algunas ocasiones, el hecho de que los datos del problema oscilen rapidamente
a lo largo de la interfase hace que el MDD converja méas rapidamente. El objeto
de esta seccién es dar una prueba rigurosa de este hecho.

Consideramos para ello el caso sencillo de un cuadrado ©Q = (0, 1) x (0, 1)
que descomponemos en dos subdominios ; = (0, 2/3)x (0, 1) y Q2 = (1/3, 1) x
(0, 1), siendo el dominio de solapamiento la banda vertical ;N = (1/3, 2/3)x
(0, 1).

En los experimentos numéricos constatamos que las oscilaciones de las so-
luciones a lo largo de las dos interfases verticales x = 1/3 y & = 2/3 parecia
acelerar la convergencia del método.

Veamos que ésto es efectivamente asi. Consideramos para ello soluciones de
la forma u(x, y) = ¢(x)sen(mmy). Se trata entonces de soluciones que en la
direccion vertical y paralela a las interfases oscilan mas rapido a medida que m
aumenta.

El operador de Laplace para estas soluciones admite entonces la forma
—Au = (=d; + m*7*) () sen(mmy). (B.0.1)

Como la descomposiciéon de dominios elegida no perturba la variable vertical y
que en cada subdominio y pertenece al intervalo (0, 1) las sucesivas iteraciones
del método proporcionan siempre funciones que preservan la misma estructura
en variables separadas, siendo la dependencia en y siempre la misma, es decir,

de la forma sen(mmny).
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El analisis habitual de la convergencia del MDD 2 — D en este caso indica

que la ecuacién 1 — D que gobierna el proceso es
—d2o +m?p =0. (B.0.2)

En otras palabras, al resolver esta ecuacion en el intervalo de x correspondiente
al dominio ©; que es x € (0, 2/3) con condiciones p(0) = 0y ¢(2/3) =1, la
constante que nos da el orden de convergencia es el valor de esta soluciéon en el
punto 1/3. Tal y como veremos este valor tiende a cero cuando m aumenta.
Para realizar este calculo conviene situarnos en el intervalo unidad (0, 1). La

ecuacion a resolver es entonces

A 2., — 0 0 1
Y t+mip ; <zr< (B.0.3)
¢(0) =0, p(1)=1
cuya solucion es
em mx —mx
om(T) = —— (em® —e ™). (B.0.4)
esm —1
Consideremos ahora un punto intermedio « € (0, 1). Entonces
em mao —mo
om(a) = —5— (em™ —e ™). (B.0.5)
esm —1
Cuando m = 0 tenemos
wolz) =2 (B.0.6)
y por tanto
vo(a) = a. (B.0.7)
A medida que m aumenta vemos que
om(a) — 0, m — . (B.0.8)
De hecho
Om (@) ~ 2=, (B.0.9)

La constante p,,(«) establece la contractividad de cada paso de aplicacion
del MDD en este caso. Es por eso que el método converge més rapido a medida
que m aumenta. De la expresion (B.0.9) se deduce que la aceleracion de la

convergencia es exponencial a medida que m aumenta.



Apéndice C
Ejercicios

Ejercicio C.0.1 En el marco continuo, en una dimensién espacial, hemos pro-
bado la convergencia del método de descomposicion de dominios tomando en los
extremos de cada subdominio Q_ y €, condiciones de contorno de Dirichlet.
Analizar la convergencia del método consistente en utilizar la ecuacién de
Neumann en los puntos interiores de la interfase x_ y zy. En este caso el

esquema se escribe:

{ f(u]i)//:(), “l<zx<z_
uF (=) =a_,uf (z_)= u’ile(x,)

—,T

—(ui)”zO, Ty <z <l
Wi () = b (o), ub (1) = as.

Ejercicio C.0.2 Estudiar el mismo problema cuando en una de las interfases

tomamos condiciones de contorno de Dirichlet y en la otra de Neumann.

Ejercicio C.0.3 Probar la convergencia del método de descomposiciéon de do-
minios en el marco continuo para el problema de Dirichlet en el caso en que
el operador —d? se sustituye por —d,(a(x)d,) siendo a = a(x) un coeficiente

medible acotado y eliptico, i.e.
Jap >0: a(z) Zap >0pect. 1<a<l
Ejercicio C.0.4 Resolvemos la ecuacion de Laplace
—Au=fenR"
donde f es una funcién de soporte compacto.
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(a) Escribir la representacion de u por convolucion con la solucion fundamen-
tal.

(b) Suponiendo ademas que f € L"(R™) determinar, en funcion de la dimen-

p

loc al que pertenece la solucién.

sion espacial n, el rango de espacios L

Indicacion: En la medida en que f es de soporte compacto y
s6lo nos interesan las propiedades locales de la soluciéon podemos

truncar el soporte de la solucién fundamental y aplicar después

la desigualdad de Young.

Ejercicio C.0.5 (a) Demostrar que la desigualdad de Poincaré no se verifica

en R™.

(b) Deducir que el espacio H'(R™), completado de H'(R") con respecto a la

1/2
19 = ([ 196 o)

es un espacio més grande que H'(R").

norma

(¢) Demuestra sin embargo que, cuando n > 2, por la desigualdad de Sobolev
y de Trudinger, la tnica funcion constante que pertenece a H LR") es la

trivial u = 0.
(d) >Qué ocurre cuando n =17

Ejercicio C.0.6 (a) Demostrar que si 2 es un dominio acotado se cumple la

siguiente variante de la desigualdad de Poincaré:

/ ©?dr < C [/ | Ve |2 dz+/ <p2d:17] , Vo € HY(R™).
n R" Qc

(b) Probarlo tanto por un argumento de contradiccion por compacidad como
por la demostracion constructiva habitual de la desigualdad de Poincaré

en un dominio acotado
(c) >Se puede relajar la condicion de que 2 sea acotado?

Ejercicio C.0.7 (a) Suponiendo que n > 2 demostrar que existen funciones

de H'(R™) que no son continuas en x = 0.

(b) Usando un argumento de superposicion y la existencia de conjuntos densos
y numerables en R" deducir la existencia de funciones de H*(R™) que no

son continuas en ninguin punto.
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Ejercicio C.0.8 Sea ) un dominio acotado de R™. Probar que si f € H*(Q2) y
g € C1(Q), entonces fg € H'(9).

Ejercicio C.0.9 Probar que la desigualdad de Sobolev

(n—2)/2n 1/2
([ 1orma) <[, 5ot

que se cumple en dimensiones n > 3, es invariante por cambios de escala pg(z) =
o(Rx).

Ejercicio C.0.10 Consideramos la transformada de Fourier parcial en la va-
riable 2/ € R""! de z = (¢/, ,,) € R™

Fleha) = [ e ) o
Rn—1
Probar que

/n | f(C(,‘I’ x”> |2 dl‘/dl‘n = /]R" | f(gla xn) |2 df/dlﬂ’rw

’ + anf(gla Tp)

~ 2
/ |V f (@, x) 2 de'den :/ {| ¢ 2 ‘f(f/,xn) ]dg’da:n.
Rn R”

Ejercicio C.0.11 Suponiendo que A es simétrica definida positiva comparar la

velocidad de convergencia obtenida para los métodos de maximo descenso y de

gradiente conjugado.

Ejercicio C.0.12 Consideramos el espacio de las sucesiones de cuadrado su-

mable /2. Consideramos asimismo el subespacio

o0
1 2 2 9
ht =< {aj}jen €4 :Z] aj < o0
=1
Consideramos por tltimo el subespacio ¢34 de los elementos de ¢? tales que los
términos de la sucesioén correspondiente a indices j > N se anulen.

Probar que:
e h! es denso en £2,

e Paracadad e (?>y N € N existe ay € E?V tal que @y — @ en £2 cuando

N — oo.

e No existe ninguna funciéon e(N) — 0 cuando N — oo tal que para cada
an € 0% tal que
|@—an < e(N) [ a@lle .
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e Probar que existe (V) y calcularlo explicitamente de modo que
|@—an lle<e(N) || @lln, Va € ht,

donde || - ||+ denota la norma canénica de h', i.e.

oo
1allm=|> s
j=1

1/2

Ejercicio C.0.13 Demuestra que se mantiene el orden O(h) de convergencia
del método de elementos finitos P; en una dimensién espacial sin necesidad de
suponer que el mallado sea uniforme, es decir, bajo la hipotesis mas general que
ma; zir1 —xi |=O(h
jzl__ffvh| J+1 i (h)

siendo {x;};=1. ... n, los nodos del mallado.

Ejercicio C.0.14 Obtén una estimacion del orden de convergencia para el mé-
todo de elementos finitos P, en una dimensién espacial bajo la hipotesis de que
u€eW?P conl<p<2.

Ejercicio C.0.15 Sea {2 un dominio acotado de R™. Suponemos que u y v €
LP(Q) con 1 < p < 0.
Para cada h > 0 consideramos la funcion:

J(h):%/ﬂ[|u+hv P~ | w|?] da.

(a) Comprobar que J : Rt — R esta bien definida.

(b) Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada comprueba que J es

continua en cada punto h > 0.

(¢) Calcula

lim J(h).

(d) Responde a las mismas cuestiones en el caso del funcional
B 1
I =5 [ )=l o] do.
Q

Ejercicio C.0.16 Consideramos la ecuaciéon de Laplace en un dominio cuadra-
do Q de RZ:

—Au = Q
1) { !

u‘ =0
o0

Descomponemos el dominio en tres bandas verticales con solapamiento:
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/N
N

Q,

(a) Construir un método de descomposicién de dominios en el que se itere

entre los subdominios 1, Qs y Q3.
(b) Demostrar la convergencia del método.

(c) Hacer lo mismo en el caso de una discretizacion de la ecuacion por dife-

rencias finitas.

Ejercicio C.0.17 Sea X un espacio de Banach y L € £(X, X) un operador

tL

lineal acotado. Probar que la funcion xg € X — e~z es analitica real.

Ejercicio C.0.18 Consideramos un operador no acotado lineal A en un espacio
de Hilbert H. Probar que las dos siguientes caracterizaciones de la propiedad

de disipatividad son equivalentes:
o (Az,x) <0, Vxe DA
o |z—Mz|=||z]|, VzeD(A), VYA>O0.
Ejercicio C.0.19 Consideramos la ecuacion del calor
uy—Au=0 en Qx(0,00)
u=0 en 990 x (0, o)
u(0) = ug en {)
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con dato inicial ug € L*(Q).
Analizar la regularidad e integrabilidad de las funciones t — / updr y t —
Q

/ Vu - Vpdr tanto cuando ¢ € L?(Q) como cuando ¢ € Hi(£2) distinguiendo
Q

el caso en que en () se cumple la desigualdad de Poincaré del que no.

Ejercicio C.0.20 Sea () un abierto no vacio de R™ y T' > 0. Demostrar que
el espacio de las combinaciones lineales finales de funciones test en variables
separadas de la forma ¢(z)1(t) con ¢ € D) y ¢ € D(0, T) es denso en
D(Q x (0, T)).

Ejercicio C.0.21 Consideramos la ecuacion eliptica con condiciones de con-

torno de Neumann:
—Au+u=f en , OJu/dv=g en N

Mediante v denotamos la normal exterior unitaria. Suponemos que 2 es un
abierto acotado y regular y que f € L?(Q), g € L?(09).
a) Comprobar que las soluciones fuertes satisfacen también la siguiente ver-

sion variacional del problema:

ueHl(Q);/[Vu-Vgo—Fugo]dx:/f<pdx+/ gedo, Y € HY(),
Q Q a0

donde do denota la medida superficial.

b) Comprueba que todas las integrales que intervienen en la formulacion
variacional son finitas.

¢) Comprueba que el problema estd en las condiciones del lema de Lax-
Milgram y deduce la existencia y unicidad de una solucién débil.

d) Construye el funcional a minimizar que corresponde a este problema va-
riacional y verifica que esta en las condiciones de aplicar el Método Directo del
Calculo de Variaciones.

e) En el caso de una dimension espacial introduce un esquema iterativo de
aproximacién por descomposiciéon de dominios y prueba su convergencia. Calcula

la velocidad de convergencia.
Suponemos ahora que el dominio es poligonal.

f) Introduce una fomulacién aproximada de Galerkin con elementos finitos
P1. Verifica la existencia y unicidad de la aproximacion.

g) Escribe el problema en la forma matricial

RU = M F + M>G
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comentando el siginificado de cada uno de los elementos que aparecen en la
misma (vector columna de incognitas U, de datos F' y G, matrices de masa y
de rigidez...)

Comenta las diferencias principales con respecto al problema de Dirichlet.

h) Prueba que la sucesién de soluciones aproximadas esta acotada en H'(Q)
e indica los pasos principales de la prueba de la convergencia en H'()) para
soluciones débiles y convergencia con tasa de orden uno para las soluciones
fuertes en H?(Q).

Ejercicio C.0.22 Consideramos ahora el problema de evolucién con condicio-

nes de contorno de Neumann:
ug—Au=0 en Q x (0,00), Ou/Ov =0 en 90 x (0,T); u(x,0) = up(x) en .

Suponemos que €2 es un dominio acotado de clase C2.
a) Escribe el problema en la forma de un problema de Cauchy abstracto en
L3(9)
U, =AU, t>0;U(0)=Up.

b) Demuestra que el operador A involucrado es m-disipativo.

¢) Identifica el dominio del operador utilizando que las soluciones del proble-
ma eliptico del problema anterior estan en H2(2) cuando g = 0y que f € L3().

d) Deduce un resultado de existencia y unicidad de soluciones débiles y otro

de soluciones fuertes.
Suponemos ahora nuevamente que el dominio es poligonal.

e) Introduce una aproximacion Galerkin por elementos finitos P1. Escribela
en la forma algebraica
MU, = RU.

f) Deduce la existencia y unicidad de las soluciones aproximadas.

g) Utilizando el método de la energia obtén una cota de las soluciones apro-
ximadas en C([0,T]; L2(2)) N L?(0, T; H(€2)).

h) Indica los pasos principales de la prueba de la convergencia del método.

i) Integrando la ecuacion en derivadas parciales original prueba que la inte-
gral fQ u(x,t)dz se conserva a lo largo de trayectorias.

j) >Se conserva esta integral para las soluciones aproximadas obtenidas por

elementos finitos? Justifica la respuesta.

Ejercicio C.0.23 Consideramos la ecuacién eliptica con convecciéon y condi-
ciones de contorno de Dirichlet:

—Au+ad-Vu=f+div(g) en Q, u=0 en 0.
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En este sistema @ es un vector fijo arbitrario de R", y - denota el producto
escalar euclideo.

Suponemos que € es un abierto acotado y regular y que f € L*(Q), g €
(L2(@)".

a) Enuncia la formulacién variacional del problema para soluciones débiles
u € Hi(Q).

b) Comprueba que todas las integrales que intervienen en la formulacion
variacional son finitas.

¢) Comprueba que el problema estd en las condiciones del lema de Lax-
Milgram y deduce la existencia y unicidad de una solucion débil.

d) >El problema puede abordarse mediante la minimizacion de un funcional?
Razona la respuesta.

e) Demuestra una cota de la solucion que sea independiente del valor del
vector de conveccion @.

f) En el caso de una dimension espacial introduce un esquema iterativo de
aproximacion por descomposiciéon de dominios y prueba su convergencia. Calcula

la velocidad de convergencia.
Suponemos ahora que el dominio es poligonal.

g) Introduce una fomulacion aproximada de Galerkin con elementos finitos
P1. Verifica la existencia y unicidad de la aproximacion.

h) Escribe el problema en la forma matricial
RU = M1 F + MyG

comentando el significado de cada uno de los elementos que aparecen en la
misma (vector columna de incognitas U, de datos F' y G, matrices de masa y
de rigidez...)

Comenta las diferencias principales con respecto al caso més habitual en el
qued=0y g=0.

i) Prueba que la sucesion de soluciones aproximadas esta acotada en H'(Q)
e indica los pasos principales de la prueba de la convergencia en H'()) para
soluciones débiles y convergencia con tasa de orden uno para las soluciones
fuertes en H?(Q).

Ejercicio C.0.24 Consideramos ahora la ecuacién del calor
us—Au =0 en Q x (0,00),u=0 en 9N x (0,T); u(x,0) = ug(z) en Q.

Suponemos que §) es un dominio acotado de clase C?.
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a) Escribe el problema en la forma de un problema de Cauchy abstracto en
L*(9Q)
U, =AU, t>0;U(0)=Up.

b) Demuestra que el operador A involucrado es m-disipativo.

¢) Identifica el dominio del operador.

d) Deduce un resultado de existencia y unicidad de soluciones débiles y otro
de soluciones fuertes.

e) Comprueba que las soluciones verifican la identidad de energia:

1d
—— uzdx:—/ |Vu|*dz.

Suponemos ahora nuevamente que el dominio es poligonal.

f) Introduce una aproximacién Galerkin por elementos finitos P1. Escribela
en la forma algebraica
MU; = RU.

g) Deduce la existencia y unicidad de las soluciones aproximadas.

h) Utilizando el método de la energia obtén una cota de las soluciones apro-
ximadas en C([0,77]; L?(2)) N L?(0,T; H'(Q)).

1) Indica los pasos principales de la prueba de la convergencia del método.

k) En el caso de una dimension espacial indica cual deberia ser el limite de

las soluciones del problema continuo cuando a — 0 y cuando a — cc.

Ejercicio C.0.25 Consideramos la ecuacién eliptica con condiciones de con-

torno de Neumann:
—Au=f en Q, OJu/dv+u=g en ON.

Mediante v denotamos la normal exterior unitaria y mediante 0 - /Ov la
derivada en esa direccion.

Suponemos que € es un abierto acotado y regular y que f € L%*(Q), g €
L2(09).

a) Comprobar que las soluciones fuertes satisfacen también la siguiente ver-

sion variacional del problema:

ueHl(Q);/

Vu - Vodx +/ updo = / fodx —|—/ gedo,Np € HY(Q),
Q a0 Q a0

donde do denota la medida superficial.
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b) Comprueba que todas las integrales que intervienen en la formulacion
variacional son finitas.

¢) Prueba la siguiente variante de la desigualdad de Poincaré:

/u2dx§0[/ |Vu|2dx—|—/ u?do).
Q Q o0

d) Utilizando esta desigualdad, comprueba que el problema esta en las con-
diciones del lema de Lax-Milgram y deduce la existencia y unicidad de una
solucién débil.

e) Construye el funcional a minimizar que corresponde a este problema va-
riacional y verifica que esta en las condiciones de aplicar el Método Directo del
Célculo de Variaciones.

f) En el caso de una dimension espacial introduce un esquema iterativo de
aproximacion por descomposicion de dominios y prueba su convergencia. Calcula

la velocidad de convergencia.
Suponemos ahora que el dominio es poligonal.

g) Introduce una fomulacion aproximada de Galerkin con elementos finitos
P1. Verifica la existencia y unicidad de la aproximacion.

h) Escribe el problema en la forma matricial
RU = M F + M>G

comentando el siginificado de cada uno de los elementos que aparecen en la
misma (vector columna de incognitas U, de datos F' y G, matrices de masa y
de rigidez...)

Comenta las diferencias principales con respecto al problema de Dirichlet.

i) Prueba que la sucesion de soluciones aproximadas estd acotada en H!()
e indica los pasos principales de la prueba de la convergencia en H'()) para
soluciones débiles y convergencia con tasa de orden uno para las soluciones
fuertes en H?(Q).

Ejercicio C.0.26 Consideramos ahora el problema de evoluciéon con condicio-

nes de contorno de Robin:
us—Au =0 en 2x(0,00), Ou/Ov+u =0 en ONx(0,T); u(z,0) = ug(z) en .

Suponemos que 2 es un dominio acotado de clase C2.
a) Escribe el problema en la forma de un problema de Cauchy abstracto en
L*(9Q)
U, =AU, t>0;U(0) =Uj.
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b) Demuestra que el operador A involucrado es m-disipativo.

¢) Identifica el dominio del operador utilizando que las soluciones del proble-
ma eliptico del problema anterior estan en H%(2) cuando g = 0y que f € L?(Q).

d) Deduce un resultado de existencia y unicidad de soluciones débiles y otro

de soluciones fuertes.
Suponemos ahora nuevamente que el dominio es poligonal.

e) Introduce una aproximacion Galerkin por elementos finitos P1. Escribela
en la forma algebraica
MU, = RU.

f) Deduce la existencia y unicidad de las soluciones aproximadas.

g) Utilizando el método de la energia obtén una cota de las soluciones apro-
ximadas en C([0,77]; L?(2)) N L?(0,T; H'(Q)).

h) Indica los pasos principales de la prueba de la convergencia del método.

i) Integrando la ecuacion en derivadas parciales original prueba que la inte-
gral [, u(z,t)dx + [, u(x,t)do se conserva a lo largo de trayectorias.

j) >Se conserva esta integral para las soluciones aproximadas obtenidas por

elementos finitos? Justifica la respuesta.

Ejercicio C.0.27 Consideramos la ecuacion eliptica con condiciones de con-
torno de Dirichlet:

—Au=f en Q, u=0 en O (C.0.1)

Suponemos que € es un abierto acotado y regular y que f € L?(€).

Consideramos asimismo una aproximaciéon poligonal €}, de 2 y una triangu-
lacion 7;, que satisface las condiciones de regularidad necesarias para garantizar
la convergencia del método de elementos finitos P1 con un orden h en Hg ().

Consideramos asimismo el problema de autovalores
—Ap=Xp en £, =0 en 0N (C.0.2)

Por la teoria de descomposicion espectral de operadores autoadjuntos com-
pactos sabemos que (C.0.2) admite una sucesion \; de autovalores positivos que
tiende a infinito y una sucesion de autofunciones {¢;};>1 que constituye una
base ortonormal de L*(€), a la vez que {¢;/+/A;};>1 es una base ortonormal
de HL(Q).

a) Escribe el problema de autovalores que corresponde a la aproximacion por
elementos finitos P1 de (C.0.2).
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b) Prueba que ésta admite N autovalores y autovectores, siendo N el ntumero
de nodos interiores de la triangulacion. Demuestra que existe una base ortonor-
mal de RY constituida por los autovectores. Prueba que la ortogonalidad de
los autovectores se verifica tanto en los productos escalares inducidos por las
matrices de masa M}, como de rigidez Ry,.

A partir de ahora denotamos por )\;? y <p? los autovalores y autovectores del
problema discreto.

c¢) Escribe el desarrollo en serie de la solucion de (C.0.1) y de su version
discreta utilizando la base espectral.

Comprueba en particular que de este modo se puede recuperar el resultado
clasico que garantiza que la solucién u de (C.0.1) estd en H}(Q) cuando f esté
en L2(Q).

d) Comprueba que la convergencia espectral, i. e. el hecho de que cada au-
tovalor y autovector converja cuando h — 0, permite recuperar la convergencia
de las soluciones de la aproximacion por elementos finitos de (C.0.1).

e) Demuestra que el pimer autovalor \; se puede caracterizar mediante el
cociente de Rayleigh como:

Vol|?d
A1 = min le pl dr

_— C.0.3
eeHL(Q) [q |@]?dx. ( )

f) Utilizando una caracterizacion semejante para A\?, prueba que el primer
autovalor A% del problema discreto converge, cuando h — 0, al autovalor \; de
la ecuaciéon de Laplace (C.0.1).

g) Pasando al limite en la ecuaciéon que satisface @} prueba su convergencia
fuerte en H}(Q) a 1. Para ello deduce primero la convergencia débil y después

la convergencia de las normas a partir de las ecuaciones correspondientes.
Ejercicio C.0.28 Consideramos ahora el problema de disenio 6ptimo
—Au+eu=f en O, u=0 en 09, (C.0.4)

en el que f es un elemento dado de L?(f)) y € es un paramétro no-negativo
cuyo valor 6ptimo hemos de determinar de modo que la solucion u, de (C.0.4)
se asemeje lo més posible a una funcién u, dada de Hg ().

Para ello introducimos el funcional
1 2
J(€) = i/ﬂ \u — Ud|2dl'+ %

a) Prueba que para cada ¢ > 0, (C.0.4) admite una tnica soluciéon u. €
HLQ).
0
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b) Prueba que el funcional J : (0,00) — R es continuo.

c¢) >Se puede asegurar que J sea convexo?

d) Demuestra que J es coercivo y deduce, aplicando el MDCV, que el fun-
cional alcanza su minimo en un punto *.

e) >Puede asegurarse que £* = 07

f) Formula la version elementos finitos P1 de este problema de disefio. De-
muestra que las soluciones éptimas € del problema discreto convergen cuando
h — 0 a la solucién 6ptima continua £*.

g) Comprueba que la condicion J'(¢*) = 0 que necesariamente se cumple en

el punto de minimo se puede escribir en la forma

/(u* —ug)vdx + ¥ =0,
Q
siendo v la soluciéon de
—Av+ev+u* =0 en € v=0 en N (C.0.5)

h) Prueba la existencia y unicidad de la soluciéon v de (C.0.5).
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Apéndice D

Soluciones a problemas

21.

a) Si Q es de clase C?, con datos f y g suficientemente regulares (f €

L*(Q) y g € H'Y/2(00)) la soluciéon del problema eliptico u pertenece a

H?(Q) como consecuencia de los resultados clasicos de regularidad.

Por consiguiente, utilizando la formula de Green de integracion por partes

obtenemos que, como

—Au+u=f p.ct. xe€Q /

(—Au+u)pdr = | fedz.
Q Q

Ahora bien

f/Augoda::/Vu~V<pdx—/ @godcr.
Q Q oq OV

La condicion de Neumann garantiza que du/dv = g en 9f2, de donde se

deduce que

7/ Augodx:/VIchpd:vf/ gedo.
Q Q a0

Obtenemos asi la formulacion débil buscada:

/Vu-Vgodm+/u<pdx=/f@dm+/ gedo.
Q Q Q 90

457
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b) Tenemos, por Cauchy,

/Q Vu-Vds| < | Vol Vo o2,
/Q upds| < |zl ¢ ey,
wadx < N F ezl @ 2

| aede| < g lizoml @ lison,

Con el objeto de comprobar que la tltima integral converge basta utilizar
el resultado clasico de trazas que garantiza que si ¢ € H'(Q), entonces
@‘89 € H'Y/2(09Q) y por lo tanto, en particular, <p‘8ﬂ € L%3(09).

¢) El problema variacional

u e HY (Q); /[Vu-Vnp—i—wp]dx:/fgodx—i—/ gedo, Yo € HY(Q),
Q Q EYo)

estd, en efecto, en las condiciones del Lema de Lax-Milgram.

Basta observar que H = H'(Q) es un espacio de Hilbert, que la forma
bilineal

a(u, v) = /Q [Vu - Vo + w] dz

es en realidad el producto escalar canénico de H*(2), y que la forma lineal

apEHl(Q)—>/f<pdx+/ gpdo
Q 89

es continua cuando f € L?(Q) y g € L?(99), por las cotas establecidas en
el apartado b).

d) El funcional a minimizar para obtener una solucion es:
J: HY(Q) - R
1
J(u) = —/ [| Vu |* +u?] do — / fudx —/ gudo.
2 Ja Q o0

En virtud de las estimaciones del apartado anterior sobre las formas bi-
lineales y lineales implicadas en la formulacion variacional adaptada al
Lema de Lax-Milgram es facil comprobar que J : H'(Q) — R es una

funcién continua, convexa y coerciva.
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De la aplicacion directa del Método Directo del Calculo de Variaciones
(MDCV) se deduce que el funcional J alcanza el minimo en un punto
u e HY(Q).

Ademés, como J es estrictamente convexo, el punto de minimo es tnico.

Por ultimo, en el punto de minimo se deduce que
!
DJ(u) =0, en (Hl(m)

0, lo que es lo mismo,

<DJ(U), (P> =0,Vp e Hl(Q)7

/

donde (-, -) denota el producto de dualidad entre <H1(0)> y HY(Q).

Es facil comprobar que

DIw. o) = |

[Vu - Vo + up|de — / fodx — / gpdo.
Q Q 0

Se observa por tanto que u € H*(£2) es una soluciéon débil.

Descomponemos el dominio = (0, 1) en dos subdominios Q_ = (0, z4)
y Q4 = (z—, 1) donde
O<zr_<zy <l

Utilizando esta descomposicién y usando en las interfasses t = z_ y « =
x4 la condiciéon de contorno de Dirichlet para transmitir la informacion de

un dominio a otro, podemos construir la siguiente iteracion, para k > 1,
k 1" k‘
—u” +ul =0, O<or<zy
’
u® (0) =

uk (21) = ufH(2y)

fui’“Jruﬁ:O, o<z <l
() = b (24)
u (1) = 6.

Esta iteracion puede inicializarse mediante la elecciéon de una funcion ug

de arrancada arbitraria, que podria se por ejemplo una funcién parabodlica

que toma en los extremos del intervalo los valores de Neumann exigidos.

La demostracion de la convergencia del método iterativo es entonces idén-

tica a la del problema de Dirichlet. Basta comprobar que las soluciones de
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los problemas de referencia

W 4 W_=0, 0<z<a,
W' (0)=0
W_(z4) =

W, +W, =0, z_<z<1

son tales que
mix | | W (@) |, [ Wi(as) | | < 1.

Para comprobar esta tltima propiedad basta hacerlo para cualquiera de
las ecuaciones pues la de la otra es muy similar.

Consideremos el primer caso. Tenemos que
W_(z) = ae® + be™ ™.

De las condiciones de contorno se deduce que, primero, a = by, en segundo
lugar,
W_(zy) = a(e‘/’”+ + e*”> =1.
Por tanto .
a= (e‘"’:+ + e‘“) .

Vemos pues que
e’ +e -

et+ + e T+

| W (z-) |=

Esto concluye la convergencia, con velocidad exponencial, del método de
descomposicion de dominios. Como es habitual, el método acelera su con-
vergencia a medida que la banda intermedia (x_, x) de solapamiento de

los subdominios aumenta.

f) Dada una familia de subespacios (Vh>h de dimension finita de H'(Q)
0

que satisface la “condicion de llenado”™
Yo e HY(Q), Jup € Vj, = vy, —ven HY(Q), h — 0,
la aproximacion de Galerkin del problema es la siguiente:

up € Vi,

/ [VWL -Von + thh}dx + / [fon]dr — / gendo, Vop € Vi,
Q Q o0
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Por los Teoremas generales probados en clase, a partir de la “condicion de

llenado” se deduce la convergencia del método.
Con el objeto de describir el método de elementos finitos P1 en este caso

conviene descomponer la implementacion del método del siguiente modo:

e Aproximamos el dominio 2 mediante dominios poligonales €.

Una vez realizada esta aproximaciéon en el resto de la construccién

suponemos que el dominio €2 es poligonal.

e Introducimos una triangulacion (7,)p>0 del dominio €2 bajo las con-
diciones habituales que garantizan la convergencia de orden 1 del

método en el problema de Dirichlet.

e Fijado h numeramos los nodos del mallado mediante el indice j =

1,--+, Np. Introducimos entonces las funciones de base polinomiales

{#5}j=1,-, N, de modo que
¢j(xK) = 6jk-
L] Deﬁnimos entonces

Vi = span{¢;}j=1,... N, -

El método de elementos finitos P1 consiste pues en aplicar el método

de Galerkin con esta familia de subespacios.

La diferencia mas relevante con respecto al problema de Dirichlet radica
que, en la construcciéon del espacio V}, se tienen en cuenta las funciones de

base correspondientes a los nodos del mallado situados en la frontera.
La convergencia del método se prueba de manera idéntica al caso del
problema de Dirichlet. Se deduce asi que:
e Cuando u € H'(Q) las soluciones aproximadas (us)n>0 € Vj conver-
gen en H'(Q) a la solucion u.
e Cuando la soluciéon u es mas regular y, mas concretamente, u €

H?(Q), la velocidad de convergencia en H*(2) es de orden uno, O(h).

g) Suponiendo que
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el problema aproximado de Galerkin puede escribirse en la forma
RU = M F + MG,

con

R= (rjk>1<j,k<1vh; Tk :/Q {V% Vo +¢j¢k} du

M, = (ml,jk) _ sma e = | ¢jdrdr,
1<4, k<Np Q

My = (mg,jk) ; M2, ik =/ ¢jdrdo.
29

1<), k<Ny
Las diferencias principales con respecto al problema de Dirichlet son:
e En la base de V} se introducen los elementos que se apoyan en los
nodos que se ubican en la frontera del dominio.

e La matriz R de rigidez es en realidad la suma de las que en el contexto

del problema de Dirichlet se denominan matrices de rigidez y de masa.

e La matriz de masa M; es la habitual en el método de elementos
finitos. La novedad en este caso es la apariciéon de una segunda matriz
de masa My derivada de los términos frontera. Esta matriz My es
hueca en el sentido, por ejemplo, en una dimension espacial, de que

s6lo dos elementos de esa matriz son no nulos

h) Tal y como hemos indicado anteriormente la prueba es analoga a la del
caso de Dirichlet.

22,

a) El espacio de Hilbert ambiente es H = L?(Q2). El operador A = A es lineal

y no acotado con dominio

D(A) = {ve L*(Q): Ave L*(Q), 0v/dv =0 en 00} .

En estas condiciones el problema se escribe como un problema de Cauchy

abstracto
Uy = AU, t>0
U(0) = Up.

A este respecto conviene precisar el sentido de la condicion de traza nula
de la derivada normal.
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Cuando (2 es regular de clase C2, D(A) coincide con

D(A) = {’UEH2(Q)Z 81}/81/:0en 69}.

En este caso, no hay ninguna ambigiiedad en el sentido de la condiciéon
de traza nula de la derivada normal puesto que si v € H?(Q), Vv €

(Hl(Q)>n y por lo tanto VU‘BQ € (H1/2(8Q))n.

Cuando €2 es menos regular hay que elaborar un poco mas el sentido de
la condiciéon de traza nula de la derivada normal. Cuando el dominio €2 es
de clase C! el campo normal v = v(x) esta bien definido y se trata de una
funciéon continua definida sobre 0f) y a valores en la esfera unidad de R™.
Por otra parte, cuando ) es de clase C'! se verifica la formula de Green de

modo que, formalmente, se tiene la identidad:

/Avgodsc:/vAgodx—i—/ [avgo—va(p] do.
0 [e) a0 61/ 31/

En particular, si o € C?(Q) y 9p/dv = 0 sobre 9Q tenemos que

/Avapdx:/vAgpdm—i—/ @godo,
Q Q o0 Ov

0, lo que es lo mismo,

0

—Ugoda = | Avpdx — / vApdx
o0 OV Q Q

de modo que

ov
'/m A

Utilizamos ahora resultados césicos de trazas que garantizan que si p; €
H32(00) y py € HY?(0Q), existe ¢ € H?(Q) tal que (p’aﬂ =y

<[ Av [zl @ lzz@) + 1o 2@l A¢ llz2 )

op/ 3u’aﬂ = po. En particular podemos tomar p; = 0 y tenemos entonces

o llm2@< C Il p1 lgsrzo0) -

De la identidad anterior deducimos entonces que si v € L*(Q) y Av €
L3(9), 8@/8V define una forma lineal continua sobre H3/2(99). La traza

de Jv / dv sobre la frontera es por tanto un elemento de H~3/2(9Q). Esto

da sentido a la traza de la derivada normal.
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e A es disipativo.

Basta observar que si v € D(A4),
2 v 2
(Av, V)2 = [ Avvde = — [ | Vv |" do + —vdo=— [ | Vv |*dz <0
Q Q oa Ov Q
puesto que 81}/81/ =0 en 0N
e A es maximal.

Dado f € L*(Q) hemos de probar la existencia de una tnica solucién de

la ecuaciéon

(I —Ayw=f veD(A).
Este es precisamente el problema considerado en el ejercicio anterior

—Av+v=f en
81}/81/:0 en Of.

Aplicando el Lema de Lax-Milgram deducimos la existencia de una tnica
solucion débil v € H (). Es facil comprobar que v € D(A).

Tal y como hemos visto anteriormente, cuando el dominio 2 es de clase

C?, el dominio del operador D(A) coincide con:

D(A) = {v € H*(Q); 81}/81/ =0en 59}.

Aplicando el Teorema de Hille-Yosida deducimos inmediatamente los dos

siguientes resultados:

e Soluciones débiles.

Si ug € L?(R), existe una tnica solucién débil u € C([O, 00); LQ(Q)>.
Ademas Vu € L2(Q x (0, o0)).

e Soluciones fuertes.

Cuando ug € D(A) existe una tnica solucion v € C([0, 00); D(A4)) N
ct ([O, 00); LQ(Q)>. En particular, si Q es de clase C2, por la caracte-

rizacion del dominio del operador D(A), tenemos que si ug € H?(Q) y

Oup/Ov = 0 en 0f), entonces existe una tnica solucion

ue c([o, 0); H2(9)> nct ([o, 0): LQ(Q)).
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Tal y como estudiamos en el curso, las soluciones débiles pueden caracte-

rizarse del siguiente modo:

ue C([O, 00); L2(Q)); Vu € L*(Q x (0, o))
%/Qu(:m t)o(z)de = /Qvu(x, t)-Ve(z)dz, p.ct.t>0,

/Qu(x, O)cp(x)dx:/uo(x)cp(x)dx.

Q

Con el objeto de introducir la aproximacioén por elementos finitos P1, uti-
lizamos la familia de espacios aproximantes (V4 ), >0 del problema anterior.

La aproximacién de Galerkin del problema es entonces la siguiente:

up € C([0, 00); Vi); Vay, € L2(Q x (0, 00))

d
dt/uh(m t)on(x dx—/Vuh x, t) - Vop(x)dx, Yo, € Vi, Vt > 0,

/Quh(m, O)cph(x)dx:/uo(x)goh(x)dx.

Q

Es facil comprobar que el problema puede escribirse en la forma matricial:
MU, , = —RUy,

donde R es la matriz de rigidez introducida en el problema anterior y

M = M, siendo M; la primera matriz de masa del problema anterior.

Como R y M son matrices simétricas definidas positivas, el problema
aproximado tiene una tnica solucién que viene dada por la representacion

exponencial
Un(t) = e M "Bigy,.
Obviamente

Uy, € C¥(]0, c0); V).

Utilizando el método de la energia, consistente en justificar la utilizacion
de la funcion test ¢p, = up (-, t) en la formulacion de Galerkin del problema

aproximado obtenemos que
1d
s/, uj(z, t) = /\Vuhxt dx,

de donde deducimos que

1
) | un ||2Loo(o,oo;L2(Q) + || Vun ||%2(Q><(O,oo))< D) [| uo H%%Q)?
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lo cual proporciona las estimaciones uniformes buscadas.

Conviene en este punto recordar que las soluciones del problema de Ga-
lerkin son de la forma

Np,

un(a, 1) = > s (06,(2)

donde las componentes {u;(t) }1<;j<n; son precisamente las de la incognita
vectorial Uy, (t) que interviene en la representacion matricial del problema

finito-dimensional.
Los pasos principales de la prueba de la convergencia son las mismas que
en el caso del problema de Dirichlet.
e Extrayendo subsucesiones, que podemos seguir denotando mediante el
parametro h, tenemos

up — en L™ (0, 00; LQ(Q)) débil — *

Vup, = Vv en L*(x (0, 00)).
e El problema se reduce a probar que v es la solucién débil del problema

continuo. En efecto, en ese caso tendriamos que v = u y toda la sucesion

up, convergeria a u en el sentido anterior.

e Con el objeto de comprobar que v es la soluciéon débil del problema
continuo basta pasar al limite en la formulacion de Galerkin del problema
aproximado. En este punto la hipotesis de que los subespacios (Vj,)n>0

llenan el espacio H'(f2) juega un papel esencial.

Dado ¢ € H*(Q2) tenemos una sucesion ¢, € Vj, tal que
on — @ en HY(Q).

Esta convergencia, junto con la convergencia de las funciones uy, garantiza

que
/Quh(x, tyon(x)dr — /Qv(a:, t)o(z)dr en L*°(0, oo) — débil —

y

/QVuh(x, t)-Vop(x)de — /QVv(x, t)-V(z)dr débilmente en L?(0, 00).

Tenemos asi que el limite v = v(x, t) satisface

% v(z, )p(z)dz+ | Vu(z, t)-Ve(z)de =0, en D'(0, o), Vo € H(Q).
Q Q
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Con el objeto de garantizar que v es la solucién débil hemos de probar

que:

e v e C([0, 0); L*())
e v(0) =wup en Q.

La primera propiedad de continuidad en el tiempo no se obtiene en el
proceso de paso al limite que solo asegura que v € L>(0, co; L?(Q2)). Para
probar la continuidad en tiempo basta proceder como en el curso. Esto es

efectivamente consecuencia del hecho que
ve L*0, T; HY(Q))

y que
v € L2 (0, T (Hl(Q))’).

Esta tltima consecuencia de la primera (v € L?(0, T; Hl(Q)) y de que
v sea solucion de la ecuacion del calor en el sentido de las distribuciones,
ie.

vy = Av en D'(Q x (0, 0))

cosa que se deduce del hecho que v satisfaga la formulaciéon débil de Ga-

lerkin del problema continuo.

Una vez que sabemos que v € C([0, o0); L?(€2)) tiene sentido la traza de

la solucion en el instante inicial ¢t = 0, v(x, 0). Para ver que
v(z, 0) = uo(x) p.c.t. z € Q

podemos proceder como en el curso, usando una formulacién variacional
de la solucion mediante funciones test que dependan de x y de ¢t y que

incorpore el dato inicial del problema.

(i) Integrando la ecuacion continua tenemos

d ou
-_— = A = R =
i u(z, t)dx /Q u(z, t)dx o OV (z, t)do =0

de donde se deduce que la integral / u(z, t)dz de la solucion se conserva
Q
en el tiempo.

En el caso del problema aproximado, para que esta propiedad se cumpla,
es imprescindible que la funcion test ¢, = 1 pertenezca al espacio aproxi-

mante V},. Esto ocurre en el caso de los elementos finitos P1 considerados
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puesto que la funcion constante ¢ = 1 pertenece al espacio Vj, pues se
trata de una funcién continua y constante a trozos sobre los tridngulos del

mallado.
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