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INTRODUCCION

En estas notas presentamos algunos métodos que du-

rante estos Ultimos afios han sido desarrollados para el es

« . tudio y resolucion de los problenas de la controlabilidad

-

exacta y la estabilizacion de .ecuaciones de evolucion, asi
como algunos de los resultados mas significativos a los que

han contribuido diversos autores.

Por brevedad, consideraremos Unicamente laecuacion
de ondas con condiciones de contorno de tipo Dirichlet, si
bien la mayoria de las t€cnicas y resultados que presentare
mos se adaptan y generalizan a otras condiciones de contorno
o incluso a la ecuacion de Schr8dinger, diverscs modelos de
placas, el sistema de la elasticidad y las ecuaciones de

Maxwell.

E1 curso est3d dividido en seis capitulo. E1 pri-
mero es un capitulo introductorio dedicado ala presentacion
y formulacion de los problemas de la controlabilidad exacta
y la estabilizacion. El segundo y tercero estan dedicados
respectivamente a la controlabilidad exacta frontera e in-
terna de 1a ecuacion de ondas lineal. En ambos utilizaremos,
sistemiticamente el método HUM (Hilbert Uniqueness Method)
introducido por J.L.Lions y seguiremos muy de cerca su libro
[56]. En el cuarto capitulo presentamos un resultado de con
trolabilidad exacta para la ecuacion de ondas semilineal con
control interno. En el quinto capitulo obtenemos estimacio
nes sobre la velocidad de decaimiento de la energia de las

soluciones de ecuaciones de ondas con disipacion no lineal.
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Por Ultimo, en i
el sexto capitulo, abordamos el problema de L
la estabilizacidn frontera de la ecuacign de ondas semili
neal.
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1 - INTRODUCCIOQN Y FORMULACIQN DE LOS PROBLEMA

I.1 - E1 problema de la Controlabilidad Exacta.

n con

un dominio abierto y acotado de IR
2

Sea &

frontera T =230 - de clase C

io iciones
Consideremos la ecuacion de ondas con cond

de contorno de tipo Dirichlet

y" - Ay =h(zx,t) en Q=02x(0,T)
0 en I =T x(0,T)
(1) y =

1
y(2,0) =y%(z),y ' (£,0) =y (=)

(Hemos utilizado la notacion ' =3./3t).
. ‘bilidad
Bajo condiciones de regularidad vy compatibilida

i S 0,7 segundo
adécuadas sobre los datos iniciales {y ,y } vy el g

i ign nica
miembro h{x,t), el problema (1) admite una solucio

i 26
y =y(x,t) (vease por ejemplo H.Brezis [4], A.Haraux [26] 'y

J.L. Lions [56]).

a or
La energia del sistema (1) esta representada p

la siguiente cantidad

2 "(x z dx
(2) £(t) =—]2[Q|:]Vy(x,t)| fly ety 7]

5 iplicando
En el caso homogéneo en que h =0, multiplic

la ecuaci .y
. on po‘ e |“t89lalld0 pOl pal tes se Hb lene (l”e

() =0

1r | ner n Y ' Y ]a trayeCtO“'
ES deC' a e g1a se conserva a ]0 a gO de
b

ria.




0 ivial.
h y esto hace que la resolucion del problem sea trivia

Una consecuencia inmediata de esta ley de conser 2(Q) cuales quie

0 1 1
En efecto, sean T3>0 y {y ,y 1} eHO(Q) x L

- - 2
vacion de la energfa es 1a siguiente:ninguna solucién no ra. Conmsideremos dos funciones a=a(t), b=b(t) ec’([0,T])
trivial de la ecuacidn de ondas libre (h=0) alcanza el ‘

tales que

estado de equilibrio en ninglin instante de tiempo.
0; a(T) =a'(T) =0

o
—
o
~—
i
-
-
=1}
—
o
~—
n

EY problema de 1a controlabilidad exacta consiste

=2
—
[so]
~—
[}]
o
-
o
—
o
~—
It

. . . o 1; b(T) =b'(T) =0.
precisamente en conducir todas las trayectorias al equili-

bri . . i . . .
*10 en un tiempo uniforme mediante la accion de una fuerza Entonces, la funcidn

externa o control (que en el caso que estamos considerando
(z,t) =a(t)y%(=) +b(t)y (=)

viene representado por el segundo miembro h de la ecua- yia,
cion). o .
verifica

De manera mas precisa, el problema de 1a controla
bilidad exacta puede ser formulado de la siguiente forma:

Estudiar la existencia de un tiempo T>0 tal que para ca Por lo tanto el control

Co 0 1 : 1
de dat , 0
da par de datos iniciales {y"oy'} exista un control by - ay =a"(t)y0 +b"(t)y] -a(t)ay” -b(t)ay

h=h(x,t) tal que Ta solucign y=y(x,t) de (1) verifique

' responde a la cuestion.
: Lo p igui esultado:
Hemos demostrado por tanto el siguiente r

E1l problema asi formulado es lTigeramente ambiguo de datos iniciales

’"Dado T>0 arbitrario, para cada par :
Ya que no hemos precisado el tiempo T del que disponemos {yo y]} eH](Q) XLZ(Q) ixiste un comtrol hec([.T]: H-2(A))
’ 0

para controlar el sistema, el conjunto de datos iniciales

" tal que la solucion de (1) verifica (3)".

que tenemos que controlar ni el conjunto de controles h En realidad, gracias a la linealidad y reversibi-~

de los que disponemos. Obviamente, en general, la posibi- Dado T >0 ar

1idad de la ecuacidon de ondas se tiene que:

0,1 ! 2 existe
bitrario, para cada {yo,y1}, {z7,2'} eHpy(@) xL ()

- - :
ih control heC({[0,T]; H 2(ﬂ)) tal que la solucion de (1)

verifica

lidad de obtener un resultado de contro]abidad.exactadepeg

dera de como se elijan el tiempo T, el espacio de 1los da

tos iniciales y el espacio de Tos controles.

En la formulacion anterior del problema no hemos

(4)

impuesto ninguna restriccion sobre el soporte del control




En efecto, sea z=2(x,t) 1la solucidn de
(5) z=0 en L

E1 problema (5) admite una solucidn Gnica
(6) .oyl 1
zeC([0,7]5 Ho(a))ncl([o,1]; L2(a)).
Definamos la nueva variable
(7) E=y-z
Entonces, y satisface (1) si y s6lo si £ verifica

Eu_AE:h en Q
(8) £=0

£00) =y% -2(0), £'(0) =y - 2}(0)

en I

Y se tiene (4) si y solo si
(9) g(T) =£'(T) =0.

. Por 1o demostrado anteriormente y como
0 - T_ 1
y z(0), y 22 (0)} eHO(Q) xLz(Q), existe un control
h 3 HT
eC([0,T]; H°(Q)) tal que la solucign de (8) verifica

(9), lo cual implica que la solucign de (1) verifica (4)

Por To tanto, demostrar que todo estado inicial
puede ser conducido al equilibrio equivale a demostrar que

todo estado inicial puede ser conducido a todo estado final

Es importante tener en cuenta que en la prueba de
esta equivalencia hemos utilizado de forma crucial lalinea

lidad y reversibilidad del sistema.

Vemos por tanto que el problema de la controlabi-
lidad exacta con control interno distribuido en todo el do
minio § es trivial y que se tiene 1la controlabilidad en
un tiempo arbitrariamente pequefio.

sin embargo, los problemas en los que el control
interno estd localizado y el control interviene en las con
‘diciones de contorno son mucho mas delicados y su reso-

lucidn precisara de importantes desarrollos.

Control interno localizado

Sea we un subconjunto abjerto y no vacio de Q.
Penotemos mediante Xw la funcion caracterisitica de w y

tonsideremos la ecuacion de ondas

y" -Ay =h Xm en Q

y =0 en I

y(0) =y%, y'(0) =y

E1 problema de la controlabilidad exacta se formu
e manera aniloga: "Hallar un tiempo T >0 talque para
ada par de datos iniciales {yo,y]} exista un control h

al que la solucidn de (10) verifique (3)".

En este caso el control h actua Unicamente so-

re. el subconjunto w. Se trata por tanto de un problema

‘controlabilidad exacta en el que el control es de tipo
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interno y est3d localizado.

Debido a la velocidad finita de propagacion de 1las
ondas (=1 en nuestra ecuacion) para que se tenga controlabi
lidad exacta, el tiempo T habri de ser suficientément;
grande (de manera'que Ta accion ejercida ﬁor el control so-
bre w se propague a todo Q). Ademis, cuanto menor sea w

mayor sera el tiempo de controlabilidad

Control frontera

S ,
ea FO<:F un subconjunto abierto no vacio de T

consid i0
y eremos la ecuacion de ondas siguiente con condicio-

nes de contorno no homogéneas :

yu_Ay =0 en Q
v
(11) y= en XO=FOX(O’T)
0
en Z] =z\zo

y(0) =y°, y'(0) =y,

E1 problema de 1a controlabilidad exacta frontera
se formula de la siguiente manera: "Hallar T>0 tal que
para cada par de datos iniciales {yo,y]} exista uncontrol

v de manera que la solucion de (11) verifique (3)"

Nuevamente, debido a 1a velocidad finita de propa-
gacion, solo se tendra controlabilidad exacta frontera si

T es suficientemente grande.

Tal
Y como veremos en los dos capitulos siguien-

te
$, tanto el problema del control interno localizado como

el problema del control frontera, son problemas complejos

1

Los resolveremos utilizando el método HUM (Hilbert Uni
queness Method) introducido por J.L.Lions en [53], [54], [56] .
Este método, ademas de ser muy flexible, tiene lawventaja de
proporcionar‘sistemEticamente el control optimal, es decir,

el control que minimiza un cierto costo que surge de manera
natural en el estudio del problema.
£E1 mismo tipo de cuestiones se plantea para ecua-

ciones de ondas semilineales. En el Capitulo IV presentare
mos un método que combina HUM y una técnica de punto fijo y

que permite resolver el problema cuando la no linealidad es

globalmente Lipschitz.

1.2 - E1 problema de la estabilizacion.

Tal y como hemos visto en el apartado anterior, la
“energ7a de las soluciones de la ecuacion de ondas libre se

conserva. E1 problema de la estabilizacion consiste en for

zar el decaimiento exponencial uniforme de 1a energia cuando

t++o mediante la accion de un control h que venga dado

en forma de "feedback" (de manera que el valor del control
h en un instante de tiempo dado £0 pueda ser calculado
en funcion de la solucidn del sistema en ese instante) y que
representa un término disipativo.

De manera mas precisa, buscamos una funcion

F: axRx R—IR

_tal que la solucion de
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)’"‘Ay=F(xJ,Y') en Qx(;oﬁm)
(12) y =0 en T x(0,=)
y(0) =y%, yr(oy =y

decaiga exponencialmente cuando t >+= en el espacio de la

energia de manera uniforme, i.e., que existan constantes

C>1T y Y>>0 tales que se tenga
(13) E(t) <CE(0)e™ Y yitso
para toda solucion de (12).

Con el objeto de motivar e] tipo de funciones F
que pueden producir un decaimiento exponencial de 1a energ7a,

calculemos primeramente aquellas que hacen que 1Ja energia

decrezca con e} tiempo.

Se tiene, al menos formalmente (todo esto serd esty

diado rigurosamente en cada ejemplo):

g—%(t) =[ F(m')’:y')yldx‘
Q

Por 1o tanto, un primer candidato ser:

F(x’ya)") =-a(xz)y'

donde a =a(x) es une funcign no negativa. Obtendremos as7

el sistema

y'-ay +a(z)y' =0 en Qx(0,=)
(14) y=0 en T x(0,»)
y(0) =y%, yr(oy =yT.

13

En el casoc mas simple en que

Q
:{15) an, a; >0: a, <a(x) <a, Vo €
1a demostracidn del decaimiento exponencial es muy sencilla.

Dado ¢ >0 se define la siguiente perturbacion de

-
la energia

= "dx
(16) E (t) =E(t) +€| yy
Q
Obviamente, existe €43 >0 tal que si € <eqy, €N

tonces

(17) ‘55 (t)< E(t) <2E_(t)  ¥t>0

ra tOda SOIUCIOH baSta con toma‘ € = —_— dOlIde e

1
¢1 primer autovalor de -A en HO(Q)).

Se tiene
de dE d "da)
£ - x
(t) =ge(t) +e g ([ yy
at dt Q
2 d )
= - a(xHY'ldx+€H¥([yy
) Q
“ademas
r 2 1" -
_d_([ yy'dz) = |y'|%dz +| yy"dz =
at | 0 a

[

= ly’lzdx+[ y(ay -a(x)y')dx =
Q Q

12
- Iyldw'l

valzdx-[ a(z)yy'de.
Q

Q Q
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Por 1o tanto

(18)  —&(t) =J (e-a(z))ly"|? 2
It . a(e)) ly " |%dz - e| |uy| dx-ej a(x)yy'dz.

Q 0

Por otra parte

(19) )] a(=)yy da fa]J Iyl de <
{ 1Y) )

A

1 2 a
<a, {—— 1
- ]<2a][ ly1%dz +2A][ IY"de)

Q Q
2

1 2 a]
f?j vy | dx*gr[ ly" 12da
o g

Yy por tanto

dE 2
(20) —i(t)<1( AR 02

n a8 e( +2M) a(z)) ly’| dx-%[ vy | 2dz.
Q

Eiegimos

202y

ZA] +a$

£ < =
1
Yy se tiene

d e(t) aO! | 2
dt <- y' dx-.e_ 2 < -
z | ! ZIQIVyl dw s ~eE(t) - £E_(1)

de donde se deduce que

€
(21) -5t
Ec(t) <E_(0)e 2 ¥t >0
Yy por tanto
[
-=t
(22) E(t) <4E(0)e 2 Wt >0

15

Hemos demosttado por tanto que: "Si a =a(z) veri

“fica (15), entonces existen constantes C>1 y Y> 0 tales

que toda solucidon de (14) verifica (13)".
E1 hecho de que

a(z) >ag >0 Ve €Q

;orresponde a que la disipacion sea efectiva en todo el do-

minio ©. La situacion es mucho mas delicada si la disipa

cion es efectiva Unicamente en un subconjunto w de 2 o si
“1a disipacion interviene en las condiciones de contorno.

isipacion interna localizada

Sea weQ un subconjunto abierto no vacio y supon

gamos que @ eLm(Q) verifica

(23) a(z) >0 V¥zeQ; a(z) 23>0 VYoeow.

tn este caso la disipacion es uUnicamente efectiva en w.

E1 problema de la estabilizacion se formula de ma-
nera analoga: "Existen constantes C>1y Y>0 tales que
as soluciones de (14) verifiquen (13)?".

£1 mismo tipo de cuestiones se plantea para ecua-

ciones semilineales de la forma
y“-Ay+fU)+a(ﬂy‘=0.
‘Incluso se pueden considerar ecuaciones con términos disipa

£ivos no lineales del tipo

y" oy +a(a)g(y') =0.
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En esta situacion, en general, no se puede esperar un decai
miento exponencial uniforme de la energia pero si se pueden
buscar estimaciones sobre el orden de decaimiento de las S0
luciones en funcidn de las prmpiedades de la no linealidad

g.

Disipacidn frontera

Sea roc:r un subconjunto abierto no vacio de 1a

frontera y F] =F\F0 su complementario. Consideremos 1la

ecuacion de ondas libre con condicion Dirichlet sobre ry:

y" -4y =0 en Qx(0,»)

(24)

y=0 sobre Ty x(0,»).

Notese que en (24) no hemos impuesto ninguna condi

cion de contorno sobre Iy- E1 problema de la estabiliza-

cion consiste precisamente en definir condiciones de contor

no disipativas sobre FO x(0,2) de forma que se tenga un

decaimiento exponencial uniforme de la energia, es decir,
{13)  para algunas constantes C >1 y Y>0.

La manera de obtener dichas condiciones de contor
no es nuevamente derivar formalmente la energia e imponer

las condiciones necesarias para que la cantidad obtenida sea

no positiva.

Se tiene

17

y por tanto las condiciones de contorno mas naturales son

del tipo
(25) W . oa(x)y!

con a =a(xz) >0 YV elg.

Habiendo elejido un sistema del tipo (24)-(25) el
problema consiste en obtener condiciones sobre la particion

’{FO,F1} y la funcion a =a(x) de manera que se tenga (13).

"Nuevamente estas cuestiones se pueden plantear en

el marco de las ecuaciones de ondas semilineales.

En el Capitulo V de estas notas estudiaremos el

caso de la disipacion no lineal distribuida sobre todo el

‘dominio Q. No abordaremos el problema de 1la disipacion

interna localizada para el cual referimos a A.Haraux [29] y
E.Zuazua [77], [78].

Tal y como veremos en los siguientes capitulos,

“tanto el problema de la controlabilidad exacta, gracias a

~la aplicacion de HUM, como el problema de 1a -estabilizacion
se resuelven obteniendo estimaciones a priori adecuadas que
“permitan mayorar la energia total de las soluciones en fun
¢idn de alguna energia localizada en la region (del inte-
se ejerce la

rior del dominio o de la frentera) donde

“accion del control o del mecanismo disipativo. Para obte-
rier estas estimaciones utilizaremos tecnicas de multiplica

dores que combinaremos con principios de continuacion uni-
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IT - CONTROLABILIDAD FRONTERA DE LA ECUACION DE ONDAS LINEAL

IT1.1 - Descripcion del método HUM.

Sea Q@ un dominio acotado de R" con frontera T

de clase Cz. j
Sea T>0 y Fg=T un subconjunto abierto no

vacio de T.

Consideremos la ecuacidn de ordas siguiente con

dondiciones de contorno no homogéneas:

y'-by =0 en Q=0x(0,T)
(M y={v en Iy =Ty x(0,T)
0
0 en Z] = (F\FO) x (0,T)
y(0) =y°, yr(o) =y,

Vamos a estudiar la controlabilidad exacta en la
clase de datos iniciales LZ(Q) xH'l(Q). Asimismo, los con

troles seran tomados en la clase LZ(ZO)

En este marco funcional el problema de 1a controla

bilidad exacta se formula de la siguiente forma:
T>0

"Hallar

tal que para cada par de datos iniciales
0 1 2 -1
{y .y '} eL®(Q) xH™ ' (Q) exista un control v eLz(Zo) tal que

Ta solucion de (1) verifique

(2) y(T) =y"(T) =0"

Observacion 1,

Debido a T1a velocidad finita de propagacion de las
ondas (=1 en el modelo que estamos considerando) para que se
pueda tener un resultado de controlabilidad exacta sera pre

ciso que T sea sufici i
cientemente grande, es decir, T>T0 con

19

>0 dependiente de Q@ y Tg4.

Ademis, en el marco funcional elegido, se tendra

~gontro]ab11idad exacta cuando T, sea una parte suficien-

temente grande de T.

A

Pbservacion 2.

: Tal y como observamos en el capitulo I, gracias a
ta linealidad y reversibilidad de la ecuacion, el problema
puede plantearse de 1a siguiente forma equivalente: Hallar

I >0 tal que para todo par de datos iniciales y de datos

inales {yo,y]}, {zo,z]} eLZ(Q) xH’](Q) exista un control

' L2(20) tal que la solucion de (1) verifique

0

y(T)y =2, y'(T) =’z].

Y.
Este tipo de problemas han sido estudiados por di

versos autores. D.L.Russell en un articulo [67] de 1978

‘hace una recopilacion de los métodos y resultados mas rele
desarrollados y obtenidos hasta

antes que habian sido

el momento. Si bien se contaba ya con numerosos resul-

dos importantes, no se disponia de un m&todo sistematico

ara el tratamiento de estos problemas. J.L.Lions (53] en
V86 propuso un método que denoming H.U.M. (Hilbert Unique
‘mess Method) y que reduce el problema de la controlabilidad

xacta a la obtencidon de estimaciones a priori adecuadas.

A 1o largo de este capitulo seguiremos .muy de cer

el capitulo I del libro de J.L. Lions [56], wutilizando

Stodo H.U.M.. Todos los resultados que aqui presenta-
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se obtiene
mos, salvo los correspondientes aj apartado [1.7 en e] que : . 0 .1 I 3¢ 36 4
R : 0 6 ,0'}> = v v
se aborda e} problema con coeficientes variables, han sido < AleT,e0) L o v

Lo
sacados de [55] .

et L= I t Y res t I 1da S S 'f cle
don e
acion de mEtO 0 H U M

Para el estudio de

ateral I del cilindro Q.
la controlabilidad exacta de (1)

es la siguiente.

. En particular se tiene
Dados {¢0,¢1} €D(2) xD(2) resolvemos e] sistema ,

dz.

24
(8) < 1e%01r 160,81 > =[Z |3
¢n-A¢ =0 en Q 0

(4) 6=0

sobre =T x (0,T)
$(0) =¢O; ¢'(0) =¢]_

tiene
n tales que se
Supongamos que T y FO S0

el siquiente resultado de unicidad:

ET problema (4) admite una solucion @inica. Una vez

s reso S s = 1 ¢ Soluclo“ de 4 ver li'Cﬂ Y ‘0 SOb)e b ’
]Vemo ]a eCuacu)n {

0 41y =(0,0}.
entonces ¢ =0 y por tanto {¢ ,¢ }={0,0}

" so, la aplicacion
y" -Ay =0 en Q En este ca 2 dz)]/z
) L | (6%,0M1 1, = (J %ﬂ
3¢ (10) H{¢~, r . |5
Y= 33 sobre XO 0
0 sobre

efine una norma sobre D(Q) xD(Q).
1° norma

Sea
En(5), v =v(x) denota 1a normal wunitdria exte-

~ . de 0(Q) x0(Q) con
rier a o en el punto x el ys/y, 1la derivacion en esta ';1) F =espacio de Hilbert completado

direccign. respecto a la norma |I.]] ¢

E1 problema (5) admite nuevamente una

cion regular.

" iende a un
e e Gracias a (7), el operador A se ext

' or otra parte,
‘operador lineal y continuo de F en F'. P

Definimos el operador ' {10} deducimos que

, : ismo.
(6) GRS ={y'(0), -y(0)}. {12) A: F—F' es un isomorfism
Multiplicando en (5) por @ =0(x,t), una solucign

de (4) con datos iniciales {60,6]}, e integrando por partes
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Gracias al Teorema de Holmgren (c.f.Th.5.5.3 de

p
or lo tanto, dados datos iniciales '{yo y]} tales

se sabe

que
L.Hormander [32] oapartado 1.8 de J.L.Lions [56])

que para todo- FO subconjunto abierto de T, existe

13 '
(13) vl -y% eF
Q) tal que el resultado de unicidad se verifica

el problema

(14 0,1 ]
) AMo7,0') = 1y ,—yo}, {¢0,¢]} eF E1 resultado obtenido es satisfactorio ya que se
aplica para todo Tge=T. Sin embargo, es poco preciso ya

admite una Unica solucign.
de los datos iniciales con

que no se conoce el espacio F'

Pero (14) equivale a que y =y(x,t) solucion de

5), ¢ i -
(5), correspondiente a ¢ solucign de (4) con dat 0 1
os {¢7,90}, £E1 problema que queda por resolver es por tanto la

verifique
entificacion del espacio F' o lo que es lo mismo, de F.
15 :
(15) y(0) =y0; y](O) =y]. o como F es el completado de D(Q) xD(2) con respecto
la

H.IIF, la cuestion se reduce. a demostrar

E1 control b ;
uscado viene dad
0 por tanto i~ . .
de la sj ivalencia de esta norma con alguna norma conocida.

guiente forma
En particular, si queremos demostrar la controlabi

v=2¢ 2 -1 .
av!z exacta en L°(Q) xH '(Q), precisaremos probar que
0
d - v 2
onde ¢ =¢(z,t) es la solucign de (4) correspondiente a P )
Tos datos {¢0 ¢]} eF e
aue verifican (14). givalentemente
Observese que por construccign 1 2
F=Ha{) xL7(Q)
0
vel?(z,).
a su vez equivale a establecer la existencia de

Hemos demostrado por tanto el siguiente resultado: tes c>0, C>0 tales que

"Si rh,=T y Ts0 . : .
0 son tales que se verifica el resultado 0,1 0 47
de unicidad (9) a ) cll{o .0 } I 1 2 < o7, }HF <
] ’ g ra cada par de datos iniciales {yo y]} HO(Q) xL7(a)
tales que {y -y }€F‘ . ’ 0 1
’ existe, un control 2 <Clte™, 8 3
ol vet?(5;) de - " Hi() xL2(2)

manera que la solucion y de (1) verifica (2)" 0 1
' ¥ieD .5} eD(Q) xD(Q).
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nos de integracion.
En Tos dos apartados siguientes demostraremos que 0 A

i s utilizado la notacion
(16) se ver1f1ca 57 0 €5 una parte suficientemente grande Asimismo, hemo

de T (en un sentido que precisaremos m3s adelante)y T>90

]
e 3

Y
8| o
= =

divg =divergencia de g
€s suficientemente grande. v

Por Ultimo,

IT.2 - La desigualdad directa. e 0)a(ey 0.0

, . -
8'q vel =| 8'(x,T)q(x).V6{z,T)dx
3 * 0 Q o

Comenzamos demostrando una identidad para las solu Z
clones de De la identidad (18) se obtiene facilmente 1la si
8" -40 =f en Q ehte estimacidn.
(17) 8 =0 en

c>0 tal gue

o =eo’ oo =6] 1. Existe una constante

2 A L T
1384 < c(14my(lle i 2y * 1020

Lema 1. Sea gq =q(x) e(C](G))". Para toda solucion de e

0 .1
(17) con datos {6°,0',f} en(q) xD(Q) x p(Q) se it o0 v toda saluctin.de (17) con dates

tiene

16%,0,¢1 enl(a) xLB() xL'(0,T5L%(0)).
(18) 1[ (q. v)’ l dz-] 8'q. vel +?[ (d]v‘q)(,e-!Z lvelz ,
f Q

3q
+/§-‘E£5a_e’§?’ f ‘ -Ve‘]\l‘q.ve.
Q J i g o

Demostracion. Basta multiplicar 1a ecuacion por q.ve e
~—Jrtostrdcion

o))" : torial
stracion. Sea h =h(x) e(C](Q)) un campo vec

tal que

h=v. sobre T.

Q es de clase C2 {vease J.L.

integrar por partes en q. canpo existe ya que

= [56], p. 28, para su construccion).
| = btenemos
_ i i tidad (18) con q=h o
Observacidon 1. Mediante . denotamos el producto escalar Aplicando la iden (

de R". En (18) hemos utilizado 1a conven
cion de sumacign de Tndices repetidos y hemos omitido tanto

Tas variables (z,t) como los simbolos dzx Yy dt en 1los
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2
+ lell a(z) eW'*"(Q)  (c.f. [55]).

@ . 1 +
extendidas a

1 2
(20) ?‘] ’g%’ dEEC{”eu”Z
han sido

z L (O’T;LZ(Q))
Este tipo de estimaciones

+ lor]? 2
g TP 2 s

“gcuaciones semilineales

8" -~ A0 +g(0) =f

1) 2
L0, 75120y,

+

por J.L.Lions [58] y M.Milla Miranda y L.A.Medeiros [62].

con C=C(]]q
”w],m ).
un resul-

(2)

La desigualdad (19) proporciona

tado de regularidad adicional. En efecto, la

Observacion 3.
ucion de (17) con datos {90,6],f}eH(])(Q)xLZ(Q)xL](O,T;Lz(Q))

A'O,a b’e”, resu tadOS ClaS cos de ,EQU'a’ ,dad pa-

ra la ecuacip
on de ondas
nos P"ODOrci
onan ]a esti .-
macion

tenece a la clase

(21) o2 )
Lm(O’TH_Z +”9” ©
<Ihetil 1 + e]H2 + 2 8 €C([0,T:|;H(])(Q))ﬂ C]([O,T];LZ(Q))
Hy(2) 200 14 i
(@) L'(0,T502(qy)
donde no se deduce que

Combinando (20) r
Y {21) se obti -’
Obtiene (]9) Para soly- ; 2
3\)|z B Y
]

C S ( g t”]laclo” see t]e
) .
10ne (’e '; con (’al(ls re l'aies '_a es X n

de a soluciones
con dat 0.1 1
°s 1o ’”e”o“”XLZ(Q)xL’(o,T;Lz(Q)) :
1.3 - La desigqualdad inversa.

Por un simple argumento de densidad
Lo 0
Dado un punto xoelR" definimos m(z) =z -=x y

f} mlILw(Q)

Dividimos la frontera en dos partes (vea

ObSe!Va(: or 2. E' lu]tlpllcadO) 11.56 'Ue ”]thduc do POl e 9]
d

F.Relli
1lich en o] marco de Jas ecuacion
es

e p N p ctaso p .y
‘,.' t.':as a ada taCIOn a“ S h1 erbo"-lco 'a ObtenC10n 3 )

0y L (zer: m(z).v(z) >0}

( ) L x
de 9 es deb’da a J L L'O' S 55 . E 1Smo letOdO DEHIHte

)

demostrar yna . -
estimacig 3
N analoga para €cuaciones con coefi-
0
y={zel: m{x).v(z) <0} =T\I'(x

cientes variables
¢ la frontera lateral I:
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2(0) =1(2%) x (0,7 0
: ’);Z*(x)=r* 0 T 2
(27) x(0,7) = £\z(40). (24) J 6'm.70| + [ HE 1-?)J tv¢|2=,’:J (m.v)[%%t ds
Q @ g Q L

2

<,}[ NEIE
(x")
R§x0! 3¢ 2
0 T

Por otra parte

25) [l¢l 1-7)[ |v¢12=;[<|¢'| +199]%)+ [ (16'12 - v81%) =
: Q Q Q Q

Consi
deremos 1a €cuacion homogénea

¢"'A¢=O
=0

en @

(22) =TEy+ "'][ (o' 1% - |ve1?)
Q

en g

$0) =4°, 47(0) =] ‘
que Ta energia

Se

tiene el sigyj
guiente resultado E(t) I (1'( |2 +|V¢(x,t)|2)dx
Y

T
eorema 2. Sea T >2R(xo). Entonces

de (22) con datos

se tiene 13 estimaciogn

(23) 1
EO ~?_/ Dv¢0(x”2+,¢](x”2:}dx<
Q -

S\Rﬂf)\ e 2

» Para toda solucign i onserva a lo largo de la trayectoria, es decir,

iniciales {¢0,¢]}eH] Q 2
0(®) xL%(2) E(t) =Ep  ¥tel0,T].

Multiplicando la ecuacidn per ¢ e integrando por

5. se obtiene facilmente

.
J o'] J (16117 - 1v0|?
e 9 g

Demostracign
\“\“ * ) . Y o .
ftima identidad se conoce como la formula de equire-

Aplicamos 13 j ;
a identidad (18) con ¢ -0, 6 -4
Y a(x) =m(x) =4 —xo. Obtenemos ‘ iﬁn de 1a energia.

Combinando (24), (25) y (26) deducimos

T 0 2
x(t)| +71e, <RlE) ‘?E‘ dz
0 = 2 3\)
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con
(28) De (30) y (32) se obtiene
X(t) =j (b‘(x t)(m(x) -
, v -1y
o $last) + = ¢(a,t)) da. X[ <& l¢‘12+R2§“01 17512
-2 28
Basta por tanto probar ; ’
que
e donde se deduce (29) eligiendo ¢ =R(xo).
(29) _ .

X(.) 0
HL°°(0,T) < R(=)E,.

tservacion 4. L.F.Ho en [31] establecid por primera vez

Para simplific -
pltificar l1a notacign omitiremos una estimacion del tipo (23) para T>T

la depen-

dencia de ¥ en . !

t.- Se tiene T, >2R(x0). Sequidamente, J.L.Lions en [54] demostrd
(30) Ix| <5j [¢" 2 1 e si T >2R(m0) se tenia

S e T e =1 | n-1.,2 :
2 m.vVe +—=
9 259 > 1%, vs>o0, 212
. Ey < C 1-?i| dz
Ademas - 0 v
Z(x")
(31) j Im.vo *Dél'¢J2 S / lmf2|V¢]2 +(n-])zl 1612 & ara una constante C>0. En [54] la constante C no se
9] 4 -
Q btenia de forma explicita ya que en la demostracion se uti

f

+ (n—])[ m.Vés. zaba un argumento de "compacidad-unicidad".
Q

Finalmente, la estimacion (23) fue demostrada por
Como

1
[Qm'VM'E/ m.v(¢2) =-g{ 52
& 0

Komornik en [35].

11.4 - E1 resultado principal.

deducimos 0 0

orema 3. Sea «x un punto cualquiera de Rn_l T>2R(x

) .

Entonces, para cada par de datos iniciales
-1

(2) existe un control v eLZ(Z(xO)) tal

(32) f Im.ve +ﬂ;l.¢]2 < 2,0 j 2
2 S RYz") | [ve)¢ 4 ({n21) _n(n-] 2
Q o 3 JTl) Q¢

< R2<w°)/ vg 2.
Q y" -4dy =0 en Q
v en  3(z0)
y:{ 0
0 en Z,.(x)
y{0) =y0, y'(0) =y]
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3= . . . . I es
Demostracign. Es una consecuencia inmediata de la aplica- datos inicial
e e A

Teorema 4. Para cada _par de - d
- {yo y1} eLZ(Q) xH"1(Q) y tcada condicidn e
3 .

. )
existe una Unica solucidon de (34) en 1

cign de HUM desarrollada en e] apartado I1.1}

y de los Teoremas 1y 2.

: 2
contorno v elL"(I)
En efecto, del Teorema 1 aplicado con f=0 y p=¢

y del Teorema 2 se deduce que si T >2R(x0) se wverifica (16), yec([0,7]; LZ(Q))H C1(ED’T]; Hh](Q)).

To cual implica que F =H8(Q) xLz(Q) Y por tanto .
.= 0 vV v} — {y,y'} es li-

F! =H_](Q) xLZ(Q). Ademds, la aplicacion {y ,y',

Z

-1 2
aeal y continua de L%(Q) xH™'(R) xL(z) en

N i T>0
0,13 LZ(Q)) xC([0,7]; H ](Q)), es decir,para cada
Hjste una constante C(T) >0 tal que

Observacion 5. Tal Y como veremos en el siguiente aparta-

do, la solucign vy =y(z,t) de (33) pertene

<

ce a la clase 1

fiy !l 1= (0,T5L2()) + vl L=(0,T;H™(2))
C(0.735 L3e))n el 0,1, Hl(a)).
+ Hy]||H_] ) + vl 3

L2(x)

0
< Myl 2 @

)

Por tanto las trazas de Yy e y' para t=T estin

| ) | icio contorno es
. ~ 6éstracion. E1 caso en que la condicion de

: i i ido.
homogénea, es decir v =0, es bien conoci

IT.5 - Soluciones d&biJes de la ecuacidon de ondas con

0 iderar
14 linealidad de la ecuacion basta por tanto conside

condiciones de contorno no homog€neas. ‘ : 0 T_o0. v £0.
caso en que y =y =0,

En este apartado estudiaremos 1a existencia, unici -
- La solucion de

dad y regularidad de ]as soluciones de

y"-Ay =0 en Q
yu_Ay =0 en Q y=v en %
(34) Yy =v en I y(0) =y'(0) =0

0 ,
y(0) =y", y'(0) =y! N
efine por el método de la transposicion.
Se tiene el siguiente resultado. ;
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Sea ¢ =6(z,t) yna solucign de la ecuacigp

' todo fet!(0,T51%(0)). La desigualdad (40) pro-
para 0 s Ly

rciona ademas la estimacign
ell_Aezf en Q <C”v”
vl , 20
h o o L (0,T;L(0))
8(T) =6'(1) =0

inui ion
Veamos que se tiene la continuidad de la soluc
on fetl(o,1; 12y

i 0s v eLZ(E)
0,T7] y(t) eLZ(Q). En efecto, aproximam
MuTtiplicando (formalmente)

integrandg Por partes se obtiene
_ EL:]
(39) / yf -[ Vs ds,
Q I

de (37). fs decip

la ecuacign (37) por ¢
e

2
i0 3C°(r))  tal que
ante una sucesion {vn}c D((0,T) (

v Lé(z).
VrI Vv en

i . Como v es
:y la solucion de (37) asociada a v,
n -

de solucign debil
Y=y(z,t) es
verifics (39) bPara todg

‘ rticular
ar, y, es regular y en pa

solucign de
(37) si y 5310

Yn eC([p,T];Lz(Q))~
feL](O,T;LZ(Q».

La estimacign (19) se aplica

ue
: Por otra parte, de (41) y (42) se deduce q
2 1as solucignes de ,

(38) gracias ,

la reversibilidad de

la ecuacign de ondas
€on respecty 4 la variable tiempo.

® 2
Yo=Y en L (0,T;L%q)).

2
Por tante e se concluye que y eC([D,T]; L (Q)).
-1 Dado
! O’T ;H (Q))'
(40) // v?dz/ <l » H?H ) < Veanos ahora que y' e ¢( [0,7]
g Y Loz) VT 2y ;

Sl )H £l

p' camos 39 cor =4 Se deduce que

36
I yg' =I VNdZ
Q X

] ¥6(x,t) es solucion de

L](O,T;Lz(n)f

De (40) se deduce que 1, aplicacign

30
f“’/ VWdZ
z

o 015 L2g)) - g,

9" -npg =g en Q
Tineal Y continya ge

8 =0 en
Deducimos asy

la existencia de Una gnie

a y eLm(O,T;Le(Q)) que verificy
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Supongames gque para todo T>0 existe c(m)
tal que
(45) 1%l s cligll ]

Para toda solucion de (44),

En estas condiciones, nuevamente por dualidad,

deduce que

(46) y'el™(0,15 1 (q))

Y la estimacion

(47) Hy'll c .
L™(0,7; ™1 (q)) * vl L2(1)

Finalmente, por densidad se obtiene

(48) y'ec([0,1]; 0 1(q)).

Basta por tanto demostrar la estimacion (45).

Este
es el objeto del siguiente Lema.
Lema 2. Para todo T>o0 existe una constante ¢ =C(T) >0
tal que
(49) || % <eMilell \
para toda solucion de (44).

37

>0 Pemostracion.

por densidad, basta con que demostremos (49)

para todo ¢ eD(Q).
Como en la demostracion del Teorema 1, aplicamos
: 1,2,y Lo
la identidad (18) con q=h donde he(C (2)) verifica
a _ ‘
h=v sobre T.
se .
Se obtiene
2
! 128 dr = - L| (divh)|ve|® +
21 By 2
z Q
+ JTJ_—-—“ L [ (6" -g')h.vo
E) x x .
ka k 2% Q
emos utilizado el hecho de que
V2 : T
[e"h.ve= %l (div h) |e"'] +{ 8 h.ve[o).
Q Q Q
Observamos que 6 =3' donde ¥ =9¢(x,t) es solu-
p" =My =g en Q
P =0 en I

P(T) =p'(T) =0.

ondas proporcionan la estimacidon

L N LA LIPS Foy
< CIIQIIL1(0,T.’H(1)(Q))

de se deduce

<

- . i5n
Resultados cldsicos de regularidad parala ecuacio
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(53) el
L0 1. ulors S Cllall [
(0,75 Hy(n)) L](O,T; HS(Q)). (w"-g)h~VW‘='%' (divh) [p" 1%+ | div(gh)u" =
Obtenemos por tanto ’ P Q
=21 2 L 2auq) + | div(gh)(sp+g)
(54) [~ 10 (ai 2 [ ah, ), " (el il o) o
: ivh) ve)24| 15 as e Q :
0 3%, Ba W’ < (
. Q =-1§ (divh)(|ap|? +2Awg)+[dfv(9h)A‘P‘
< cllgll?, ’ Q
L (0,1,
H ( H 0(2)) -% (divh)lg!2+’gdiV(9h)
abremos concluido 14
demos't ; ¢ !
bamos 7a eéstimacign rocton de 1) 51 pro-
Ahora bien,
(55) V
’/Q“’ 9')h.ve] < cll g2 _ Igdiv(gh)=l Iglzdivh+’h9"9=
L! (0,7; HO(Q)) Q Q Q
Se tiene 2

[ (8" -g’')h.ve = j o o ,
0 Q<“1’ g')h.vy' =

- (w"‘g)h.VW"+ ll_ f T
/o /Q(w 9)h.vy' |,

yocomo y" -g =py deducimos

(56) /(9"-9')h Vo [ T
M = Awh.vw'! -[ o "
Q 0 0 Q(w g)h.vy",

De (52) deducimos que

I[ AWh.VU)'l;, < C”guz
@ L0, Tsml ey

Basta por tanto astimar el

identidad (56). Tenemos

Ultimo término de

- J (divh)lg)®+ %J h.7(g >=-‘2-‘ (divh)lgl?
Q Q Q

rtanto

: I (p" -g)h.vy" =%[ (div h)(iAwI2 +2A99) +J div{g h)Ay
o Q Q

Combinando (52) y (58) se deduce facilmente que

IlQ(w"-g)h-Vw | < Cllgll SRR 1))

uwal concluye la demostracion de este Lema.

vacion 6. En J.L.Lions y E.Magenes [59] se pueden en

contrar numerosas aplicaciones del metodo

Ta E] Teorema 4 es debido a J.L.Lions [56].

ansposicion.
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Obser i0
vacion 7. Todos los resultados que hemos

se extienden a3} €Caso en

to convexo Y acotado,

gularidad de r (cf. J.L.Lions [56], cap. 1)

IT.6

- A . ,
lgunas consideraciones geométricas

1

1a ecuacian de ondas en LZ(Q) xH_](Q)

borte en subconj
njuntos de 1a frontera de la forma 0

M(z").

Es i
mportante tener ep Cuenta que en general

constituye
Y& una parte "grande" de la frontera r.

En efecto, en el caso en que

€S un cuadrado se tiene:

(1) si 2%eq, r(z0) -p

(i1) si <0 er2\5 0 i
> T(z”) =unign de dos lados consecutivos
(iii) si 0 0 i5
) Si = €r, I'(x") =ynign de tres lados,

FOI ta”to, I(-r ) CO”t'e”e a] menos dOS de 'OS CUat'O ados

de 1,

Fijados 1os 1
ados FO en los cuales el control

eJElCe).a 'a accion el g e“do X adecuadame”te pOd)EI"OSlﬂI
y

! Za e t'e"FG 2“(‘7: ) de Co”tIOIabllldad e‘zaCta‘ ‘Sl’
Si I ]’ e"g,e”do & - 2) 2 Obte”d'enos ZE(JT -

. dia
metro d =/2; si 10 )
e Q=47 5i Ty =unign

de dos ladog consecutivos,

2R(2%) =277 i

=punto

eligi 0. Varti
giendo x- = yEprtice Gpuesto obtendremos

Ty =unipg
o “union de tres lados, eligiendo xo med1i d
io el

demostradg
que Q es un abier

Sin hipotesis adicionales sobre la re

- H
e€mos demostrado la controlabilidad exacta de

con controles g S0
F(xo)

2=(0,1) x(0,1) = g2
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ZR(xO) =/5.

garto lado obtendremos

Si @ =B(0,])C:IR2 es el circulo unidad, es facil

mprobar que F(xo) contiene una semicircunferencia para

<0 eR? Ademas F(xo) — semicircunferencia si y so-

si lxol—» w, es decir, si y solo si el tiempo de contro
ilidad 2R(z") — =

En el caso en que los controles tienen su soporte

r, el tiempo de controlabilidad se minimiza toman-

0 (0,0) =centro del circulo, en cuyo caso se tiene

2], ‘:3] han

2 - C.Bardos, G.Lebeau y J.Rauch en

cas de An3lisis Microtocal. Su resultado se aplica a do
nios 0 con frontera de clase ¢ y dice lo siguiente:

exactamente controlable en

L3(ry x(0,T)) si y sélo si

4 -ecuacion de ondas es

) xH™1(0)
do rayo de luz que se propaga en
ntera segun las leyes de la optica geometrica, intersecta
t<T".

con controles en
Q y se refleja en su

en un punto no difractivo y en un tiempo

Este resultado es optimo ya que caracteriza los con

para los cuales se tiene controlabilidad exacta

con controles en L2(F0 x(0,T)).

,

Mediante este resultado se mejora sensiblemente lo

nido en el Teorema 3, en la mayoria de los casos. Por

emplo, en el caso en que Q es un circulo, se comprueba

'éxiste un tiempo T para el cual se tiene controlabili
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reccion para el caso en que el soporte del control esta

dad exacta con
controles a ggo
porte en un subconi :
: Junto cual-
Q (cf. apartado I1I.5).

quie de r
que COntenga .
una : .
semicircunferencia. Tambign
contenido en un subconjunto de

sSe (}bSe)Va que se p
uede CO”t)O]a' exactall)e te con COlIth’ES

a soporte en 4] )
gunas regiones con N R
sti
tuidas de treg partes 11.7 E1 caso de los coeficientes variables en dimen-

sion n =1.

disjunt

as y que : .
q No contienen ninguna semicircunferencia

Consideremos lasiguiente ecuacion de ondas con coe

3 - a] como 'lell ncion n e' ad rt 0
y 0sS me C‘O ado e pa ad .I

II.', el leO)ema de H “g
o] rer e Y q I (== ¢ S b‘
e as gu a ue dado 0 u e ! .

co Junto ab'e to cua quie a, existe I l I Q tal que

para todo T > ifi
TO Se verifica el resultado de unicidad (9)
Por t i |
| ante, aplicando HUM, deducimos que si To>T
a8 ecuacion >
de ondas es exactamente controlable con cont X
ntro

1

ies en L (]o X(O,,)) y pala datOS lll]Cla'eS [.Y ay ] ta

les que
y9‘y}€F'

dOllde F = I Sz,') es yr e aci de “"be't que a p' tori
( O: Sp cio

depende de FO’ Q y 1.
3a0>0: a(z) 23, Ve ef.

La controlabilidad exacta de esta ecuacion es un

En el
el Teorema 3 hemos demostrado que si T, =r(
X
Se dispone de

0=

z itonces F=H (Q) XIZ( ).
Tema que todavia no es bien entendido.

Por otra parte 1
s 0s resul do d
ta S e ZJ, 3] pro- siguientes resultados parciales
9 :

Porcionan una cara ; -
cterizaci .
on de los conjuntos g ¥ los va :
) {a) Si @ es de frontera C° y aeC”(Q) 1los resul-

]
ores de T para los cuales F =H8(Q) xL2(2)
os de C.Bardos, G.Lebeau y J.Rauch mencionados enel apar

“anterior se aplican también en este caso Yy caracteri-

Sin emb
argo, la caracterizacign (u obtencion de in
de I y los valores de

por tanto los subconjuntos T,
cuales (59) es exactamente
L2(ry x (0,7)).

10’llaci0n i ] 1 F
es UtT]eS y mane.ab]es) de] espaC‘O en e] r |ab e
caso en
en que SabemOS que no Coincid
e con ”O(Q) XL (Q) es un plO ara
Ont 0

blema abierto .
. Existe
N resultados de A.Haraux [25] en
et )VXH_](Q), con controles en
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(b}  V.Kom i
ornik en [37] observs que el método de multi
"—

pllcadOIES Utl] ZadO en '05 ¥ dO a”tel 10
apa ta S res se ap"Ca
S a _—a(x Ver-,f] 'a h t d ion I sv1 Ulente
) ca potesis a ciona g

(62) 36>03(]‘5)Mx)- iﬂLiEiQ:ﬂ£l 0
P) 2

bservacion 8. Se tiene el mismo resultado cuando el con-

trol actua en el extremoc =z =1, es decir,

¢uando consideramos las condiciones de contorno

rees. y(0,t) =03 y(1,t) =v(t) Vte(0,T).

BajO la hipateSiS (

62) se tiene ] L
exacta en LZ(Q) XH_](Q) a controlabilidad

En el caso en que el control actua simultaneamente

con controles en LZ(F(xO)x (0,T)
suficientemente grande. |

para T >0 n ambos extremos del intervalo, es decir, cuando se tienen

sndiciones de contorno del tipo

Sin emba
90, el caso general permanece abiertg
o _ y(0,t) =v(t); y(1,t) =w(t) Vte(0,T)
este apartado es demostrar 1a cont
ro

Tabilidad e
xacta en el caso g P14 ; ]
e ; ;= trolabilidad exacta tiene 1 ar T>—— con con
una dimensidn espacial contro ugar para — n

oles v(t), w(t) eL?(0,T). °0
'

Sea por tanto emostracion. H.U.M. se adapta facilmente a 1la ecuacion

Q=
(0.1)eR y consideremos la ecua

cron (63). E1 problema se reduce a obtener la es
( macion
y" - (a(x)y ) =0 T
* en Q@ =(0,1) x(0,T) 0.2 12 )
(63) Y(0,t) =v(t) 16%112,  wllel 11, < cf e 0,0)]%
” Para te(0,T) HO(Q) L7(Q) 0
y ,t =
oo para te(0,T) .
y(0) =0 y(0) =y “1as soluciones de
* :y
i ; " -(a =0 en (0,1) x{0,7
Se tiene e] Siguiente resultado ’ ( (x)¢x)x ( P )
$(0,t) =¢(V,t} =0 ¥t e (0,T)
Teo '
et 5(0) =4%, ¢'(0) =o'

S
upongamos que a eC]([b,1]) es tal
2-bongamos que =2 _tal que

- que (61)
Se verifica. Entonces, si T > 2

s pa
%y 7 eL2(0,1) xp-] g HEEE
P (0,1) existe un _contprol

‘como notamos -en la Observacion 2, la desigualdad

4 se extiende facilmente a ecuaciones con coeficientes

=v(t) el?(0 /
(0,T)  ta que _1a solucian de bles en cualquier dimension n.

T de (63) verifica (2).
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Para demostrar 1a desigualdad inversa definimos el
funcional

T-ax ) T-oux )
i . a_(x)]¢_(x,t)|°dt+¢'(z,t)0 (x,t) o
(66) F(x)=%] U0 (=) 12 v () g (ot) Byt e,
o
ax 2
22T (e (mt) P rale) e (. t) T
con a:—l._‘ 2 )
73

t=ox,T-ox

T 2
-1 a_(z)]o_(x,t)]|"dt
< B x
Observese que : B

;
(67) F(0) a—(ﬂ[ l9,(0.) | %at.
0

Calculemos 1a derivada de F.

(68) F'(x) =‘Lﬁ§xﬂ=

a 2
1,1 2, 00 (2,0)19) <
. ——(|¢ (x,t) ] 2 Tz
e a_(=) , 1" (s, t) 0 (x,t) ] et
- {¢'(x,t)¢;(x,t) 3 xz [, (,t) ] +a(x)¢x(x’t)¢xx(x’t)} -
oxr

- ¢) x,t +alx (1) .’Et Yt € O,I ’ !1;c€(0,1).
(l l( > )l ( )Ix( 3 )| )’
2
{, '(’)’ a( )’(b(x!t),}.
x 2

t=ox,T-axr

De (69) deducimos
Ahora bien, como

IIall
Ita,ll T-ose (0.1
dt <
T-az Fix) 5____2a_'E)_M a(z) |6 (=,t) | dt < o
j ¢'(xat)¢é(x,t)dt = "
- tanto
‘ : por tan
T-ax - ' N
o E e (=) dt v 4 (2, t) g (a,1) Il = e
M ‘" ) ax L7(0,1) L0
%0 F(0)< e 0 F(0), ¥z e (0,)

deducimosv ) <o <

btenemos
Integrando {71) con respecto a <« e(0,1) o

Haxll
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p .
or ultimo, como T > 20 =2 observamos
que

1
Fla)dx
0

combinado io
con la conservacion de la energia

1

T-a.,] ay
— ( ' 2
qu ]0 [6'(z,t)] +a(x)]¢x(x’t)lz}dxdt 5[

lo cual,

1
2 0 t¢ (x,t)] +a(m),¢x(x,t)[2}dx =E(0)

Proporciona la estimacign

lall
] | L7(0,1)
2 a
(73) [O{ldb {z)] +a(x)l¢£(x)!2}dxf 2e i F(0) =
(T - 2a)
lall
L7(0,1)

4

(T - 2a) 0

Observacion 9.

E1 Teorema 4 siegue siendo

a=a(x) es una funcion ¢!

verifica (61),

72

0 -
bservacion 10. pe (69) se deduce que si a

a(zx) es
funcion mondtona no decreciente

F'{(z) <0 Ve e (0,1)

e
N cuyo caso la constante de 1a estimacion (64)
de [la_||

L7(0,1)

Sin emb i =
argo, si a =a(x) eC1(IR)n Lw(IR) es una fun

e . .
cion no H)“()tolla que verif 1Ca a(.‘L‘) >a >.” vx € R Se ()I)Se"
0 I Py

.
) ——________‘—'Ja(O)N%(O.UIZd

valido cuando

a trozos que

una

no depende

49

¢a que la constante CE de la estimacion (64) <correspon-

: ‘ c
del orden de C_-~e /e cuando e— 0.

€

Un problema abierto importante en el contexto de

& controlabilidad exacta y la homogeneizacion consiste en
aber si se pueden obtener estimaciones del tipo (64) con

onstantes C_ para ecuaciones del

uniformemente acotadas
yo (74) con coeficientes oscilantes.

Observese que el tiempo de controlabilidad exacta
tenido depende Unicamente de 1a constante de coercividad

y es por tanto uniforme para problemas del tipo (74).
A
11.8 - Comentarios
0
T>2R{(xz" ), para

1. Del Teorema 3 se deduce gque si

ﬁa {yo,y]} eLZ(Q) xH'](Q) el conjunto de controles admi
Bles

8) U = (v el?(x(z?)): y solucidn de (33) verifica (2)}
‘ ad .

tiene una infinidad de elementos.

En efecto, sea €>0 tal que T-¢ >2R(x0). Dado

Lz(r(xo) x(0,e)) resolvemos la ecuacion
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yll "Ay =O
e -
N 2x(0,e) Se demuestra que el problema de minimizacion (79)
75 W 0 - .
(75) y ={; en I'(z") x(0,¢) aﬂmite una dnica solucion que es el control obtenido en el

0
e
N Tu(e”) x(0,e) orema 3 y proporcionado por H.U.M.

y(0) =0, yH(0) =y!
£1 método HUM proporciona sistematicamente el con

Del Teorema 4 se deduce que trol optimo en las diversas situaciones en las que se apli-

(c.f. J.L. Lions [56], Capitulo VIII).

(76) 2

Ye=v(e) el(a), yl <y (e) enT(ay.

Como T -¢ >2R(xo) 2. En este capTtulo hemos considerado Unicamente

s el Teorema 4 asegura

| la exis-
tencia de eLZ(P(xO) x(e,T))

tal que Ta solucign de ndiciones de contorno de tipo Dirichlet. Tanto HUM como
¢ tBcnicas de multiplicadores utilizadas se adaptan al caso

en o x(e,T)

(77) y :{u en F(IO) x(e,T)
en F*(xo) x(e,T)

Yas condiciones de contorno de Neumann o las condiciones
ontorno mixtas Dirichlet-Neumann (cf. J.L. Lions [56]
Ttulo II1). En el caso de las condiciones de contorno
ﬁas, las singularidades que las soluciones presentan conm

verifi : ~ R
ifique (2). 4n considerablemente la situacion. En particular algu-

Concluimos por tanto que de las formulas de integracion por partes que hemos uti

’d en la aplicacion de los multiplicadores no son cier-

P. Grisvard en [21]), [22] demostrd que si bien no se

(78) v={w en F(IIIO)X(O’E)

0
U en TI(xz”) x(e,T) enen las identidades habituales, si se tienen las desi-

pertence a | ades necesarias para obtener las estimaciones a priori

es un elemento cualquie

d+ Observese que w
) das.

a
ra de Lz(r(xo
i ' e ecni t d . dos, G.
Habiendo observado que U, contiene una infini También las técnicas y resultados de C. Bardos, G
dad . -
de elementos 1a Siguiente cuestion se plantea

natural:

wy J. Rauch [2], [3] se adaptan al caso de condiciones

de for P
me torno de tipo Neumann.

EX Ste un Cont’ol OptHIO v €U ’ de manera que

(79) v = min |u]?

2 0 ; : . )
L5 3. En todo este capitulo hemos supuesto la regula
CE)uwen, g () ‘

2n

del dominiec 9 {(obien la convexidad). Estas hipo
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Donato y E. Zuazua [13] y [14].

tesis py ...
pueden sep debilitadas considerable
mente (cf. p. do en D. Cioranescu, P.

vard [20] y [22])
E1 metodo HUM y las técnicas de multiplicadores

4. Hemos . 6.
estuadiado Ta Controlabili : o _ o
L7(a) xH (2). HuM y lidad en “adaptan tambi€n al estudio de la controlabilidad exacta
as tecnicas de '
Ser adaptadops Para trabaj multiplicadores Pueden ecuaciones de placas vibrantes del tipo
lor se 4 abajar en otpgg espacios. fp particy
emuestr : = o
a que si Jg¢ datos iniciales perte Y +A2y -0 en 8x(0.1)
necen g
[56],

on diversas condiciones de contorno (cf. J.L. Lions

1
0 (2) entonce
s el control puede ser hallade en
Lagnese y J.L. Lions [47] y las bibliografias

1
Ha(0,7;L° 0
] s iy (F .
(7)), Es decir, se pryeba que a d Co
atos inicia- pitulo IV, J.

Tes mas regqyi
. gulares corresponden controles mas :
Mmismo, se puede ¢ L . .
- i emostrar 13 controlabilidad exact
(R) x (H (2)n H’(ﬂ))v . cta en La diferencia fundamental que estos modelos presen
0 mediante controles en (HI(O T'Lz(r 0 » -
LT (27)))) ‘con respecto a la ecuacion de ondas es que, debido a la

(cf. a.L Li
Sehe blons [56], CapTiy)
9 oI)‘
cidad infinita de propagacion, se tiene controlabilidad

acta en un tiempo arbitrariamente pequefio.

sido demostrados por E.

5. E1 problem
a de g
la controlabilidag exacta bajo .
' Resultados analogas han

Perturbaciones (si
ngulares, de . .
dominio, coeficientes ripida
- chtyngier [60] para la ecuacion de Schrddinger.

de controlabilidad

mente O0scilantes .
s+++) ha sido abordado por 4| Lions e

L. n

se tienen resultados

Asimismo,
ta para el sistema de elasticidad (cf. J.L. Lions |56],
(cf. J. Lagne

ls; . Se t’ata de un tel"a en ] ex1 te” IIUIlleIOSOS plO-
e que X1s

blemas abiert
o (cf. [37])
tulo IV) y para las ecuaciones de Maxwell

E1 problema ¢
ccuscizn g e la controlabilidad exacta de 1,
n L :
€ ondas semilineal pa sido estudiad : 45] y 0. Nalin [64]).
0 en k. Zuazua’ i v
Li y J.L. Lions [19] se ha

[72], [73]
’ y [74] en 4
] onde se resyelve of problema para pep
) 7. En R. Glowinski, C.H.

turbaciones
globalmente [ j i
pschitz, -
ET problema esta abierto
arrollado un método numérico efectivo para el estudio de

en el caso en
que el tarmin ;
0 no lin .
eal es superlinea] en el
rolabilidad exacta de la ecuacidon de ondas.

infinito (vease
-Zuazua [80]
Para un caso partic
ular en dimensiz
on 1)

8. En G. Lebeau [52] se demuestra que la condicion

ET probi
eéma. de 1a controlabilidad éxacta para 1
a
ontrol geométrico sobre PO‘:F es suficiente para que

. ’ ' .'. .' ’ Y .0 ~ l ' .I
:

...
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a Jante, no se tendra
idad frontera y como veremos mas ade s ) |

1a ecuacion de placas (80)y 1a ecuacisn de Schrédinger sean
na respuesta positiva a este problema mas que cuando w ve

exactamente controlables (en espacios de Sobolev) con con- o
fique algunas propriedades geometricas.

2
troles en L°(ry x(0,T)) con T>0 arbitrariamente peque- |
La adaptacion de HUM a este problema es la siguien

(¢0,¢]} eD(Q) xD(R) resolvemos

ITI - CONTROLABILIDAD INTERNA DE LA ECUACION DE ONDAS LINEA Dados
ITI.1 - Descripcion de HUM ¢" -4 =0 en @
: . } b)
Tal y como hemos mencionado en el capitulo I, e : g ¢ =0 1 °"
: 0

problema de la controlabi'idad exacta interna de la ecuacio $(0) =4, ¢$'(0) =¢

de ondas 11 1 igui
Tneal puede formularse de la siguiente forma. Sequidamente resolvemos el problema

Sea w un subzonjunto abierto no vacio de Q y

consideremos la ecuacion de ondas
y =0 en I
y" - Ay =th en Q y(T) =y'(T) =0
(1) y =0 en %

0 ' Definimos el operador

y(0) =y°, y'(0) =y!
0 1 . _

donde Xw denota la funcion caracteristica de w. Ao, 0"y = (y'(0),-y(0)).

Plproblems consiste en hallar T>0 tal que para Multiplicando la ecuacion (4) por ¢ e integrando

todo par de datos iniciales {yO,yl} eHé(Q) XLZ(Q) exista yartes se obtiene

un control hel?(wx(0,T)) tal que Ta solucion de (1) ve . T )
ifi | ante® 01,0001 > = | | lo]%dadt,

rifique .

(2) y(T) =y'(7) =0. Supongamos que se tiene el siguiente resultado de

: ad
Nos interesamos por tanto a la controlabilidad e

Hg(n) xLZ(Q) con controles en Lz(m x(0,T)).

Tal como ocurria en el problema de la controlabi
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Entonces E] Teorema de Holmgren asegura que dado un subcon
T . . . .
nto abierto no vacio cualquiera de Q, existe T Y
o 6% 0T = | 112a0ar) 72 A e ot
0w tal que si T >T0(w,Q) el principio de unicidad (7) se ve

define una norma en 0(Q) xo(qa) ifica.

Por tanto'hemos demostrado que si T >T0(w,Q) Ta

Sea
(9) F =espacio de Hilp cuacion (1) esvexactamente controlable en el espacio de los
\Eft completado de D(gq) xD(Q) con atos iniciales tales que {y]’-yO} eF' con controies
respecto a la norma || e ')éLz(w x (0,T)).

De (6) se deduce que 2 E1 problema se reduce a obtener condiciones sufi-

se extiende de manera {nij

ca a un isg " 3/
morfismo de F ientes sobre w y T para que

en F',

1

Por tanto, d 01
ados  {y",y") Fr=L%(0) xHi(9)

tales que

10 :
{y s-y"Yer v equivalentemente

existe un Gnico par

0 -
(67,0} eF solucign de F =L2(Q) xH-1(Q).

(10) 0 1 !
= 0
AMo™.07) = 1y sy Basta por tanto demostrar la existencia de constan
E1 control c>0, C>0 tales que
: T
‘ 0 ,1y,2
b= yoelte®o 112, < || lelfasdt <l 600305,
g L7(Q) x H () 0w LY(R)xH ' (Q)
donde ¢ es la solucig
ucion de ( v(o?,0") eD(0) xD(2).

3) con datos iniciales que v

rifi
can (10) responde a 1a cuestion ya que 1a solucion de

(4) verifica Es bien sabido que

. 0 1
< Cll{e .4}
[l ol < Cll{¢" .9 ||L2(

o .
¥(0) =y~, y'(0o) =y!. Lw(O,T;LZ(Q)) Q) xH ()

Por construccig
cron donde se deduce la segunda de las desigualdades de {11).

h eLz(w x(0,T)).
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Falta por demost. ar una desigualdad inversa de 1la

si T >T(x0) =2K(xo) existe una constante
forma c(T) >0 tal que 2 . 2 |
| dxedt
R T | 13 H¢°sz + H¢‘HH_1(Q)5 C‘ { 11" da
(12) e ey )1, -1 < C/ 16 12dzdt 13) 2o i
L7(Q) xH™ () ol | v ‘

-1
0 4vy eL?(a) xH ' (Q).
toda solucion de (3) con datos (6,6 } el (Q)
To cual seri e] objeto del praximo apartado. ira to

IT1.2 - La desigualdad

emostracion. .
inversa. . iene la estimacion
s que se tien
0 . - Etapa 1. Supongamos 4 T
Sea =z eR y consideremos la particign de la fron ? 1|l2 < C |¢'|2dxdt
) : 0 1) :
0 , . . g +

tera {r(z ),F*(xo)} Introducida en el capitylo anterior, 4) e llHé(Q) LZ(Q) 0’w

Diremos que wegq €s un entorno de F(xo) st exis

te un conjunto abierto

. . 3y,
R veamos que (14) implica (13)
: | que - . * s
Dados {¢0,¢]} eLZ(Q) x H ](Q) definimo
.0
MNz") <o |
X eHé(Q), -AX =6 en .
Yy
w=0Qn08,

rtir ) rr diente
A partir de la solucion ¢ de (3) correspon

“Tos datos {¢0,¢]} definimis
p(t) =| o(s)ds +X.
0

= verifica
Se comprueba facilmente que ¥ =y(z,t)

p" -y =0 en Q

Y =3 en X

RY

p(0) =X, v'(0) =¢
Teorema 1.

Sea
T ————

£ un dominio acotado de R"

r -—dw CZ. Sea

= xoeR Yy wef u
torno de p(mo)‘

de frontera
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Aplicando (14) a obtenemos . i 0
(18) 2 T (1) a{x.t) =v(x) V(z,t) el(z") x(e,T-¢)
0,2
1y g #1112, CJ lo 1 2dzadt < (11) a(z,t).v(z) >0 V(z.t) €T x (0,T)
0 L™(Q) 0 = (22)
w (iii) q(x,0) =q(z,T) =0 Vzeq

(iv) q(z,t) =0 V(z,t) € (2\w) x (0,T).

T
< C[ j ,¢’2dmdt
0

. )
ya que y' =¢, E1 campo g puede elegirse de la siguiente forma:

De (18 i
(18) se obtiene (13) pyesto que q{z,t) =h{z)n(t)

(19 C . 1
) 3 >0: ”¢ ”H ’onde neC‘([O,T:]) verifica

-1 < C”X”Hé V¢]€H—](Q),

(2)
Seguidamente demost ‘ ’ _ _
r | | n(0) =n(T) =0
. aremos (14) en varias etapas. (23) ({
n(t) =1 Vt e (e,T-g)

Etapa
p 2. En el Teorema 2 del CapTtulo I hemos demos «

trado que si T >T(x0) h(x) e(w]’m(ﬂ))n satisface

=
[

existe - =C(T) >0 +tal que

20 -] 0 T
(20) 2[ [17s (212 + 072124 < ¢ EITE
9 "ol Lo - (29) h.v>0 en T

Vv

Su
pongamos que T >0 eg tal que existe e> 0 par

&ease J.L. Lions [56], CapTtulo I, seccion 3.1 para Ta cons
ruccion del campo vectorial h).

nes er 'a vay 'ab'e tIEHIpo y de 'a COHSElvaCIOII de la E’e'g' ( )

deducimos

T-¢
(21) Eoij J 202,
e F( 0 EAY )
z”)

Consi .
nsideramos un campo vectorial Q=Q(x,t)e(w1570))"

o 1 obtenemos

T-¢e 2
25) ll J 12&1] dx
Y
T{x")

tA

2
€

A

:
c{ J (1612 + |ve|?) dedt

tal que
0w

nde C es una constante positiva que depende de

(2 t) 1 7w -
W (Q)
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La estimacion (25 valida para todo T T(x
es p tol
. ) 1i ‘ > T O) Multipli 1 i (3) i
Por tanto, si e g e€s tal que T -2¢>» (™) por el ar
. bl g

ment il i
0 utilizado anteriormente Y combinando (21) y (25

jor partes obtenemos la identidad

cimos que ) dedy,

T-¢
(26) Eogcj [ []¢']2+]v¢]2]dxdt.
€ w

T
2) J pIV¢l2=J pl¢'!2-J p¢'¢| +f p'¢'¢-J Up. Vo
Q Q 2 0 Q Q

Combinando (29) y (32) se obtiene

3) J0p|v¢|2dxdt5[;j'w{|¢‘ |2 + l¢|2]dacdt + UQVp.VM)‘

r ~
tapa 3. Sea & un entorno de F(xo)

tal
( que Por otra parte
27) =
iucw 1 2 1( lvpl?,, 2
|JQ\7p‘\7¢¢>l s;JQplwl +EIQJ—"§—L—I¢I -
Com PR —
0 (26) es vzlida para todo entorno u de r(xo
se tiene De (33), (34) se obtiene, utilizando (29},
T-e T- T
(28) € 2 12 :
fosel | [101% 4 10517 gwot. [ imePaear e [ [1o1% s 1617 dsar.
e Jg
S . Combinando (28) y (35) obtenemos
e = o
@ P=pla.t) eW °7(Q), p>0 tal que T
- Eogcj J ]¢'|2dxdt+CJ [¢]2dzdt.
1 .
Plast) =1 V(i) €3 x (e,T-¢) o ’
i -
(29) (i1) p(z,t) =0 V(x,t) e (MNw) x(0,T) _
(i11) p(a 0) =p(x,T) =0 ’ Etapa 4. La demostracion de (14) (y por tanto del
] = Xy = VCI:GQ
. 2 teorema) estara concluida si probamos 1la
(1v) JXRLELOO(Q)‘
P istencia de C=C(T) >0 tal que
La funcign . 2 T 5
P puede elegirse de 1a forma J ¢ “dzdt 5C[ I ¢’ ] dxdt
Q 0/w
(30) -
Pla,t) =02(x)n(t) toda solucion de (3).

1 . ;
donde necC ([0,7]) verifica (23) y o ew]’m(g) satisfach Procedemos por reduccion al ‘absurdo. S$i (37) no se
¢

(31) {p(x)“ Ve eq

D(x) =O V"L' GQ\UJ,

ifica, existe una sucesion {¢n} de soluciones de (3)
~‘corresponde a datos iniciales {¢g,¢l} CHé(Q) xLZ(Q)




Como T >T(x0) >didmetro de @, por el Teorema de

2
fQ'(an d.’L‘dt:] anIN

mgren se deduce que

(39)

T
1 2
fofw,¢n’ dzdt—0 cuando n-w,

Yy =0 en Q

De (36
rotas (] J» (38) ¥ (39) se deduce que 60,07 / _
ada en H,(n) XLZ(Q) n*¥n est decir

Y por tanto

( C) [d) J eSta aCOtada en Q .
n ( )

¢ una solucign estacionaria de (3) y por tanto, necesaria-

De (40)
H](Q ) y de 1a compacidad de
)=L%(Q) se deduce que

la inyeccion

(41) (¢}

es r i
n relativamente compacta en LZ(Q) o cual contradice (45).

Extr
ayendo una Subsucesign adecuada

mos denotando mediante {¢ 1} (que seguire
n

111.3 - E1 resultado principal.

para simplificar 1a notaciaon)

deducimos que
n

de frontera

2. Sea 9 un dominio acotado de R

I de clase ¢?. sea 20 eR" y weQ un en-

(42) b s
n

debilmente en H](Q)

r(z0).

(43) ‘

n ¢ fuertemente en LZ(Q)
. 0

).

Supongamos que T >T(x0) = 2R(=z

ET 1Tmite ¢ =¢(x,t)

es solucion de :
(3) ypor otra Entonces, para cada par de datos iniciales

parte, por (38), (39), (42) , (43)

satisface

{yo,y]} eHé(Q) xLZ(Q) existe un control h eLz(w x{0,7))tal

44
{(44) ¢'=0 en x(0,T) e la solucion de (1) satisface (2).
(o) sl , -1, ‘
L7(Q) Demostraciﬁn. Es una consecuencia inmediata de la adapta-
| La funcion =¢' es tambiem solucis cign de HUM desarrollada en el apartado II1.1
satisface onode () de 1a estimacion (13), la cual imptica que el espacio de
(46) Hilbert F construido coincide con LZ(Q) xH-](Q) modulo

v =0 en
wx(0,T). na equivalencia de normas.
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(a(=)b,) =0 en (0.1) X (0.T)
¢n_ alx z) .=
IIT.4 - E1 caso de jos coeficientes variables en di z bara te(0.T)
mension p =1, 0) d(0,t) =¢(1,t) =0
mension n

Consideremos ahora 1la ecuacion de ondas siguient

con coeficientes variables en una dimension espacial:

stracian
Procediendo como en la etapa 1 de la demo

ia de
" ' 49) es consecuencia
Y -(a(ac).Vac)gc =hx, en Qx(0,7T) de1 Teorema 1 se observa que (49) s
? 2I¢'|2dxdt.
(47) Y(0,t) =y(1,t) =0 para te(0,T) : 116012 RITIRNT , <
(51) i 200) .

0°¢4
¥(=2.0) =y%a), yi(a,0) =y () °

Demostraremos (51) en varias etapas.
on g=0.) Yy w=(ey,e,) <.

. - - s acion de la
Combinando 1as tecnicas de 1a seccion anterior con Etapa 1. E1 metodo utilizado enla demostr

e - rmite pro-
las del I1.7 se obtiene o] siguiente resultado. estimacion (64) del Capitulo I pe

iera, Si
bar con facilidad que dado & € [0,1] cualquier

Teorema 3. Supongamos que 3 ew]’”(o,l) verifica
———————= 2lPpongamos que L=zrfirica

T >..‘2_€
{52) ay
(48) afx) 23>0 Yz € (0,1),
ﬂ,] 1-2 ntonces . T +{x—€!

Entonces, si T s2p con R =R(£,,£,) =max (—, Vap 2

R —— — e /36' vaq 53) J J 0 [|¢’]2 +a(x)|¢x! dzdt <
Para cada par de datos iniciales {yo,y]} eH&(O,]) xL2(0,1) ( 0 %52

a a
existe un control h eLz((K],ﬂz) x(0,T)) tal que 1a solucion T 0 ;
—275%€ un control :
Yy =y(z,t) de (47) verifici (2). < CI [|¢'(g,t)|2 +a(5)|¢x(€,t)| ]dt.
0

Demostracion. Aplicando HUM, el problema se reduce a obte- De manera analoga, si
—=TYstracion

ner la estimacign

e T 22
(49) P, el 2, sc” o1 2dzdt
L4(Q) Ho () o)e,

Para las solucignes de la ecuacidn homogénea

>—g— 1-¢)
(54) T /53(

entonces
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] 7. (z-€) . o
(55) j EE_[' De (57), (58) se obtiene facilmente que
- ,¢'lz+a(x),¢ 2 dedt < : ! ‘
e oot 59) <T-2_R>‘ (141217 + a1 1620211 e -
0 ‘ 0
T-R¢1
- [ria012 2
-[ ‘[|¢ | +a(x)|¢x| ]dxdtg
0

R

.
< C !
< [O[lcb (a,t)!z+a<a)l¢x(£,t)12]dt-
Tl
2r 2
sc[ [ [1o117 +at=) 1o, Jamet {
072, E

La constante ¢
de Tas estimaci ,
ciones (53) y (55) d :
epende cg

tinuamente de ¢ y T
. equivatentemente

Como T >2R, existe ¢ >0 tal que
(56) 2
T>-% , 02 12
Sy~ max(fy+e,l v -2,). 60) e~ 1l 4 s 1T, <
0 . Hg(0,1) L=(a)

De (56 i
(56) deducimos que (53) se verifica , Tt 2 2
para tode <C [l¢" va(z)le,l ]dxdt.
0 K]

Ee(l,,2
1> *€) 'y (55) para todo Ec(L,-c.2,). Int ,
22 ntegrando
La estimacion (60) es valida para todo

la desigualdad (
53) (resp. (55 :
)) con respecto a £ ¢ (£).8, + )
siempre y cuando T>2R(£1,sz

Etapa 2.

(resp.
P. con respecto a ¢ 6(22 -e,zz)) deducimos
que
(f_] ,[_Z)C(O;’I)

B (x—ﬁ])
1
(57) ag" .
0 fl-x [’¢']2 +a(x),¢xl?]dxdt . ‘omando ¢ >0 suficientemente pegueno se tiene
/EE T -2¢ >2R(£] -e,lz -e)
'a
Torte por lo tanto
<C 2
o) [Wl +a(x)’¢x]2]dxdt - .
, 1 61) e 117y + el <
(z-2,) Hg(0,1) L(0,1)
-
T T 2’ T-ely-e
(58) [ I "3 Dwg ; ch { [|¢-\2+a(x)1¢m12]dxdt.
e, x-£2 +a(x)l¢x[ ]dxdt < e JRyte -
Yag
T lg E1 argumento de la etapa 3 de la demostracion del
<c D¢-,2+ 7 :
ol e a(x)f¢xl ]drdt, Teorema 1 permite probar con facilidad que
-€

2
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T-e b, -¢
2 2
(62) j [ a(z)]¢x! dedt <
€ E]+s
T,
2 2 2
SCH lo" [%dzdt + ¢ o] ;
0’¢, L7(Q)
Combinando (61) y (62) deducimos
2
(63) 11691, SIEUT <
Hg(0,T1) L™(0,1)
T2
2 2 2
SCH [ [“dedt +C|] | > .
ole, L)
Basta por tanto con probar
Tl
2 2 2
(64) lHell® < [6']°dzdt.
] £,
Etapa 3. para demostrar (64) procedemos por reduccion

al absurdo como en la etapa 4 de 13 demos-

traciaon del Teorema 1.

Si (64) no se verifica, se demuestra laexistencia

de una 50']UC1~5n

¢ =¢(x,t) de (50) tal que
(65) Well , =1
L(q)
(66) ' (x,t) =0 y(z,t) €(£y,2,) x(0,1).
Por tanto, Y=0¢' es una solucion de (50) que sa-
tisface
(67) vec([0,77502(0,1))
[ T R

71

v=0 -en (11,12) x{0,T).

De (68) se sigue que

y' =0 en (K],lz) x(0,T)

i ncluir que
16 cual combinado con (67) y (63) permite co

2
! 0,1
§(0) eHI(0,1) .3 (0) eL5(0,1)
y por tanto

2
(69) v ec([0,TIHh(0,1))n ¢'([0,T]5L5(0.1)) -

CO 10 w pel tenece a a Clase (69) (IO Cual 10 Sé

‘Sab a a p‘ oY DO) sey q) ‘¢ ‘a e timaci 1€ 53’ 55

567 se deduce gue
se aplican a ¥ y de (68 s

plx,t) =0 V{z,t) €(0,1) x (R,T-R}

.
y por conservacion de la energia

0.

¥

por tanto, ¢ =¢(x) €5 una solucion

de (50) que satisface

1
“(a(z)s ) =0 en (0,1),6 eHg(0,1)

T x

¥ = lo cual
pero entonces necgsariamente ¢ =0,

(65).

estacionaria

contradice
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I11.5 - Comentarigs

1.

a partir d
€ un resultado de controlabilidad f
r

ba’do un Si“ple Y
esu]tad r 19} 1
, ( 0 de eg ]ar'dad

]eS ]0
CaIJZadOS er un e t()H() de
a IlOlltEla.

Este ti
tipo de argumentos se extiende

e€cuaciones i
¢on coeficientes variables del tj
ipo:

y* -div(a(z)vy) =h x
y=0 "

(70) o

en I
y(0) =y0,yr(0) oy

c [
on aekl (2) tal que

(71)
Mx)3a0>0 Yz eq.
Supongamos que

la frontera
. I vy TO >0 es tal que para tdd
tiene la estimacign O

2

(72) 16%112,
dn

+ 12
Ho(2) e ”LZ(Q) : C[Z

con I, =Ty x(0,T),

39
v

¢]
Para toda solucign de

¢" -div(a(z)ve) =0 en Q

(73) $ =0

en I
9(0) =40;67(0) =47,

Se de i
muestra el siguiente resultado:

Yy
la l como emos v t ¥ l
sto e oS ]eole"as '

ontera y prb

) e (estimaciones (25
ienen resultados de controlabilidad
ad con co

facilmente

T
0<=T es un subconjunto abierto d

73

n
de frontera

Teorema 4. Sea & un dominio acotado de R
T

de clase ¢, sean Tl ¥ Ty >0 tales

que para todo T>T, se verifique la estimacion (72).

Sea ® un entorno de T, en Q. Entonces, si

22T ———

> Ty, para todo par de datos iniciales {yo,y]}eHé(Q)XLZ(Q)

nty
xiste un control h eLZ(w x (0,7)) tal aque la soluciodn

y-=y(x,t) de (70) satisface (2).

1dea de la demostracion.

HUM reduce la demostracion de este ‘teorema a la
gbtencion de la estimacion (13) para las soluciones de (73).
Como en la etapa 1 de la demostracion del Teorema 1
se observa que basta con probar (14).

Los argumentos de las etapas 2 y 3 de la demostra-
i5n del Teorema 1 permiten obtener con facilidad (36).

Por tanto, el problema se reduce nuevamente a 1a
emostracion de (37).

£1 argumento de la etapa 4 de la demostracion del
Teorema 1 no se aplica literalmente en este caso pues el
Teorema de Holmgren solo es vilido para ecuaciones con coe-
‘ficientes analiticos.

Existen sin embargo dos métodos alternativos de de

@ostracion de (37) que si se aplican en el caso que nos ocu

(a) E1 método introducido por V.Komornik [36], basado

1a utilizacion de series de Fourier no armonicas. Este
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metodo se . . _
N aplica Sistematicamente en ecuacion : g

cion del tipo es de evolu - - G.Lebeau y J.Rauch [2]).

En realidad, los métodos de [2] pueden ser directa

" +

! A¢ mente aplicados en el estudio de 1la controlabilidad exacta

interna de (70). Se demuestra que (70) es exactamente con-

trolable en Hé(Q) xLZ(Q) con controles en Lz(w x (0,T)) si

T>0 son tales que "todo rayo que se propaga en £

donde A es u 0perad0) e Ipt'
co de 0)d8”> 2 Y pe ite

absorber terminos de orden

po (36).

; . .
nferior en estimaciones del ti-
wCQ .y

'y se refleja en su frontera pasa por O en un tiempo t<T"

( ) L .
b 0s algUle! tOS de C.Ba’dos, G.Lebeau y J Rauc“ 2

que reducen ] )
a obtencion de (37) a una propi ;
e e | e piedad de conti- 3. E1 Teorema 3 demuestra que 1a ecuacion de ondas
oluciones de ‘
un problems eliptico del en una dimension espacial es exactamente controlable en
Lz(m x(O,T)) para cualquier

tipo
Hé(n) xLZ(Q) con controles en
(74
) subconjunto abierto no vacio de Q.

-div(a(x)ve) +A6 =0 en 0
dimensiones de espa-

Este hecho no se generaliza a

‘¢ie n>1. En efecto, la caracterizacion de [42] demuestra

Q=8(0,1)=R y w =B(0,r) con
exactamente controlable en

con r el y ¢ =
=¢(x i0
{(z) wuna funcisn a valores complejos
r<1, entonces la

En el ¢
4SS0 que nos
ocupa 1 i = ; i
P a cuestion se reduciria .que s1

a probar que toda -
solucion 2
¢ eH™(Q) de (74) que verifica “ecuacidon de ondas no es
](Q) xLZ(Q) con controles en Lz(m x (0,T)) para ningun

¢ =0 en g
T>0.

En A.Haraux [25] y J.Lagnese [42] se estudia, me-

C t nu })
es v ecesar tamente lde” . amente ]a er tod() Q .‘ Idad “tEl

lo cual es
diante series de Fourier, la controlabi

una consecuencia i .
inmed

tata del Teorema de L.H8rmander [33]

Q@ es un cuadrado de R? y un ¢ir

{p. 10),
‘ecuacion de ondas cuando

‘culo de R2 respectivamente.

2.
Los resultados de A.Haraux [25] demuestran que cuan

Tal i
Y como mencionamos en las secciones I1.6 '
by
xLZ(Q)

para controlar los datos iniciales en Hé(n)

II.7 ]a eSt-i -
macion (72) se verifica para -
do w<=,
clase de funcionales

las soluciones de

(73) si Qe @
s de ¢ 0, -
lase C, aecC (Q)
€S necesario utilizay controles en una

Y {TO,T} son tales

que tOdO rayo de 'a Opt a ge mety 1C llltElsecta I
y Cc 0 a

“snaliticos con soporte localizado en

0 en un
5e=0 y los controles son tomados en

punto no difracti
V .
0 en un tiempo menor que T (cf [ ]
: 221 demuestra que si

C.Bardos,




76
77

5. E1 Teorema 2 demuestra que si w es un entorno

ficientes de Fouriep F(xo) y T >T(x0), entonces la ecuacion de ondas es

Esta clase
€s menor que actamente controlable en Hé(ﬂ) xLZ(Q) con controles en

bero contiene j
por ejemplo todos 1os dat )
05 con solo un nime A

ro finitg d .
€ coeficientes de Fourie ,
r no nulos
: Este resultado no es optimo con respecto al tiempo

Sin embargo,

tal y como ,
hemos visto en 14  controlabilidad. En efecto, gracias a [2] sabemos que el

gracias
a HUM y a1 Teorema de unici
Para todo weg o

11 ,
L.1, seccio

de HO‘mgren\ jempo de controlabilidad decrece a medida que la tallade o

SUbCOl U“to b ety to no vacio ex Ste un t'e'
j a p

po T, = To(w,9) >0 uymenta. Sin embargo, la demostracion de esta afirmacion pa

tal que si
: T . -
lidad exacta de (1) >Ty se tiene controlab ece quedar fuera del alcance del método utilizado en el Teo

€on controles 2
espacio de datos iniciatl b x(0,7T)) en 1.
Clales talesg 1 :
ra i2acic que {y',-y0 '
Cterizacion del espacio y'leF'. La ca Observese que si w =%, se tiene controlabilidad en

F i

0 equivalent
émente de F, “tiempo arbitrariamente pequefio  (cf. J.L. Lions [56].,

y g 2 ’ande se de”ues:
es ur p)Ob]ena plact]ca“e”te ab er tO ( : V
(

sultados de

Q) xH—](Q

a excepcion de los

.2 P -
25 . »
[25] y [42] antes mencionados) eL°(Q)) Seria interesante desarroilar un método que, a

yesar de no proporcionar el tiempo de controlabilidad optimo

4. To(m), permitiera al menos probar que el tiempo de controla-

E] argUm
en -
to de 13 seccion I1.7 permi
permite probaf de manera creciente

se tiene cont
rolabilidad
exacta 1 \
controles en &n Ho(a) x L%(2) con

cada

ue si . . .
9 s bilidad tiende a cero cuando w tiende

H A
odo 0. Este problema puede ser resuetto utilizando una

Lz(w x(0,7)),

0 1 entonce
{ 1 S para
Yoyl eHy(Q) XLZ(Q)

dea de J.kin [82}. EV tiempo de controlabilidad que se

el conjunto
de control c e g
€s admisibles obtiene es diam{Q\w).

Uad={h €L2(wx(o’-r)):

(2)} contiene una ¥ solucign de (

Sl 70) verific
infinidad de elementos C

£1 6. Consideremos una sucesion de abiertos de la for
contro
1 h proporcionado por HUM es

c PR "
ontrol Gptimo que realiza e el Onic
el siguiente mini :

e minimo

we = {x eQ: d(x,r(xo)) <e}

[h1?
min ||q |2

2 =
LH{wx(0,T)) g el 2 . nde ‘d(x,F(mo)) representa la distancia en R" de =z al
ad L%(wx (0,7)) :

unto F(xo). Se trata de un entorno de "anchura" € de
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s.Jaffard en [34] demuestra, mediante métodos de

2 una

Dado T >T(x0)
, Se
pueden  constryir controles
9 es un cuadrado de R,

eries de Fourier, que si

cuacion de placas vibrantes puede ser exactamente contro-
L2 (w x (0,T)) i

h €L2(w

. x(0,T
c ))  de forma que el sistema (1) converja a

la ecuacign d
e ondas con cont
rol frontera s )
obre la condi-
jada en HS(Q) xLZ(Q) mediante controles en
contenido en Qo

ci5n de Contorno d ..
e Birichy
et vy de forma que la propiedad
un subcbnjunto estrictamente

endo w

(2) se preser
ve en el limite {cf
. C.
Fabre 'y g.p.pyel 7]
X Este resultado contrasta de manera esencial con

y C.Fabre [817).

7. El mé
metodo de demostracion del Teorema 1 es
ge

ys antes mencionados en lo referente a la ecuacion de on-

ne'a] Yy se p ca e pa’tl(u ar a e(:“a(:l()“es de O”das con
a ]

otras condiciones
de contorno o §
ncluso a modelo
s de pla
IV - CONTROLABILIDAD INTERNA DE LA ECUACION DE ONDAS SEMI-

cas (cf. E.Zuazya [717).
LINEAL

Por ejemplo
s Para el sistema
1V.1 - Formulacion del problema

" 2
Yy +Ay=hxw en 0

Sea 0 un dominio acotado de Pn con frontera T
un entorno de la frontera T.

{75)
Y =3Y/5, =0 en 3
Cz. Sea w<f

y(0) =_y0,yl(o) =y]

de clase
se tiene : . . .- iy s
el siguiente resultado: "Sea @ un dom: Consideremos la ecuacion de ondas semilineal
ominio aco-
y" -by +f(y) =h X, en Q

tado d n
e R de frontera de clase C3 Y w u t
n entorno de
en I

y =0

un SUbCOlJU tO de ]a 110”‘:9 a de' tl 0 I lto'lce 2
.
p (m )‘ E 59' ( )

para todo T >0 0,1
Yoy enlia) xt(a) exist
trol h eL2 o

siendo f una funcidn localmente Lipschitz.

(wx(0,T
)} tal que 1a solucion de (75) satisfa
de la

ce (2)",
La controlabilidad exacta de (1) se formula

T>0 tal que para_todo

siguiente forma: "Hallar par de
datos iniciales y finales {yo,y]},{zo,z]) eHé(Q) xLZ(Q)
que la solucidn

Se t'e”e e' mismo re U]tado ue e' Obtellldo pa'a
S q

la ecuacig
cion de o
ndas pero en un tiempo arbitrariamente
pe-

exista un control hel?(wx(0,T)) tal

y =y(z,t) de (1) verifigue

Las tecni i
o Tcas de este capitulo han sido adaptadas
. Macht i
yngier [60] para el estudio de la. controlabj
i (2)

lidad i
interna de la ecuacign de Schrédinger
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Observacip
cion 1 i
‘*\__‘.
Contrariamente a To que suced7
1a en el pro=

(6) IK

.
2 2

0%, e ey c‘ l 131 2dzdt
L7(e) H™ () "

’ .

b ema l’ eal er eSte CaSO, e p Ob ef
Xacta 0 s u

de 'a COor )’()Ial)l'l(a(’ e t n e Y‘e(’ ce a <(»|S|devar e Yy

0 1
caso z  =z' =9
- Hemos de probar qQue todo dato inicial
al pu

.
{ 1o ] Zdadt

0/w

2 2
(7) He0n%, e, s cI
HA(Q) L)

de ser conducido a todo dato final
0

Supondr
emos qu i
que f verifica la siguiente condicis
cion oluciones de la ecuacidon lineal homogenea

para las s

de crecimiento en el infinito
(3) ] "o -
£ ] <c(1+0s|P)  ys en 9" -84 =0 en 0
con ;(8) ¢ =0 en I
0 .. 1
(4) . $(0) =¢ ,0'(0) =¢
p(n=-2) <2
de manera ( ; Tal y como vimos en el Teorema 2 del Capitulo III,
que (1) admit .
2 una solucidn dnica local que sea de (6) se deduce que la ecuacion de ondas lineal (con f =0
controlable en Hé(n) xLZ(Q) con

en (1)), es exactamente

v y
O(Q) Cc S C v |
(:()lt”lua a a]()'es en H de 'a e a a'()'es en I (wX(O,I))'

L2(q).
controles en

Vamos a estudiar la controlabilidad exacta de (1)

aciones (6)

Por otra
parte, supondre
mos que T >To siendo TO>O
bajo la hipotesis de que se verifiquen las estim

el tiempo de i
controlabilidad exacta de la ec i0
uacion lineal

con f =0. Buscam
0s por tant
0 un resultado que asegure que y (7).
E1 problema de la controlabilidad exacta de ecua-

on in
s 'a ecuaci l eal €S exacf ta ell!:e cor t'{) ab e e”tonces
autore

ciones no lineales ha sido abordado por . diversos

S a
sem ‘nea pa a o] |
tamb]en IO e I ecuac]on ]'] l r n l”ealidades
]

f en un clase a determinar

L.Markus en [61] introdujo un método basado en
de 1a funcion implicita para el estudio de la controlabi-
diferenciales ordinarias.

Por el T
eorema 1 del CapTtulo III sabemos que
s
1idad de sistemas de ecuaciones

odo fue adaptado ¥ extendidb alestudio de
lineales (cf.

T>Ty con
M3s tarde este mét

(5) -
TO =diametro de g
Ja controlabilidad de ecuaciones de ondas no

W.C.Chewning [12], H.0.Fattorini (18] y D.L.Russell (67]).
Este metodo proporciona resultados de controlabilidad local,
o) xt?(a)

datos iniciales en un entorno de {0,0} en HO

s .
e tienen 1as estimaciones

i.e.
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proximos cuatro apartados desarrollaremos
seccion 1v.6 de-

puede” Sey CO'dUC dOS a O 0 0 = O e tle”po
) } (S ( )
)
n

e segundo método de punto fijo.
caso en

Es import
ante re
saltar que este método no pro
porciona resy
traremos 1a controlabilidad local de (3) en el

infinito utilizando

%n, dedicada a los comen-

un metodo

tados de ¢
ontrol ili
abilidad €xacta en el sentid f
0 formulado an
es superlineal en el

f
£n la Ultima secci

teriorment
e. El me .
metodo tiene 1a ventaja de apli
plicarse a uyn
punto fijo.
rios, describiremos prevemente el de punto fijo
f es asintoticamente lineal.

alllpl a ClaSE de no 'ea] dades
met

Nosotros
a
doptaremos yn Punto de vista d
a diferente:
licable en el caso en que

Desarrot)
aremos un me
metodo que Proporcione resultad d
0s de con
Los métodos y resultados de est

a la controlabilidad exacta frontera
no abordaremos

e capitulo se ada-

de la

trolabilid

ad exac

les ta para alguna clase de funci

’ ones no Tinea
ytan facilmente

cuacion de ondas semilineal. Por brevedad

En E Zuazy
. a [721 .
[72] se introdujo un método ;
€ puntg V
gste problema (cf. E.Zuazua (721, 73] v 747y .

fijo que
proporci :
onaba resultados de controlabilid ,
Tlidad exact
Descripcion del método de punto fijo

Para no lineali
tdades f asintgticame i
]es que nte ]1nea]e5, ."‘e K
(9) v.2 -
y f! eLm(]R) Suypongamos que f eC‘(R) y definamos la funcion
(10) fls) - £(0 si s #0
3 1im fiﬁl s
s (1) g(s) =
£'(0) si s=0.

S ~ o
cualquiera, consideramos el siste-

Seguidamen

te en E
-Zuazua [74] se introdujo un s

e Dado & GLZ(Q)

gu”do esquema de
pUI tO fi I 1 1
Jo ed ante e u ‘
l CUa ' se ('em()s t ro la l
a inea z

controlabilidad
en la clase de ng Tinealidades glob
obalmente:

Lipschitz
. : Es decir i

s 51N necesidad d

e suponer (10) ;

. E1 4

(12)

convenient
e de es
te segundo método es que el
control c¢o
ns-

truido pert
pertenece Ja clase H™%(0 T'Lz( )
T, w con e>0
Y no
y se tiene

2

como f'el”(R), g(£) eL”(Q)
204y,

a la clase optimal L
vyE eL°(Q

(wx(0
(0,7)) torrespondiente al casg
_Hf'Hoo *
L (IR)

lineal.
(13) llg(E)lle(Q)
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J 2z eC: Ne=zx.

Supongamos
g que e] sistema (]Z)GSEXactamentg
La hipBGtesis (16) se verifica trivialmente

controlable en .
tiem
0 3 0 po T >T0. Entonces, fijad
vy 'y, 12%, 21 eHl(a 2 Jados Observacion 2
o{®) xL°(Q) definimos e1 control
(14) 2 *
hel(wx(0,T))
. {18) R=sup [|Nz|ly <.
x€eX

proporcionado por HUM
‘;En efecto, basta con elegir C =§E, la bola cerrada de cen-

R en X.

La solucion =
y=yle,t) de (12) asociada a diche
“tro cero y radio

control satisfac
e (2).
Es de esperar que, en el problema que nos ocupa,

Definimos por tanto Ta aplicacidn no lineal

(15) N(E) =y; N LZ(Q) ~*L2( (18) se verifique con X -L2(Q). En efecto, (13) asegura
0 que el potencial g(&) est3d uniformemente acotado en L7(Q).
depende continuamente del poten

Por tanto, si el control h

E1 prob
p Tema de 1a controlabilidad exacta de (1)
s
cial (en un sentido que precisaremos mas adelante) se tendra

reduce a 1a o
obtencign de un Punto fijo del operador N
. E

una familia de controles uniformemente acotados.Finalmente,

efecto, si N o
() =g=y, y =y(z,t) solucion de (12) sati
) dado que los datos iniciales en (12) estan fijados y el po-

face (1) =
Y ademas, por ¢
’ onstruccign, (2)
tencial y el control uniformemente acotados, se tendrz 1a

Para dem
ostrar ]a exi .
Xxisten .
€ta de un punto fijo de N ~ : _
: acotacion uniforme de la solucion en

aplicaremos el Te
)
rema de Schauder, Recordemos sy enuncia=
1 1 2
(19) C([0,T]sHp())n e ([0,T)5L5(%))
0

do:
1 De esta forma no solo se tendra

y en particular en H'(Q).
N de LZ(0Q)

(18)  (y por tanto (16)) sino la compacidad de
2

Teorema de Sch
————2 C& >chauder. Sea X yp .
— €spacio de Banach
———=2kc> 0 d€ bapach y N:X »
1
H'(Q)=L(Q).

un i
. operador continuo Y _compacto Su
amos que exist < .
e C<X un convexo, " cerrado acotadb
___iL____Jl_________. 2 -='rado, acotado y

No vacio tal que
Do _vacio tal que

gracias a la compacidad de 1la inyeccion

Sin embargo tal y como veremos en el apartado IV.4,
surgiran dificultades técnicas importantes en 1la obtencion
Utilizando wuna wva-

(16)
N(C) =c.
de la acotacion uniforme del control.

Enton i
ces, N tiene. aj menos un punto fijo en ¢

riante de un HUM, que supone trabajar en un marco funcional

distinto al del caso lineal, construiremos controles unifor
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satisface

me n H I w - € )
mente acotados en T(’) ;
LS B Y ( )) | t h
con e >0 arbitraria 1
p" -Ap +V(£C, )p Xm

mente peqUeHO. EStO perm t’)a
C ”Clu” Ia Co”t'olab ]ldad
. )
Q e

Exacta de (1) con
contrayleg -
en HTE(0, T3 w)). (23)

Oced ¥ n i ¥ . n apa) tadO
v F) eremos en d versas etapas E e 2 g
. eStud'a)emOS a tr 111 t del p'oblema Sl 0
I 3 con [¢] i
( ) ab ] dad eéxXxacta
orme d 0 IV. Ostla emos Ia a | | C([O} T -H( ) ( )
tad 4 dem Y COtaClOH uni Q C :’ J
. E e apa adO IV. u C. ]ab-"|1da
e' CO”t'()l I l rt f) enun Taremos e teo ( ) ( )) ( ( )) d e acta
demost,al a "

por 1o tanto,
con controles en Lz(w x (0,T)) equi

de (20) en H(Q) xL2(2)

vale a probar que toda solucion de

rema principal

p Para el problema (1) y co .
tracion. ncluiremos su demos
(23) puede ser conducida

IV.3 - Contr .
olabilidad in
t -
erna_de la ecuacign de ondas
al equilibrio en el instante T.

estudio de un

€on potencia
“_“__bl'
La cuestion se reduce por tanto al

Tal y como ob
servam
0s en (13) la ecuacign (12} es::
‘sistema de la forma

en Q

de Ta forma
y" -ay +V(z,t)y =h X,

(25) y =0 en X
1

Y" -0y #V(x,t)y =h x -f(0) en g
y(0) =y2,y (0) =y

20
(20) y =0 “
en 1

¥10) =y%y (o) =]
Tenemos el siguiente resultado.

con vzv(x’t)GLw(Q)'
R" con frontera

un dominio acotado de

Fijados datos £

f 0
cisn inales {2z ,z]} resolvemos la ecua

- Teorema 1. Sea
2 - r de clase ¢?. sea w<f un entorno de T.

) Z*V(x,t)z=-f<o) en e N , -
(21 2(T) = 0 _, 1 Q Supongamos que V =V(z,t) el (Q) "y gque

1 =20,2(T) =2 en s

T>T, - diametro de Q.

para cada par de datos iniciales

zZ =0
Entonces,

{yo,y‘} eHé(Q) xLZ(Q) existe un control h eLz(w x (0,T))

e i i
ntroducimos 13 nueva veriable

(22)
P=y~-z.
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tal que la solucign de (25) satisface

Basta por tanto con probar la estimacion

(26) ~ ) ) T )
Y1) =y!(m) 0. 32) 16012, o+t sl | lelfaeat.
Adems Lo(%) Ho(Q) 0w
€mas, se tiene 1 ; s -
~SERAt. se tiene la estimacidn
Es el objeto de la siguiente proposicion.
(27) Il T
N Y.y H]

L™ (w x (0,7 .
X Ho(9) x L2 (q) - o L
’ “Proposicion 1. Supongamos que se verifican las hipotesis

Demostracign.

Aplicamos HUM. del Teorema 1. Entonces, existe una cons

Resolvemos primeramente

ecuacion

“tante C >0 tal que se tiene (32) para toda solucion de

" - =
. Ap +V(x,t)9 =0 en Q

¢ =0
0 en I Demostracion de la Proposicion 1.
0(0) =¢",6'(0) =¢'
v s 4 Sabemos que (32) se verifica si V =0. Procedemos
eguidamente
por tanto por un método perturbativo.
y" - Ay +V{z,t)y =-¢ X en Escribimos
(29) y=0 ?
en 1t (33) 6 =6 +n

y(1) =y'(T) =0.

N donde
Definimos 1a aplicacion

(30) 6" - 46 =0 en Q

0 1
A{(b sd) }={ ! 0 -
y'(0), y(0)}. (34) 0 =0 en I

E
1 problema se redyce a probar
A L3(9) xH71(g) — (2 1 .
L™(a) xHO(Q) es un isomorfismo.

S - .
€ comprueba facilmente que A es un operador )}
i

neal j 2 b
Y continuo de  L%(2) x#™ () en 12(a) xu!(n)
().

(35) n=0 en z

Para dem i
ostrar su tnvertibilidad observamos que

0 1 T
<A{¢ s };{¢Os¢]}> =I j !d}fzdxdt.
0w

(31)
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Como 7 -
>Ty =didmetro de 9, s )
(36) 11402 ' P8 tiene {n.} estd acotad n
Fo7 1] s liﬁljjz T n,} estd acotada en (Q)
L%() ’ 1T (a S c/ / 10| 2dmat
0’w por tanto
T ' )
<C [}¢,2 2 fn,} es relativamente compacta en Le(Q) .
+n] ]dxdt
w
Basta por tanto probar | Extrayendo una subsucesion adecuada y pasando al limite ob-
rla est
(37) 'macion feremos
¢ -4 débilmente en LZ(Q)

donde ¢ =¢(x,t) es una solucion de (28) tal que

:CEde”CS po educ Q a] absu‘do' s (3:) 0 se

{
$,1 de soluciones de (28)

Verifica, ;
(40)

exi
'ste una Sucesion

cor .
Fespondiente 4 dato
s

inicia]es { 0 1
-, ,
(38) T n*®nl tal que 'y por otra parte
[[ I¢nlzdxdt—;o »
0% n, —n fuertemente en LS(Q)

mien
tras que 14 Sucesion ¢

Nt de soluciones de | es una solucion de (35) con
€ 35) aso-

Ciada verifica
=1,

(39) (an) nll
L2(0)

gl
A.Ruiz [65]

£1 resultado de continuacidn Unica de

=]
L2(q)
Combinande (36) (38)

0 Yy (39) deducimos asegura que la Ginica solucion de (28) que verifica (40) es
{ 1 _ que
$psdp) ests acotada en |2 la identicamente nula. Pero si ¢ =0, por unicidad de Ta
L(a) xy!
) xH (2) solucion de (35), se deduce que n =0 10 cual contradice

Y Por tanto

(a1y.

De esta forma, la demostracion de la proposicion 1

queda concluida y por tanto también la del Teorema 1.

[

ondas En el estudio de 1a controlabilidad exacta de 1la
ecuacion de ondas semilineal precisaremos de resultados de

al distinto.Se

controlabilidad para (25) en un marco funcion
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Basta por tanto con probar la estimacion

2

tiene el siguiente resultado
€ 2 .
H (O,T',L (U)))

sy 1 eel o <chiell
HE () x HET 1 (R)

, E

Es el objeto de 1a siguiente proposicién.

I_e_oml_ Sea € €(0 l)
e 92 .
Teorema 1 la esti-

EntonC p p
es ara Cada
3 ) ar de datOS inic ale

0o
{y", 1-¢ -
You¥ b eHy () xHTE(Q)  exi
x1ste un control heH %(p 2 : _
(0,T5L%(w) proposicion 2. En las condiciones del
macion (45) se verifica para todo ee(0,1],

tal que 1a i0
sol
ucion y =y(x,t) de (25) verifica (26)
Ademas, s i |
e tiene la estimacion ]
€ #E'

e la Proposicion 2.

(42)  {ihy
T <cll 9,97y
H]—E ‘Demostracion d

€
(03T§L2<w)) .
o (2)x H%(q)
En la primera considerare-

procedemos por etapas.
en la segunda el caso general.

v =0,

Demost)aCIOH. . e
A I.C S S da 2 ‘ ‘ SO
p amos HUM Re O]Vemo e pY‘Ob]em ( 8)

Yy seguidamente

i
o

y"“'Ay{-v _ N

(x,t)y =-I1_6X_  en Q Etapa 1. Caso V
como hemos visto en el apartado Iv.1, como

yy (7) y por tanto (45) pa-

43
(43) y =0
en 1

Tal

T >diametro de &, se tienen (6

y(T) =y'(T) =0
siendo .yt
IE' H (OsT,LZ(m))__.)H"E(O T‘LZ( ) ra € =0,]‘
de dualidad i.e., 1 = 42 € sL7(w)) el isomorfismo
T e =(- E;?) . £1 caso general (45) se deduce por interpolacion.
Definimos el operador w0
_Etapa 2. Caso general Vel (Q)
AE{¢0,¢7} =1y (0),-y(0)}. Descomponemos 13 solucion de {(28) como &n (33).
La demost Aplicando 1a estimacion {45) que ha sido probada para v =0
stracion del t
A: HE(Q) xH™1*E(q) Spe jorema se reduce a probar que se obtiens
H - :
—=H"(2) xHy"%(2) es un isomorfismo 0 1,12
' (46) IRCT IR ae, S
Ho(Q)xH (2)
2 ;.

2 e e, 2
HY(0,T;L (w))

p a me te que A es ur Ope’ad0| ll ¢ 2
Se com llJeba f Cll <C{H H € |
H (O, ) ( ))

neal conti
y ntinuo. Por otra parte, se tiene

( . A ¢ €
) < E{ ’¢]}’(¢ ’¢1}> ”‘b” 2
H (O, 3L ((U))
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Ahora bien
(47) I 3) {o,} ecti acotada en H(Q)
nll
HE .2 < Clfn
(0.T5L%(w)) ! ,'w]’m(o T LZ(Q) < ‘por tanto, como € >0,
s s )‘ :
: C,!V¢’IL2(Q) < Clle]] 54) {¢n} es relativamente compacta en LZ(Q).
3 2 .
De (46 L7(Q)
)y (47) se obtiene Extrayendo subsucesiones se€ deduce que
(48)
0 1
IRCA }”2 o, ¢ debilmente en 1 (Q)
HE()xH™1*e gy * )
¢y — ¢ fuertemente en L°(Q)

< C{,[¢J,2
solucion de (28) que verifica

HE(O’T;LZ((U :
con ¢ =o{x,t)

" uwffg ]
(Q)

Por tanto, basta probar

$=0 en w x (0,T)

(49)
l’¢,’L2(Q) < Cf’¢"
HE0,T5L 8 w)) Noll , =1
fwl) L2
E1 criterio de continuacign Unica de A.Ruiz [65]

(28) que verifica (55) es

Proced
emos nue
vamen
te por reduccisn al absurd
o. St
olucion de

(49) no
se ¢ .
umple, existe una sycesis
1on {¢ }
n asegura que 12 inica s

de (28) tal que

de soluciones
1o cual contradice (56).

 ¢ =0
a ProposiciEn 2 queda conclui-

La demostracion de 1

(50)
Hopll .
y H (O,T;Lz(w)) 0
(51) da asi como la del Teorema 2.
I
¢n!' 2 :'.].
L™(Q) _ - .
Observacion 3. Notese que 1a estimacion (45) no ha sido-
e =0 por falta de compa

demostrada para

De (48 )
' )s (50) y (51) se sigue que
(52) 0
{6 ,0'} _
n’%n esta acotad cidad.
ada en HE(Q) XH—]+E(Q)
iv.4 - controlabilidad uniforme.

siend 0
o] {¢n;¢n} los datos
1a esti

niformidad de
ados en L7(Q).

inicia]es .
corres ; "
pondientes a {¢ }..
n :
Comenzamos demostrando la u

De (52)
y median .
tante estimaciones c13si
icas
ara potenciales uniformemente acot

ecuacio
c¢ion de ondas (28), se obtj para 1la
ene macign (45) p
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verificada por

pasando al limite
solucion (28) para

Proposicia
froposicion 3.
Supongamos que se verifican 1 "
as_hipitesi '
n Y o, S® deduce que ¢ =¢(x,t) es
V y que satisface (55) ¥ (56) .

del Teore
————corema 1 y que
tonces, para cada 1y que ee(0,17, ¢ 21
>0 existe 2"
una
u , ==_>-% Una constante (= .
que la desi valdad (45) se ver ante C_CE(M) el potencia1 1imite
. erifica
bara toda solucip
n uni
Gnica de

28
(28) con potencial vy eLw(Q) tal que |{|v|
L")~

en la ecuacion

Gracias al principio de continuacion
Esto

Ruiz [65] se obtiene nuevamente una contradiccion.

ye la demostracion de la proposicion 3.

‘con¢lu
de

Como consecuencia inmediata de la uniformidad

DemOSt . -
racion
——=>rracion. Proc
edemos como en’ 1a demost -
racion de ] 5
& Pro
e resultado decontrg

(45) se tiene el siguient

posicion 2
- La estimacion (48) es unif
iforme
1a estimacion

1abilidad exacta uniforme.

Teorema 3. Supongamos que SE€ verifican las hipotesis del
: 1
).

_S_?.é_ 66(0,7

con res
pecto a potenciales vy tales I
que v <
. M.
. <

Por tanto b
ast
a probar 1a existencia de ¢ =
—CE(M) tal que:

(57)

Q) HE(O,T;LZ(w))
Teorema 1.

constante

M>0 existe una

Entonces, para todo
heH E(0,TsL% ()

tal que el control

pa’a Cada S 1
O'UCIO de 28 con [)OtEHC a' ta qu
i?.—-——————"‘"‘

il . <om,
L (Q)
Supongamos
que no se tij R
ene (57). Entonces, exist c=C_(M)
’ en el Teorema 2 verifica
0 1
f CH{)/ ’y }H ]-F -c
H () x H " (R)

una sucesig
ion de i
botenciales {y } unifo
n rmemente a
cotada ‘e
0

58 h
(58) Ml e o rii2un)

LDO
(Q) 'y una sucesign {¢ } d
n e soluciones del problema (28)
vel™(Q) tal gue

COY‘Y‘esPo"dient
e PP
que verifica (50) y (51)
para todo potencial
< M.

il o
L (Q)

cuencia inmediata de 13 construc
aenla demostracion

De 'a Un“o)lldad d
.
e ]a es acion (48) cen
t m .

)eSpeCtO a V ,, de 50 y de (5] se dEduce que
n ( ) )

0 1
{¢n»¢n} esta acotada en HE(Q) XHE-](Q)
ggmostracién. Es una conse
cion del control realizad
de la Proposi-

Y por tanto (53).
del Teorema 2 Y de la estimacion uniforme

cion 3.
2

xt a
E Y yEHdO SubSUCES,OHeS se deduce que

V. — o
n Voen L (Q) debi1 =«

¢, —¢ dEbilmente en HE(Q)

¢n ¢ fuertemente en LZ(Q)
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donde y =y(z,t) es la solucion de
on = ,

Iv.s - gy resultadgﬁurincipal. en Q

- f(0
y.._Aerg(E)Y:h Xw f( )
en I

Tenemos e] Siguiente resultado de contro]abilidd
. y:o

59)
( y(0) =%,y (0) =y

€xacta para 1, ecuacion semilineal (1).

Teorema 4, Sea o un dominig acotado de R" con fronte
11110 acotado de ——..rronters

> :
' de clase C™. Sea g <= un entorno de 1

ye rif ion de inida en
’{] ifica (2) siendo gGC(R) la uncio .

ve . 1 |
h eH 0,T;L (u)) el contvo\ othHdo mediante HUW
(1‘) y ( s s | |

- Iv.3
Y T>diamétro de Q. Tal y como mencionamos en el apartado
T a

Supongamos que f  es globalmente Lipschitz Y _que

_ la solucion de
el que conduce
trol h es aqu

/

1
€€(0,5), en Q
2 p" -ap +g(E) =h X :
Entonces, Para cada par de datos_iniciales Yy fina =0 o
O Ty 0 1, 1. -c . (60) P 0 "0) =y -2'(0)
&5y, (27,21 eHy "(2) xH () existe un contro 0(0) =y -2(0),p'(0) =y
h el 5(0,T50%00))  tas que la solucidn y=y(s,t) ge (1) iendo 7 =2(z,t) 1a solu
verifica (2). ‘al equilibrio en el instante T, sie
cion de
Observacign 4. Teorema 4 demuestra, en particular, que 72" -pz +g{g)z =-f(0) en Q
‘\“‘ by
en I

sio 01y, 20,1, eHL(R) xL2(q), existe
- 61)
un control h€ eH E(O,T;Lz(w)) con e >0 arbitrariamentez K 2(T) =zo,z'(T) =z

~ . 2
Pequeno.  Sin embargo, no se establece 1a existencia de un IRl para todo £el™(Q),
2 ' gl . o< “(R
control en L%(y x (0,1)). como || v (@ ecuacianL & ) das aseguran que
s

%

Demostracion del Teorema 4.
————==-3clon del Teorema 4

Supongamos primeramente que f eC](R) es global=

‘estimaciones clasica
<
(62) l|{2(0)s2'(0)}||H1_€(Q)x HE(a)

+ | f(0) [},

1
mente Lipschitz. < C{II{ZO:Z }‘|H]_€(Q)X H™E(Q)

estimacion uniforme

Fijados datg, iniciales Yy finales la
a

Oy B N rte, gracias
AN NE AT €Hg “(2) xH “(2) definimos un operador no Por otra pa

Tineal . LZ(Q) —»LZ(Q) tal que para cada £ eLZ(Q),Ng =y {58) deducimos que
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(63
) il <
780,712 (w))
0
S el -2(0)" =20
H 8 (Q) x B E(g)
Combinando (63) y (64) se sigue que
(64) lh ]

o0, T30y " ¢ " “th()
Yy por lo tanto
+ 1yl

0,T;H!"
S T3H "5 () L""(o,T;H‘E(m)S i

(65) Iyl .
L

Vemos por tanto que la imagen de

en un j
conjunto acotado de L7(0,T;H'"€(ny)n W=

Por
otra parte, de 7a continuid
N: L2 () —12(q .
) es continuo. Como la incl
clusion

L 0,T; 1-e *
(O.T5H "S(@)) 0 W' *"(0, 13175 (a)) en 12(q)

concluimos que N CompaCti

N: L2(Q) — 2
(Q) —L°(Q) es continuo y compacto

y ademas

sup  |IN¢g]] < o,
£eL?(q) L20)

Apli
plicando el Teorema de Schauder (cf

2) se d
educe que N admite un punto fijo
sati
atisface (1) y (2). £ control h

el correspondiente al punto fijo ¢

ve eL?(q)
N esta contenid
o,T;H‘E(ni

9, se sigue qu

Observacion
£ =y el cua

buscado es por tarnt
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En el caso general en que £ es globalmente

: Lipschitz pero-no es de clase C] procedemos por un argu-

mento de aproximaciGn de las no jinealidades.

Introducinos una sucesion regularizante {fn}CC]UR)

tal que

(66) £, f en L7 (IR)

y

(67) |lfg1\Lw(IR) < llf'\le(IR) VnelN.

La ecuacion (1) es exactamente controlable para c2
da no linealidad fn. Adem3s las estimaciones que hemos
obtenido de h e ¥ (para datos iniciales y finales fija-
dos) dependen de £ {Gnicamente 2a través de su valor en 0
y de sus constantes de Lipschitz. De (67) ¥ (68) se deduce
por tanto que 1a sucesion de controles hn y la sucesion
Yn de soluciones obtenida estara acotada en sus respectivos

espacios HTE(0,T5L%(w)) ¥ L7(0,T5H) T8 (@) 0 W0, T3 HTH@):

pasando al limite se obtiene un control h 'y una
solucion y de (1) que satisface (2).

Esto concluye 1a dempstracian del Teorema 4.

L

Iv.6 - Controtabilidad local en el caso superlineal.

Supongamos que f ew}gi(xR) es tal gue

' (68) f(0) =0
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y
(69) Jco0,p51: | Gracias a la condicion de crecimiento (70), se de-
- P >Tr f (s clgiP-1
Hecls] ¥s e IR con suestra que (73) admite una solucion local, i.e. para todo ;
' |
(n-2)p <n. par de datos jniciales {¢O,¢1} eLZ(Q) x H 1(Q) existe %
Tenemos el siguiente resultad . =T(\l(¢0,¢1}]l ) p ) >0 é
local. ado de controlabilid . LE(Q)xH™ ' (Q) !
i

al que (73) admite una solucion unica en

Teorema 5§
—=2rema_ o. Sea @ - .
ea un_dominio acotado de IR"con fromters (73) y eC((T-T,T];Hé(Q))n C]((T-T;TJ;LZ(Q)).
I' de clase CZ 0 B ——

torno de Im - Sea 2z eR", weo un e )
e ) oy T >2’]x-x0’, s Tal y como veremos mas adelante, existe a>0 tal
verifica (69) y (70). L=(2)" upongamos que (e s

Entonces, exi

__““———l—_iliﬁg §>0 tal 0,1

que si : 74) e 0 HI . <a
Tos datos ini L2 (o) xH™ T (R)

ciales (yO 1 1
—_— » Y } 2
GHO(Q) XL (Q) m
(70) I 1y0.,1 entonces 1t >T y por tanto
Yy I ) <s

fol@)xLo(a) (75) g (o, T sHl (@) 0 ¢l (LTIt A R)

existe un control

h eLz(w x (0
s T - - .
( )) tal que 1a es decir, la solucion y esta definida en todo [0,T].

solucior

y:
Ylz.t) de (1) satisface
(71) pefinimos el operador no lineal
y(T) =y -
) y (T) _0. 2 _1 2 ]
_ (76) u: B =Lo(9) xH () —L°(R) x Hg(Q)

Utiliz
aremos una versidn no lineal de HuM mediante

Primero resolvemos el

00611 e12(a) xu (g (77) p (60,911 = 1y (0),-y (0]

problema (8) .con dato§

Y seguidamente
siendo Bu 1a bola de radio a ¥ centro {0,0} en
-1

(@)

y

R =-e X, en g L2(q) xH

78 y=0

en -
z La demostracion del Teorema 5 se reduce a probar

y(T) =y'(T) =0
que si se verifica (71), 1la ecuacion




104
105
(78)
0
U{dJ 9¢]} = {y]’_yO}
La ecuacion (78) se escribe
INTCIAPIRPUIPLN N e

admite una
solucion { 0 1
¢ .0}
eBa.
equiva]entemente

Para resol
ver (79) descomponemos el operad
or yu
(WOl =y ay0y - etel e

Ta siguiente manera
(79) 85)
H=A4+8
donde
por tanto, el problema se reduce a probar la exis-
80
(80) A{¢O’¢]} iy tencia de un punto fijo del operador
y Y(0)s-y4(0)}
2 -1 2 -1
K: Lo(a) xH (@) —L () xi (@)
(81) 0 (86) 01 1.1 0 1 o 1
810°,6'} = (n"(0),-n(0)} kis?,01) =a7 Ty -y ) AT BLeT,0 }.
Siendo -
Yo yO(x’t) Y no=n(z,t) Aplicaremos el Teorema de Schauder. Comprobemos queé
nes de » respectivamente solucigs
0= k verifica las hipotesis requeridas.

Yo - by, = - (a) compacidad de k.
(82) 0 0 ¢ X, en Q ; e

Yo =0 en 1 Basta probar gue

Yol(T) =y4(T) =0 , ) A ) ]
y (87) 6: B =L°(2) xH (@) —L°(8Q) xHg(R)

no_ es un operador continuo ¥ compacto.

(83) ntodn=-fly) en g :

n=0 on Muyltiplicando la ecuacion (72) por y' e integran

z
n(T) =n'(T) =0. do en Q se obtiene
. dE t t '
Obviamente y =y +n, (88) —a(t—)s o(z,t)y (m,t>dx-] f(y(z,t))y ' (z,t)d=
w Q
con

(89) E(t) =%[ 1y (z.01% s 7y (.t 7] ds.

Por el Teor
ema 1 del Cap7

pituleo III sab

emos que

Q

X O(Sz) es ur 1somo 'lSIO
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Se tiene

(92) [f(}’(x t !
IQ ) )y (x,t)dl'l SE(t) +C[ ff(y(x’t))'zdm.

Q

Comb i
nando (88), (97) y (92) se deduce

93 dE(t

(93)  EL < origy4gy) (00,1112
2
L

@i f(y)nfz

D (2)
e (68)-(69) se sigue que

(94)
[f(s)| <cls|P Vs eR

Y por tanto, como p(n-2 -n
ot

(95) Il f(y) |
2 < ¢l P
L y”LZP(Q

< p
(Q) ) - C”y”H](Q)S C[E(t)]p_

0

Obte emos ])()’ tal t l 1 ldad
0 a des gua
dl1elelICIal

(96) ELH) o
T S CLECE) + [E(6)TP 4 1] (40,47))2
2

Lé(Q) x H"(Q)}

De esta des .gu
da . . ’
a d dl’e'encla' se deduce 'aC|'men

1
S 3 'Y'(x, 2 1
Jg Yl dx+§lnl¢(x:t)lzdx

-1 .
LY(Q)xH™ ' (0) {99) E(t) <Cll {¢O,¢1}Hi2(

107

) e e e
9g) £(t)<clite®o T, (1-t)et(THe 7070 :
Le(a) xH (Q)

De (98) se concluye que si a >0 es suficientemen

e pequefio y {¢0,¢1} eBa, entonces E{t) eLm(O,T) y se

jene la estimacion

I ¥t e (0,T)
q) x H ' (Q)

para alguna constante ¢=C(a) >0.

De {99) se sigue que si {¢0,¢]} eB,

(100) y(t) est3 uniformemente acotada en Lm(O,T;Hé(Q))

y como p{n -2) <n,

(101) f(y(t)) estd uniformemente acotada en L7(0,T3HE(R))

para algun € >0 que inicamente depende de p (cf.

J.Simon [68]).
Combinando (103) ¥ resultados clasicos de regula-
ridad para 1la ecuacion de ondas se deduce que

. (102) n(t) esta uniformemente acotada en

L”(O,T;H‘*E(Q)) au ’”(O,T;HE(Q)).

En particular e(Bu) es un conjunto ‘acotado de

HE(Q) «HI*E(Q) y por lo tanto 8(B,) es relativamente com
pacto en LZ(Q) xHé(Q).

La compacidad de Kk queda por tanto demostrada.

(b) Veamos ahora que existe 8 €(0,0] tal que
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7,0 ]
2 _ 0
L (Q)X H ](Q)S B8 v{fb sdJ]} EBB, siempre y cuando
Se tiene ; B -vCy8"
{108) ||{y°,y1}||H1 o) x12(a < YO .
”e{d’o,(b]}[] 0( ) xL°(R)

L20ay x 1l gy S ST
(2) 1 X .
0 L (O,T;LZ(Q)) Ap11cando el Teorema de Schauder se sigue que K

admite un punto fijo en BB i los datos iniciales {yo,y1}

< cll iy
satisfacen (108) vy &sto para cada 8 >0 que verifica (107).

L (O,T;LZ(Q))

E1 teorema queda demostrado con

< cliyllP, )
L7(0,T;LeP
Yy como 2p <2n ( L)) o -YCOop
/(n-2) se deduce que § =
119{¢0 ¢]},, siendo
’ 2 < ClIE Pr2 1
L (Q)XH[,)(Q) ” (t) ”Lm 1 -"'—“p_]

O’T) o =min 0.,(-_7@—0-) .

.
( )’ c
'0 Cual, COlﬂb!HadO con IOO plOpOl ona 'a est macion

104 0 :
(104) st 0hyy o0 1
Lty el < ol E000I IV.7 - Comentarios.
0 L) xH ()

Sea ~1. No linealidad asintoticamente lineal.

(105) Y =’1A-1]l Bajo las hipdtesis (9) y (10) sobre 1a funcion f
)
L(L%(n 1 2 . iqui
(2) x Ho(2) L (Q)xH'](Q)) se puede demostrar el siguiente resultado
De (104)-(105) se sigue
(106 0 Teorema 6. Sea & un dominio acotado de IR" con frontera
) Ikte,013)f 0 3 de cl ¢? 0 ¢

L (Q)XH-](Q) <Yy ,y'y) : ) r e clase . Sea =z eIR’, w Ul entorno

Ho(®) xL%(@) ge rs%) en n y To2lle-alll Lo

L(@)

+ YCO]]{&{¢]}”P2 : Supongamos que f verifica (9) y (10).
L) xH (2).
De (108 ' Entonces, para cada par de datos iniciales y fina-
) se deduce que (103) se verifi o 1 01 1 2
(107) Tca con les {y Ly}, {z,2} eHg(R) xL(Q) existe un _ control
5T _ .
P h eLz(w x (0,T)) tal que 1a solucion de (1) verifica (2).

B <min u’(T%“)
0
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I
dea de 1a demostracign

Se procede en dos etapas

Etapa
=tapa 1. Supongamos que f(s)

tanto de un problema

R
esolvemos la ecyacign

¢" —A(b +op =0

(109)
¢ =0

Y seguidamente

y' -8y +ay =-
¢Xw en

(110)
y =0

en
y(T) =y'(T) =0,

Definimos e1 operador

(111)
que verifica

(112) T

0
<Aa{¢) ,¢]},{¢0,¢]}> =j
07w

La CO“t)O'ab ] dad exacta de
(

con controles en L2(w x(0,T)
1))

(113) T

’,{¢0,¢]}‘,2

LZ(Q) XH-](Q) : Ca[
0w

=as Vs ¢ IR . Se

lineal.

A {0 4!
o007 = {y1(0),-y(0))

] ,¢'2dxdt.

]) en HA(Q)XLZ(Q)

sera
ra una consecuencia de

J l¢'2dxdt.

1

La proposicion 1 proporciona esta estimacion cuando

es un entorno de toda la frontera r. $in embargo, €n

ste caso particular en que el potencial €5 constante se

trata PO
jene (113) si w es un entorno de F(wo).
En efecto, procediendo de la misma forma que en 1a

emostracion de 1a Proposicion 1 se deduce

en Q ) ) T ) )
ey 0%, et scx K 1912 g dt +Clinll
en 2 L2(a) i@ 7 ol L2(0)
siendo N =n(x,t) 12 solucion de
n" -an =-od en Q
Q {115) n=0 en I
5 n(0) =n'(0) =0.

Seguidamente se demuestra (36) por reduccion al

‘absurdo. St {36) no se cumple, se obtiene una solucion ¢

de (109) tal que

{1186) $=0 en w x (0,T)

y de forma que 1a solucion n asociada satisface

(117) il 20 7"

(Q)

Ahora bien, el Teorema de unicidad de

asegura g

¢z0 1o cual contradice (117).

Holmgren

(ap\icab]e ya que 10s coeficientes de (109) son analiticos)

ye la unica solucion de (109) que verifica (116)es

!
;
|
|
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Etapa 2. ¢
__BB_T__ ] noel caso general fijamos un estado final 2% Az vz =0 en Q
(27,27} 2 , ; 1
eHp(R) xL(q) arbitrario. Resolvemos (109) y s¢ (21 2(T) 220,2-(0) =2z
guidamente , 0 en T
Z =

y -Ay+f(y)=-d>xm en @ A" - An tan = -fly) +ay €D Q

(118) _,0 1
S (122) n(T) =n'(T) =0
y=0 en 1. n=0 en -
Definimos el operador no Tineal E1 operador u se escribe entonces
P T xga) 123y wiel,e'y =K te0,ly + (2 (0),-2(0)) Ol
tal que ( o
0 1 con
H{67,0') = {y'(0) -y(0)}
s . 0,1 ={n' 0),-n(0)}.
(124) ole ,¢ ) ={n'(
E1 problema se reduce a probar que ] deduce que
De ta etapa 1 se
(119)

0 1 1 0
r{e 071 =y, -y - 2 1
admite un i5 0 .1 2 - *

0 a]soluc1on {670 Y eL(a) xH 1(0) para cada isomorfismo.
{y Y } GHO(Q) XLZ(Q). es un 1
La ecuacion (119) se escribe por tanto
Descom L

‘ ponemos la solucign Yy de (118) de 1, s . } A-] @{¢0 ¢1}

Juente forma ) (125)  (6%.0") a7 gy =20 (0),2(0) ~y(0)3 Ay |
’ o

0,1
y=.y0+z+n =K{¢) :¢ }‘

siendo Yo» Z ¥ n se deduce facilmente que

soluciones respectivas de Gracias a (9)

-1
n . 2 -1 Q ———»LZ(Q) x H (Q')
Yo "8¥ *tayg =-9x  en g K: Lo(R) xH (@)

Yo(T) =Y6(T) =0
y0=0

(120)
es compacto.
en 1
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Observese que si dispusieramos de un resultado de

' [o] a Y
[0} 4 Y payte U B )
i 5 ZandO (] ) se p Ueba que

ecuacion {28)

w fuese

Ye >0
’ 3 CE >0 tal que :
ohtinuacion inica para la
aplicable en el caso en que un entorno

(126)
llo (40! ,
#e ] 2 < 0.1 : i e L™
L2(e) xH) () = ell {07, 1] . Yel (Q)
-1 + . o
De (1 LYe) xH (q) ¢ de un conjunto de la forma F(xo), el Teorema 4 se extende-
26) se gi , ‘
{zo,zl} €H](Q) g Slgue que para datos {yO y]} +7a inmediatamente a este caso Yy tendriamos 1a controlabili
0(2) xL%(a , SARE 2
() existe a>0 ta1 que dad exacta de (1) para todas las no linealidades Lipschitz
0 , ]
I k{4 ,¢]}]] » con controles a soporte en un entorno de F(xo).
L2a) xnlggy £0 Y6000 e
.
6. E1 Teorema 6 proporciona 1a regularidad
Seria interesan

del control.

L2(w x (0,T))
global

las técnicas de inversion
en [50] permiten obtener la re

Se concly
ye 1
a demostracign del teorem
a aplicand
te estudiar s utilizadas

por I.Lasiecka y R.Triggiani
del control en el

el Teorema de Schauder

2

‘qularidad Lz(m x (0,T)) caso general en

Observacign_ s
que f es globalmente Lipschitz.

el leo'e"a 6 se apllca Cua”do‘

€s un e“tOHO de ur con U“to de ]a
J ‘O'm

—_—

queda excluido en el Teorema 5 por

utilizando el Teorema

0
(z"), mie
, ntras
que el Teorema 4 s§io se apli =7
1¢a si w es y :
2. E1 exponente P ="T

en
torno de toda la frontera r
Sin embargo,

falta de compacidad.

h se puede demostrar la. controlabili

de punto fijo de Banac

dad local también en este caso.
A

on coeficientes variables.

3. Ecuacion ¢
o se apli

s desarrollados en este capitul
milineales con

sa que w
Sea un e
tracion del Te ntorno de r. sip embargo, en la d ‘
orema ’ a dem
nwacisn oo 6 se ha precisado un result 0s
Nica para la ecuacig ado de conti Los metodo
tantes E -uacion (109) de coefici
- En este caso dig cientes cons= can también a ecuaciones de ondas se coefi-
Holmgren ‘ ponemos del Teorema d .. ; «
que tiene caracter ]o¢ e unicidad de cientes variables
lar, si 4 es y _il_y se aplica, en
N entorno de r(xo) harttc y" div{a{z)Vy) +f(y) =hX en Q
. = a =
w
(127) y =0 en I
I 1
y(0) =y~ .y'(0) =Y



donde ],m
Ael () verifica

(128)
a(z) 2a5>0

Yz Q.

ET Te
orema
4 se generaliza a este
Caso si

fican 1
as S'igu-l'
entes ¢ . .
Ond]C'|0n
es:

(a)

Se ti
Tene la estimacign

+1] ®7 2
0(®) "L2<Q) <

a
para las soluciones de

(129) TPUTE:
1

¢“ _d1V(a(x)V¢) =0

(130)
¢ =0

(b)

¢" -div(a(z)ve) tV(z,t)p =0 e
¢ =0 .
v en %

¢ CH](Q)’ v eLm(Q)

Graci
o acias a [2], [3] y [66]
5 se verifican si g4 eCm(ﬁ)
sienda

BT caso general

abierto. en que aeW

i

en  w x(0,T)

1,0

Se t ene el S]gule te OeSultadO de conti uacio uni

s
abemos que ambas con

@ de clase

‘1os Teoremas 4 y 6 se extiend

5., E1 problema abierto fundamental e

—_— ¢ =

(2) permanes
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. Dimension n=1.

£n el caso de una dimension espacial (n =1) combi-

“nando las técnicas de este capitulo y las del apartado 111.4,

en a la ecuacion con coeficien

. tes variables (127) para todo subintervalo o de Q.

n el contexto dela ecud

cion de ondas semilineal es 1la obtencion de resultados

de contro]abi\ﬁdad g]oba] con n

infinito. Un primer resultado en esta direccion, en

o linealidades superlineales

en el

dimension n =1, ha sido probado en [80].

y - ECUACION DE ONDAS CON DISIPACION INTERNA NO LINEAL

y.1 - Formulacion del problema.
En este capitulo estudiaremos lavelocidad de decal

miento de las soluciones de 1a ecuacion de ondas con disipa
cign no lineal.
Sea £ un dominio acotado de R" y g: IR— IR una

funcion tal que

(V) ¢ eC(IR); g(0) =03 g €s no decreciente, g(s)s >0

si s #0.

Consideremos 1a ecuacion de ondas disipativa:

y" - Ay +g(y') =0 en Q x (0,»)
(2) y =0 en 30 x (0,%)
y(0) =0 eul@)s y1(0) = eL?(a).
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b) ¢ Puede obtenerse un orden de decaimento uniforme para
la energia en funcibn de las propiedades de Ta no Ti-

L | nealidad 97
a energia del sistema es

En el apartado 1.2 dimos respuesta afirmativa a es

(3)
tas cuestiones en el caso en que g era una funcion lineal

E (t) =l/ TRNY.
y > Q[Iy (z.t)] +’V¥(x.t),2]dx.

Multipli y obtuvimos un decaimiento exponencial uniforme. En este ca
iplicando 1a ecuacion

2 )t . T .
do por partes se obtiene ) por y' e integran- pitulo abordaremos estas cuestiones en el caso general.
(4) dE_(t) En el apartado V.2 enunciaremos un resultado de
YT
dt - g(y'(x’t))Y'(m,t)dx <0 A.Haraux [26] sobre la existencia, unicidad vy regularidad
Q <0.

de las soluciones de (2). En el apartado V.3 aplicaremos el

Observac io
——=Yacion 1 Principio de Invarianza de La Salle para dar respuesta afir

EStos CalCUIOS son ‘O'Illa]es DEIO Seran ri-

gurosa : C . . mativa a la primera cuestion {a) en una amplia clase de no
mente justificados mas adelante p ) .

linealidades. En el apartado V.4 desarrollaremos una tecni
ca de funciones de Lyapunov que permitira obtener estimacio
nes sobre el orden de decaimiento uniforme de 1la energia

bajo condiciones adecuadas sobre el comportamiento de 1a no

(5) o
yelL (O,W;Hé(Q))n w"“(o m’LZ(Q)) linealidad g en el origen y en el infinito. En el Ultimo

apartado mencionaremos algunas posibles extensiones de los

Adem3 i
s la energ7a decrece con el

tiempo. resultados de este capitulo as7 como algunos problemas abier

p
Or otra parte se obserya que la ini
equilibrio de (2) o

tos.

€s 1a trivial y=zg

¥.2 - E1 problema de valores iniciales.

Se p]altean ] t
DOI 9] an {
: tO ]aS dOS CUESt‘lOneS Sl‘guie“

Como consecuencia del Th.11.2.3.4, Prop. 11.2.3.6,

(a) ¢ Baj ,

¢ ©28J0 que condiciones sobre g se d Th. 11.1.1.1, Prop. II.1.2.2 de A. Haraux [26] (vease tam-
puede aseqgur

Ey(t) =0 cuando t +4m7. gurar que bien [27]) se tiene el siguiente resultado para el problema

de valores iniciales (2).
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Teorema 1. ([26]).
solucidn pertenece a la clase

Sea Q ur dOl tnio aC()tadO de R COr 1’0] tE)a 3
de CIase C . Sea Q. -R ]e una 1u“C!v0 CIUG sat Stace (l

(i) Entonces, ara éada
ar

dé dat
0 1 ] atos
Y7y Y edg(a) x1(g)

iniciales Observacion 2. En (8), g(y') eH;lc(Q x (0,»)) significa que

i -, , -1
existe una @inica solucign de ' para todo 0<ty<t, <=, g{y') eH (Qx(t1,t2H.

(6)
Y eC([0,);h] 1 4
O(Q))nc ([O’m);l_z(ﬂ))
(7) y(0) =yo’ y'(0) =y] Observacion 3. A partir de este momento, cuanda nos refi
(8) ramos a una solucidon de (2) se sobreenten-
' 1
9ty €L]oc((07m);L](Q))ﬂ gl Q deri que se trata de la Unica que verifica (6) - (11).
]oc( X (0,2)) . —
(9) :

YU oAy +g(y') =0 en H]-] (@ % (0,))
oc ’ V.3 - E1 Principio de Invarianza de La Salle y sus con-

que satisface

secuencias.

(10)
gly")y' eL]
Y ).Y eL]OC((O’m);L](Q)) . : i0
. El siguiente resultado responde a la cuestion (a)
an Ey(t) e”;gl(O,m)' w- lantead 1 tado V.1
el g(y'(x’t))Y'(x,t)dx planteada en el apartado V.1.
Q

P.c.t. te(0,»), Teorema 2. Supongamos que se verifican las hipotesis del

(11) Estabilidad. Teorema 1 y que ademas
si 1y, 14) (s)s >0 Vs eR
= W .y) son reemplazadoes por (3,7 ( ?
respondiente solucign Yoy
diente solucign

Y es tal que

Entonces, para toda solucion y =y(x,t) de(1) con

12
(z) datos iniciales {yo,y?} eHé(Q) xLZ(Q) se tiene

E 4
y-3(t) <k, _5(0) vt >0.

(1i1) Regularidad. (15) E (1) =0, t =+

Si i
los datos iniciales son

0 1 Demostracion.
{y”, 2
vy e[t nnge)] xnla)

mas regulares

1 2
9(y') eL°(2) entonces 1a.

Procedemos en dos etapas.
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Etapa I. Soluciones regulares.

por otra parte
Supongamos que los datos iniciales son tales que’

dzdt H gy (z.t, +t))y (=t +t)dt
| || etz zpdsdt =
o) %N e W3y n ulge)] xHp(2)59(yT) eL2(a). (21) ‘ ‘Qg n'on ola

0
JE (e 4 T) Ey Lt
Del Teorema 1 se deduce que y-n

{y(t>’y'(t)}t30 estd acotada en HZ(Q) ng(Q)

ativas
es decreciente y no neg

Como Ey(')
Y por tanto

JimE (1)
oo
{y(t),y'(t)}t>o €s relativamente compacta en HS(Q) xLZ(Q)

e deduce que
to, de (21) s

-y por tan

Basta probar que e}

T
m = "yz! dxdt = 0.
Unico punto de - acumulacion de 1, 1im1 1 g(zn)zﬂ ¥
X ] 2 (22) n->o 0’'a
trayectoria en Ho(R) xt () es {0,0}. ifica (14) se
decreciente y verific
Sea t a4 ] que Como g &s no
' 6 1 1 2 tiene T .
(17) {y(tn),y (tn)} — {z7,z') en HO(Q) xLo(n). T Q(Zﬁ)zndxdt+
Z')]dxdt S '
S ) 6 i (23) i ‘ la(zy olanllz, |21}
ea  z =z (x,t) a funcion 0'Q
(18)

zn(x,t) =y(zx,t +tn).

‘g(za)\dxdt.
Dado T sg¢

.
olant|z, <1}

ue
- , 23) se deduce q
{zn} estad acotado en y2: (O,T;LZ(Q))H w]’w(O,T;Hg(Q) Combinando (22) y (
0 en L'(2x(0,T)).
Py
Y por tanto, extrayendo una subsucesign que seguimos deng- (zp)
tando

9tzg
{zn}, se deduce qus

cion de
z =2z {x.,t) es solu
Como n n
(19) zZ -z

n

en C([0,7]5H)(a))n C]([O,T];LZ(Q))

0,T)
' :O en QX( ’
2t -0z, +9(7p)

con  z =2(x,t), que gracias a (17) verifica

se deduce que
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Sequidamente, para n

lo cual es posible gracias a (26).

(24) .
2" -Az =0 en QX(O,T)
y ademis
fijado, por lo demostrade en la etapa anterior, vemos qgue
9(z’) =0 en 2x(0,T) existe t, >0 tal que
(29) Eyn(t) <€/ vt >ty

t)—0
Ey( ) cuan

lo cual, por (14), implica
Combinando {27)}-(29) se deduce que

(25) .
2 =0 en @x(0,1).
do t >+4>.

stracion del teorema.

Combin
ando (24) y (25) vemos que 7 =z(z) "
€ O(Q) Esto concluye la demo

ademES -Az =0
= en Q, lo cual impl:
plica 2z=0
Y por lo tan
y.4 - Orden de decaimiento de 1a energia.

2 =72 =0
Esto con
cluye . . . .
ye la demostracign del teorema en En el siguiente teorema demostramos algunas esti
e
: maciones superiores sobre el orden de decaimiento de Ta
en el origen y

caso en que 1
0s datos inici
niciales son
regulares
energia en funcion de 1a coercividad de ¢

de su crecimiento en el infinito.

Etapa 2. cCaso general,

DadOS {y s Y ] €H Q2 XLZ Q Y COISt)U’ 0S una su
' i ne

Supongamos que se verifican

el Teorema 1 y que ademas:

cesion de datos (y90. ! 2
Yo c 1
n*Ynd e H(Q) N Hy(a)] ng(Q) tal que Teorema 3.

alyly et?(a)
(a) Jp >0, ¢ >0:

(26) yg "*yo en Hé(g), y; —+y] en LZ(Q).
De (12) se obtiene (30) g(s)s 3c|s|p+] ¥s e [-1,1]
e Ey‘”fﬁy_yn(tueyn(t) (31) a(s)s »cls|? ¥s eR: |s| > 13
SEy-y”(O) +Eyn<t)' (b) I»>0, C>0, g>1:
Dad . .
ado e >0, fijamos nelIN tal que (32) lg(s)] SC|SIX ¥s e [-1,1]
(33) lg(s)| <clsi® ¥s eR: |s| 21 con

(28)
Ey_yn(O) <g/2
{(n-2)q < (n+2}).
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Entonces,

(i) si

A=p =1 i
» Bxisten constantes M>1, vyso

dientes de ]
—_—_ oS datoS ]~ s,
niciales tales
que

(34)

E(t -yt
( )SME(O)Q Yt >0

Para toda solucign de (2)

)

(”) < ’
S A < e€xiste una Constant M
e

3 _ pl1-2
(35) (1) 54(Mt +(E, (0)) 7 AJ

(1) Si x21 y 1, exist
Y ; e

depend una constante
fepende de E (0) ta)

M>0 que

que

36 _lp-1 -2 -
(36) Ey(t) 54[Mt +(Ey(0)) _-7-JJ /(p-1)
Yt >0.

ObSEI vacior 4 LaS cond Clones 30 3] aSEQUDaH "a
(:()er‘c‘]v‘]dad de en el origen en e' ]n'
Sl’ elba'g() ‘32 33 CO'It'Olal su crecan |ent0

finito.

Es i
S 1mportante observar que el

de 1a - orden de decaimi
energia depende Gnicamente de aimrentos

comportamiento de g en el o Y X, es decir, de]
igen,

A= V = l r , caso en ue es
Cco q g
E caso ene e
a ,
1ne Yy se 0bt|E’le un O)de” de deca miento ex ”e”C]al- ‘
.
po

mial.

En

decaimiento polino

Z

;bservaciBn 5. Notese que en el caso n =2

que _depende de

+E.luaz

‘y E.Zuazua [30]. La estimacion (35) es nueva. En su demos
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es suficiente
con que (33) se verifique para algin q >l
n el caso de la dimension n=1 1la hipotesis (33) puede

$er eliminada. Gracias a la continuidad de 1la inyeccion

ﬁ%(n)c:Lm(Q), basta con que g Ssea continua.

A

QgservaciBn 6. Vamos a utilizar un método basado en la

construccion de una energia perturbada ,
1equiva1ente a la energia Ey(.), y para la cual se obtienen

.desigualdades diferenciales que conducen a las conclusiones

del teorema.
Las estimaciones (34} vy {36) fueron demostradas en
ua [75] generalizando resultados anteriores de A.Haraux

fracion nos inspiramos en el trabajo de J.Lagnese Y G.Leuge

“ring [46] para la construccion de 1a energfa perturbada ade

~‘cuada.

Demostracion del Teorema 3.

tonsideramos primero datos iniciales regulares

y° eHz(ﬂ)“_Hé(Q); aly') eL?(9); y! eHé(Q)

por

ya que las estimaciones se extenderan al caso general

un simple argumento de densidad.

Distinguimos los casos A >1 y A<l




faso 1

(37)

de a ele,gla € Y ya que tlaba\)a emos co una soluc o a‘

1.oa>1.

Definimos 1a funcign

o(t) = e (1] "2
y(t)] Y(z,t)y'(z,t)dx.
9]

En 1o que sigue

bitraria fijada.

(38)

Se tiene

do 7

_.__(t =¢' =p-1

gl =o' (1) <251 e ()] 2 E'(t)/ vy 'dz +
Q2

Como

,[ yy'dax| <CE(t)
Q

E(t) SE(0) Yt >0

se sigue que

que

p-3
p-1 B2
ZJE(t)] 2 , '
9/

Por otr i
a parte, utilizando la ecuacign (2)

[y 1249y ]az = | [Iy:
19 yy"]d Q[ly 12 1oy 1% +yaty ') as

De (38) deducimos por tanto

(39) o'(t) <-CqE'( t)+[E(t]2 [\y 2yl % ryely ) |de

Por otra parte,

| <

(40) P og(y")ydel = 1< gly')sy >H_1

Q

1
>0

.

A

Haly Ol oy Ayl g
HoU(9) Ha(2)

A este nivel precisamos del siguiente lema.

1. Existen constantes C2,C3 >0 (independientes de

Lema
1a solucion) tales gque
) 19/(q+1)
41 <C d +Coll ,
(41) Il9 llH_1(Q) < Z[IQQ(V)V x] 5 V\\LZ(Q)

1
Vv eHp(a).

Demostracion del Lema 1.

primeramente observamos que CoOmo
(q+1)
/q(Q

(n-2)q <n+2, en

tonces, L )C:H-](Q) con inyeccion continua.

De (33) se deduce que

(42) lg(s) 19 Y <clsi®a(s) |8 Vs ek s 21

pe (32) Yy (42) deducimos gue

43 i i < C <
(43) “g(V)|‘H-](Q) < llg(V)‘\L(q+])/q(Q)_
ccllg(uvil flart)
La)

<clivil
1(q+1)/q(0\

; :



de donde se obtiene (41)

2
De (40) y (41) se obtiene

o(®
+ CZ[[

1 2
Ly + MK
5 C
H(])(Q) 4”)’ HLZ(Q)+

9(y')y'dx]q/(Q+])llyl
H

2 0

bA

+

0

C -
ombinando (39) y (44) se deduce

4 ! .2
(45) o' (t) < ~CLE*(t) +ColE(t)] 2 [1y'(t)}2, -
L2(2)
i} 2l
-l ] g,
Ho(2)

p-1

+ e, le(e)] 2 []Qg(y'w']q”q*”ny(t)H

Ap, ca dO Ia des gualdad de YOUHg con EXPOHEHtES

(q+]) - , -
/q Yy q+1 al ultimo termino de esta dESig 1dad
ua a

obtenemos

5 | p-1
(46) oty < -cqE () +e, [En)] 2 g1y e
] . L2(a)
rlEee) 7y 112,
H(2)
+C51 g(y')y'dx
Q

C u Dy rdg] 0/ (]
2 9(y")y'da o+t
Q | i

a)

Ho(2)

- {0y +Cg)ET(E) reglee] Ty il o)
p-l
o] 2 v
Ho(®)
ya que
E'(t) =‘{ gy (@,t))y ' (x,t)da.
-Q
Definimos la energia perturbada j
(47) E_(t) = (1 +e(Cy +Cg))E(L) +ed(t).
Observese gue existe €q >0 tal que
ptl ptl p+1
(48) ‘E[EEM] 7 len] 2 <2l n) @ ve20, Ve seg

cuando p>1, €4 depende continuamente de E(0).
Sin embargo, cuando p =1, £q puede ser elegido indepen-

diente de E(0).

Distinguimos seguidamente 1os casos p=1, 7P >1.

Caso 1.a: X >1, P =1.
Se tiene
2 € 2
49 £! <E'(¢t C 't - = t .
(49) Lty <E(t) +eCqlly )lILg(Q) LA )llﬂé(n)
Como
Er(t) =-| gly')y'de < Celly(0 1
o (2)
tomando
Lo
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tenemos
1 c6 t 2 £ 2
EL(t) <= 20y (1%, - £y
0
y si
a<2C6=e:2
obtenemos
(50) EL(t) <= SE(t) <- £E (t)
3 - 2 - 4 "¢
De (50) deducimos que si
e<min(eo,e],52)
se tiene
-E¢
4
Ee(t) SEE(O)G Yt >0
de donde se deduce
-Ey
(51) E(t) < 4E(0)e 4 ¥t >0.
Caso 1.b. 2 >1, p>1.
En este caso tenemos
p-1
(52)  El(t) [ 90y )ytde -Slece)] Ty n?, o
0 Ho(2)
p-1
recg[E(e)] 2y 112,
Lo(Q)
Por otra parte, de (30) y (37) se deduce que exis
te (g >0 (que depende de 1a solucion) tal que

133
. p+1 )
(53) { a(y)yde 2 cg Iy (V172
Q
En efecto
2
d c( ly'|p+1dx+C‘ Lyt %de
1 lx> ; | >
‘Qg(y e {y' 1<) Ly’ 1513 .
! 2T
¢ ly'1% d= 7, ¢ ly'] dx]

et ‘{|y'|<_”

de donde se deduce (53) con

siendo

, p+l
(54) EL(t) <-Cally (Bl Fa

[2E<0)]'p'%— \”y"?”

{Dé‘)

c6=c[max{ml,2E(0)}] |
Rﬁ %
|@} =medida de Lebesgue de & en . |

) y (53) se deduce que

Combinando {52 .
2 -
cec le(n] Tl 12 0,

Q)

]

Byt g
- len] Ty A

7
Pl _efen] T

p:! )
vecg+hlE@] Ty

=" C5H.Y‘(

Ahora bien

p-] 1 .
1 2 <
(55) ol 2 iy “Lz(m Al Y 20

nou
todo w>0. Combinando (54) ¥ (55) co
para

ciente pequeno de forma que
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obtendremos

] +1
et <= Eleqny] 2 ]
- - - = C - '
7 [ 6 E(“TE:T77E)}IIY (t)ll22
y eligiendo finalmente
1
C6 u(p+ )/2
€ <E~’ = —————
4C4 +1
se tendra
56, | p+1
er(e) <- Elecey] 7
p+1
< gle 0] T

} - _p-1q- 2
(57) (1)< [g(.pgut 0] T] =

2
pH[ ] _p-ly- =2
<2 e(p-1 =17 p-T
B 2 (3p+ p¥ t'*[E(O)] ] P

de donde se deduce (36).

Caso 2. x«<l,

Definimos la funcion

(58) o(t) = [TE(t)](p”'z”/“J Yz, t)y' (z,t)de
) .

De (30) y (32) se sigue que p >
P+1-2x >0. ]

y por lo tanto.

Tenemos

ptl-4x

(59) o' (t) =g ] 7 —L‘ yy'de)EN(t) +
Q

. p+1-2X
deod ™ [ [ly'12 ryy"]de
Q

p+1-2X
§—c1E‘(t)+[E(t)] 2 ‘[ly'\2—|vy|2+g(y‘)y]dbc-
o

por otra parte

A
\ g(y‘)ydx\fci \y‘lxiy\dxsc‘ [g(y')y']m\y\dwf
{ly' 1<} {ly'1<1} {ly' <1}
by (p+1) B (p+1-x)
“U sty /(pmu MRACERIN
Q Q

pero como (p+1)/(p+1-A) <2 obtenemos

)
(60) 1‘ sy ezl <cllvll [] tyyyias] T
1 )
celee)] [[ o(y)y'da] /P
Q

Asimismo, argumentanto coma en la demostracion del

Lema 1 se obtiene

9/(a+1)
(61) \ gly') y dz| fcu g(y‘)y'dx] Hy(.t)HH](Q :

{ly'|z1) Q ol

Combinando (59)-(61) obtenemos

T

i e
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. . . p+1-2X
dt) < e )« [E(n] By )2
2
[ p+1-2x -
eo] T eng .
p+1-2 HO(Q)
-2)
pt]-2)
reple(e)] 2 J 9y )y ae] /M)
o
p+1-2x
+c2[}(t)] A Hy(t)]]
Ho (

p g a g
A cando a (leS | (la(l (le your con exponEnt

+1
g Yy (a+1);q en el Gltimo suma

terior, obtenemos

E'(t) <-(c

€ = IR

-5 [E(t)

(p+1)/(p+1-x) ¥ (p+1) 2

Ec(t) <-(c

p+1 -2)

3{E )] Hy'(

# [E(n)] Hy'(

1 ] -
ey e () -5 [E(e)

ndo de

Ap1i .
plicando 1a desigualdad de Young con

p+]
]—?7

t)H

la desigualdad’

)12,

en ulti e
el Ultimo termino se deduce

+

exponentes:

(p+1) /(p+1-220)

Aplicamos Young en e} Gltimo término con exponentes

obtenemos

y {p+l)sexn Y

Eé(t)g-(c1+c3+c4)EWt)“

‘ prl

& "t ’ .
cglly'( )\\LZ(Q)

Finalmente observamos queé

prl
(64) -E'(t) = oy 'y de 2 cglly (DIP) s ey (0l
0 L) Le(Q)
Combinando (63-{64) deducimos
p+l

(65) EL(t) <-Cg Er(t) - %[E(t)]YX— %

s
con Cg = ¢y +Cq +Cq +-E—7
pDefinimos 1a energia perturbada
(66) Ee(t)=(1 +sc8)E(t)+e¢(t)

se tiene, por (65),
+1

E;t)gﬁ%t)-%&(ﬂ]7T

p+l
17

(67)

- &le)

pdemas si €>0 es suficientemente pequeno se
obtiene
Bl &
¥ 12X
(68) He (0] ) P cele ]
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1izado
ede ser ampliamente genera
a 2 pu

2. E1 Teorem pueden con

Combinando

siderar-
(67) y (68) se obtiene (35) como en

En particular,

recciones.
caso 1.6.

n diversas di

de la forma

De esta manera 1a demostracion gueda concluida

en 2 x(0,7)

ra datos iniciales regulares. Las estimaciones (34)-(36)

en 30 x(O,m)

extienden a datos iniciales arbitrarios {yO,y]} eHéUUxLQﬁ

por densidad ya que las constantes de las estimaciones dé

penden continuamente de F (0).

A

w© ta] que
=aM)€LJQ)

con

en mCQ
V.5 - Comentarios

3 >ag >0

(73)

sitiva y B €S
1. En la demostracion del Teorema 2, el hecho d

dible con medida po

es un conjunto me

. verifica
donde ntinua que
que

9§ sea no decreciente es crucial Ya que permite probar:

isco
creciente pero dis

yna funcion no de

la precompacidad de las trayectorias con datos

iniciales re

s(sys >0 Vs ek

(74) s condiciones, (

gulares.

— ta

N tro que en es
en \ZSJ demos t
B feredt ‘(1)) de (72) convergen FUer ‘
(y(t)sy 2 donde 7 =Z(CC) {
1 x L (Q)a b
n Ho(ﬂ) ;

No se sabe si 1a conclusion del Teorema 2 es cierta

emen

si g eC(R) verifica

las trayectorias

{z,} e

te a un equilibrio
(69) g(s)s >0 ¥s e¢R

es So]UCian de

1
a, zehg(®):
pero no es necesariaments ro decreciente.

-nz e -a{x)B(0) en
(75)

puede ser una
M.STemrod [69] introdujo un principio de

invarian

en (75) indica aue

£l simbolo €

za "relajado" que permite demostrar que si

funcidn multivoca.

de los resultados de (28]

ias
(70) fa(s)] <c]s]| Vs eR: |s| >1 e las consecuenc

Otra d

ue se tenga
Y se verifica (69), entonces toda trayectoria de (2) para 4

verifi es que

—0
ca Ey(t)

A con gque
(71)  {y(t),y'(t)} — (0,0} débilmente en Hg(ﬂ) xLZ(QL

suficiente
t>4m

cion de (2) es

para toda solu
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6. LosS Iesultados de este Cap|tu 0] e ge era za
S
0] ) 3

sea no decreciente y verifique |

’a ecuaciones abstractas del tipo
. _'l ‘

0 ¢int{ 0)}. -

- y"+Ay+g(y)-0

en mayor o igualque

Observese que 1a hipotesis (14) del teorema aseg un operador eliptico de ord
es

Haraux [26], A.Hara
se obtienen res

ondicion de contorn

-1 donde A ux y E.Zuazus [30] y E.Zuezud

ultados analogos P

que {g (0)} ={0} y por lo tanto 1nt{g"](0)} =¢.
ara

dos (cf. A
[75]). En particular.

o de Neumann

3. En e eorema 3 h i : i0
emos dellOStvad() esti lacbon' -'n de ondaS co

) : 1a ecua
superiores sobre el orden de decaimiento de la energia. “E en Q x (0,7
i i = . - s no_ + y') =0
tas estimaciones son probablemente optimas pero esto nung y By +¥ st en 3% X(O’m)
ha sido demostrado. 3 -0
(76) ) & RIS
g(0) =y® et @)y (0 =Y €

4. Tal y como hemos mencionado en la Observacion i tes
O - .= acas vibran
el orden de decaimiento obtenido depende inicamente del co y para la ecuacion se P!

en QX(O,OO)

portamiento de g en el origen. Sin embargo, precisamo v +A2y +g(y") =0 0,e)
las condiciones (31) y (33) que limitan el comportamiento d 3 en 30 x (0,
77y L y=55°0°

g en el infinito.
v(0) =¥ eHg(2)sy'(0) =Y

1 eLz(Q)'

]

Seria interesante saber si las estimaciones (34)

ten también

(36) son validas sin las hipgtesis (31) y (33), es decir su: apitulo permi
¢

7. Los metodos de este
es para 13 velocida

a ecuacion no auton

dos

poniendo Unicamente (30) y (32). 4 de decaimiento de

obtener estimacion oma de la for-

nes distintas de un

5. Las hipStesis (30) y (32) aseguran que cercadel . solucio
: - 751)
origen el grafo de g esta contenido en la region limitada ma (cf. [26] (301 v s \
QX Osw
por dos funciones de la forma [s)r_]s con r.>0 1y =h(z,.t) en (
oo y' - by +olyt) =hEe (0,)
- . : BQX »”
Seria interesante adaptar el método de demostracion 0 -
(78) LYy=

del Teorema 3 para obtener estimaciones del orden de decai ! 2 )
- 0y (o) =y el ()
y(0) =y eHgla)sy (0) i

miento de la energfa cuando g degenera mis rapidamente o

es mayor que cualquier funcidon de la forma Isﬂu1s con r>0,
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8. La ;
S mismas técaicas

nes SObl"e 1 perm]‘ten obt
. en ; .
a velocidad de decaimi er estimacig
miento de -

Tas soluciones pa

ra ecuaci
; Lo
ones semilineales de 1a f
orma

Yo by +1f(y) +g(y"
y') =0
(79) en Q2 x(0,»)
y =0
en BQX(O’m
y(0) =y ,¥ ' (0) =y] )
donde feC](IR)

es uyna f .=
unca .

on creciente que verifj
1ca cier

as ¢ C S c C
t ond'p one de re rento

f(0) =0 (cf. [‘26], [75])‘

en el

infinito y tal que

9.

La sit P
C C a '
1tuacion Se com 1Ca (HSI('e] b emente cuan

dO cons dE)alOS eCUaC!OIE‘S de 0||d S
a [of o} dISI ac n loca'lza
p 0

da

y'-dy +f(y) +

a(z)y' =0

(80) en QX(O,oe)

y =0

en aQX(O,m)

y(0) =y7,y1(0) =y

con e
a eL+(Q) tal que
(81)
a
(z) 2a0>0 Vo ew

siendo w

un subconj
onjunto abierto no vacio d
10 de @

En el caso lineal

. f=z0,
tiene la estimacign se demuestra que si se
82 2
(82) Hq,O”] +”¢]”2 T
0’w

con

ecuacion con
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T -0 independiente de 1a solucion ¢ =¢(x.t) de la

servativa

en Qx(0,7T)

en 3R x (0,T)

5(0) =4°,06"(0) - !

(80), bajo 1a hipotesis (81),

() xL2(e) (cf. [291)-
se cumple

entonces 13s soluciones de
almente en Hg Sabe-

decaen exponenci
pitulo 111, que (82)

por el Teorema 1 del Ca

mos ,

si w es un entorno de un subconjunto de la frontera de la

forma F(xo). por otra parte, por [2), [3], sabemos que si
w verifica la pro-

q es de clase ¢”, (82) se cumple si

ad de control geometrico.

pied
En el caso particular en que w €s un entorno de
toda la frontera I, estos resultados se extienden al pro
ones adecuadas sobre f (cf.

blema semilineal bajo condici
En E.Zuazua |78] se demuestran resultados

£.zuazua [77])-
s 1a union

o no acotados cuando w €

analogos para dominios
de un entorno de infinito en r" y de un entorno de 30 en

Q.
en [15] ha obtenido resultados

J.da Silva Ferreira
analogos para sistemas de ecuaciones de ondas semilineales

con disipacion jocalizada. 7

e >0 de 3R Y

ntorno de anchura
disipacion Jocalizada

yn e

10. Sea w
€

cons ideremos la ecuacion de ondas con
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y" - Ay +cEXw€y' =0 en 2 x(0,=)
84 =

(84) y =0 en 3Q x (0,»)

y(0) =y yr(0) =yt
con ¢ >0.

Seria interesante estudiar la posibilidad de elegir

c de forma que (84) converja (en un sentido a precisar) a
una ecuacion de ondas con condiciones de frontera disipati-

vas cuyas soluciones decaigan exponencialmente.

Esta cuestion ests relacionada con el comentario 6

del apartado I11.5,

11. Las técnicas de este capitulo permiten tambian

estudiar ecuaciones de ondas no lineales de la forma

,yn _MI v 2 a

( Q! Y(z,t) [“de)ay + (-4)% ' =0  en g X {0,)

85 =0
(85) y en 90 x (0,=)

¥(0) =y%,yr(0) =y!
con a>0 y MeC(R) tal que  M(s) >my >0 Vs eR

En L.A.Medeiros y M.Mi11a Miranda [63] se demyes-
tra que cuando o >0 e] problema (85) tiene soluciones glg

bales que decaen exponencialmente. E1 problema de 1a exis

tencia global y su decaimiento con o =0 es un problema ih

teresante que permanece abierto.

Zi

de decaimiento de las sol

disipacio
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i idad
12. La obtencion de estimaciones sobre la veloc

. l . i
n no llnea' oca |Zada de' tlpo

-1 . Q 0.)
y" - Ay +Xw\y'\p y' =0 en x
0 en 30 x (0,®)
(86) y =
i
y(0) =¥y (0) =y
entorno de 3%, constituye un problema com

com p>1 y &

piletamente abierto. 7

ONDAS.
VI - ESTABILIZACION FRONTERA DE LA ECUACION DE

. Formulacion del problema.

Vi |
velocidad de decal

a as SOIUC ones de ecuac ones de o
m elll,() de |a energ de

ondiciones de contorno disipativas.

das con € F
n a
Sea & un dominio acotado de R con fronter
icid 1a frontera T
2 una particion de
de clase C°. Sea {FO,F1} P
tal que
i i=0,1
(1) int(ry) #6
i io de I pa
i sunto abierto no vacio a
i tiene un subconjun
i.e. 1"i con
ra 1=0,1
sea g: R —R una funcion tal que
(2) q ¢ C(R);9(0) =059 no decreciente
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(3)
a =g > ®
(x) eL+(FO).
Consi
ideramos la ecuacign de ond
as
y' -4y =0
| " en 2x (0,
= -az)g(y) |
en T, x (0,
y=0 O i}
en T, x(0
0) = | B
I0) =y eviyr(0) =yT e 1
donde
(5)

V={y eH](Q): v
Obse i0
rvacion 1. La condicign (n

Hov ||
d .

LZ(Q) efine una norma en
(

para i=]

lent .
e a la inducida por H] 2)

Por otra parte, si

(6) g(s)s >0 Vs e R

Mx)3a0>0 p.c.t r
.c.t. zxer,
| 0
siendo /! j
o Un subconjunto abierto Y no
o vacio
segurar que el dnico aquilibri iy
ria del o

: 0 so i5 .
sistema es y zo Tucion estaciona-
7

s
R4

Defini
1mos la energia del siste
ma

E 1r
v ZL"'W(Q””’Z*‘Y'<x,t>12de

asegura que

V, equiva

FO’ pode- .

Multiplicando s ecuacion (4) por y' e integrando
por partes Se obtiene (este argumento s, por ahora, formal
pero cera justificado rigurosamente en el siguiente aparta-

do):

(8) St sE(t) = alz)gly ' (x.t))y " (2,t)dl

0
pe (2), (3) Y (8) se deduce que E(t) es decrecien

te. Por tanto, las condiciones de contorno de (4) son disi

pativas.

Bajo la hipotesis (6) cabe ademas esperar que

(9) E(t)—0 cuande t->®

para toda sojucibn del sistema, 0 1o que es 10 mismo,
(10)  {y(t),y'(t)} — (0,00 en v xL2(9), cuando t >+

En el apartado y1.3 probaremos, ytilizando el prin
cipio de Invarianza de La Salle, gque efectivamente, {9) v

(10) se cumplen bajo la hipotesis (6).

Tras haber demostrado (9)-(10) se plantea de forma
natural la siguiente cuestion: ¢ Bajo condioionesadecuadas
sobre 1a particion {FO,F]} y la no linealidad g, se puede

estimar la velocidad de decaimiento de 1a energia?

En particular, cuando la funcion g es lineal se
espeka un decaimiento exponencial uniforme de 1a energia.
Sin embargo, por un argumento clasico de D.L.Russell [67] sa
bemos que si .se tiene decaimiento exponencia1 uniforme deTa

energia con disipacion a sgporte en Ty entonces la ecua-
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cion de
ondas
.85 exactamente control
rolable

'y x(0,T)

para T>0 €on controles

sufici |
1clentemente grande ;

Tal y
como VimOS
que para que la e en el capTtulo II, es b
cuac ie S
ble con cont ion de ondas sea exa n sabid
roles a soporte ctamente control
T en I'. x a~
1 1 X(0,T), es

Sea una
part - .
e suficientemente preciso
grande d
e

que
Por 1o tanto, si r.

bi

cum N
. o cabe esperar que (9)-(10
clase ‘ )
obtenciag - - -

o particiones

a {r
ciones sobre 1ga velocid ,r .
cidad de d
ecaimiento

exigira
condiciones geometri
icas

cion impo
{To,p]}. portantes sobre

Ta parti-
Inspi
Pirados por los resyltad
0s

exacta d
e 1 v
0s capitulos anteri
cas de riores,

d
€ controlabilidad

m inli ob ;
ultiplicadores, el tenidos mediante t&cni

primer €aso a (()IISlde'a) es cuan

(11) FO =F(xo) ={zxer: ( 0
Pl 27 )ov(z) >0}

SR ES NN

En el a
partado VI.4 combinarem
0s

multiplica
d -
ores y los métod las técnicas d
timaciones sob 0s del capitulo v ¢
re la velocidad de d Y probaremos es
ecaimiento

para la part
icion (11) de la energia

Tal y ¢

o]

seri f mo veremos, la eleccid

undam on del
ental. En efect

(]2) 0, elegiremos

potencial a(z)

Se trata d afe) = (a 'xo).v(x).
e un potencial positi
itivo en r(xO)

pero que se anula

‘ €F(xo)n r*(xo)

1
p de
I neah‘nenle en I()S untOS

interfase

ha de ser 1a ve\ocidad de decaimiento. gn efecto. notese
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p primera vista, esta eleccion de ¢ parece CON~

tradecir 12 idea (erranea) de que cuanto mayor sea ¢ mayor

que si @ =cte =%, 1as condiciones de contorno de (4) tien

den, al menos formalmente, a las condiciones de contornod
1 - 0 0
g(y") =0 en Tz ) x (0,°)3Y =0 en Tul= ) x (0,%)

que, en el caso particular en que g{(s)s -0 Y¥s #0 ¥

yo eHB(Q), coinciden con 1as condiciones homogéneas de

pirichlet. &

por 1o tanto, nO es de extrafar Qque ce obtengan T&
sultados de decaimiento para potencia\es que degeneran en
1as interfases F(xo)n Y*(xo) y no para potencia1es unifor

memente coercivos.

pebido a 1as condiciones de contorno de tipo mixto
Dirich1et-Neumann, 1as soluciones de (%) desarrollan singu-
laridades en 10s puntos & eTB[\TT donde se produce el cam
pic de condiciones de contorno, incluso ¢i los datos inicia

les son regulares. por ello, s preciso ser prudentes en la

aplicaciGn de las técnicas de multiplicadores ya que algunas

de las integraciones por partes que se precisan no se pueden

justificar. p.Grisvard en 1] vy [22] realizd un estudio
detallado de estas singularidades y prob6 que algunas de las
jdentidades que serian deseables en 1a ap\icaciGn de 1os mul

tip)icadores o son ciertas. sin embargo, €n 2], [22] se
demuestra que para 13 particién (11), se verifican determi

adas desigua1dades {y no identidades!), 10 cual @s sy




de las

ficiente para obtener las estimaciones a priori precisas.

ET estudio de P.Grisvard se Timita a las dimensiones n<3

Y por lo tanto muestros resultados tambi&n se referirin uni.

camente a los casos n =1,2,3.

La restriccion n <3 es muy proboblemente técnica
y Tos resultados de este capitulo son posiblemente validos
en cualquier dimensign. pe hecho, Tos argumentos que nosg
tros utilizamos (exceptuando 1a utilizacion de las desigua]
dades de P.Grisvard) no dependen de 1a dimension. Pero in

sistimos en que solamente estin plenamente justificados si

n<3.

Z

Por supuesto, las soluciones no desarrollan singu

laridades si no hay puntos de interfase, i.e. si

o0
(13) a)n 1, (c0) =6
En este caso las observaciones anteriores no se aplican. Sin
embargo (13) impone conaiciones muy restrictivas sobre 1a

geometria del dominio Y se cumple esencialmente gi

Q=Q&Q]
siendo Q ¥ Q] dominios estrellados con respecto a xO
y con ST::Q .
] 0 2

Es conveniente hacer 1a siguiente observacion S0
bre la condiciaon (1). En e} caso de la particion (11), 1a

condicion

es necesaria sl

soluciones.

no parec 0

decaimiento

i
se pretende obtener € %N
L as condicio

bargo, en principio, 12
Sin em ’

1nt(F*(mO)) £

s

de tener en cuenta

En este punto hemos

e natural. es de contorno

ondicion
i T (vo) -¢ y Tz y=r tas ¢
que st +(a
de (4) son de tipo Neumann
0,=).
3 - _g(x)g(y) en Tx{
3V

t()da uncilon CO\Sta\te es SOIUC|0\ de‘ S Ste

o no tiene sentido
v :H](Q) Y
n'(a).

de
En este €aso0, hablar

ia cer .
si bien es de enerygia 1a semi
ma Yy ue

- s
‘miento. Lo que ocurre es @

decaim ' n
* no define una norma €

norma 11 9vil

ri1as no trivia es Yy de

en H](Q) xL

j d
n el objeto c
) probar el decaimiento

: 2 iene
ciones estaciond (@) conv

ty(t),y'(t)}

ctoria .
de toda traye rno del tipo

L. e COhtO
ciones d

. ar condi

consider

] O,W)
3 , g(x)y = -alzlaly’) en T

o 0.
con B eL+(r)’ 8 EZ

pitulo estd organiz L
ma de valores imic

de La 53116 y

ado de 13 siguiente for-

Fste ca ia]ES(A)'

ctudiamos el proble

.2 e .
En VI o de invarianza

camos el principi d
n estimaciones)
ticion dela frol

ma .

En VI.3 apli :
s el decaimiento (s1
rales sobre la par ‘
emos estimaciones

e toda solucion

probamo

. ne
pajo condiciones muy ge

y la no linealidad 9.
e decaimiento de 1

En V1.4 obten

.
a energia

s0
en el ca
tera

sobre 1a velocidad d
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Qe la particign (11). En vI.5 damos una segunda demostra-
cion de]ldecaimiento exponencial en el caso de la disipacian
lineal. Concluimos el capitulo con un apartado dedicado a
comentarios sobre las extensiones de 1los resultados de este

capitulo y algunos problemas abiertos.

VI.2 - E1 problema de valores iniciales.
.t Valores injciales

Sea V =H; () 'y definamos el operador AeL(V,V")
1
mediante

(14) <Av,w>-= / v(z) . Vw(z)da, Vv,weVv.
Q

En (14), <., . > denota el producto de dualidad entre y*

y V.

Supongamos que g e C(R), ademas de verificar (2)
satisface
(15) 3C>O:|gh)l§C(1+lsH ¥s eR.

Definimos el operador no lineal B: V — y! siguien
te
(16) <Bv,w>= j u(x)g(v(x))w(x)dF Yv,weV.

r

0

De (15) se deduce que  v-—=g(v) es continua de Lz(roy»Lz(FoL

Por otra parte, como o eLm(FO) y la aplicacign traza

Y H; () ~»L2(F0) es contfnua, Bv define un inico elemen
1
to de V' para cada vev,

153

iente, el
0 g es monGtona no decrect
Como o 2 y
dor B es monbtono ya que 0
opera o
alx) (glv(x)) ~glw(z))) (v(x)
<By,W>=
T
0
jal
troducimos 1a variable vector
Intr
y(t)}
. .
(17) w0 =y
i0 ibiremos CcOmMo
1ificar 12 notacion escr?
simp <
D y el operador matricial

Gty = Ly (£)sy (81D

SN

2
XV /Av + B elT(2))-

(18)

con dominio

D(A) :{{Vaw} eV

(19) i 4) se escribe
definiciones, el sistema (4)
Con estas
a te(0,°)
u'(t) +Au(t) =0 , par
0 1y evxLo(R)
={y .,y } € )
. . 2 para t € (0,=)
u(t) eV xtL (%) ‘
(A,D(A)) &S maximal mono

yeamos que el operador

2
tono en Vxi7(a) se tiene

it

D(A)
_{V] w]}’ UZ:(VZ,WZ} € (
Dados Uy = ’

- U =
(21) (Auq -AUzsYy 2)v xL2(2) h s
~ VW =W 2
(Lw, -W Av1‘I\vz+BW1’B"‘2}’{V1 2N @)
= Wo = L]
= ? 1
- +
ydz +< AV1’AV2’W1 Wy

Vlwy ¥ )70V " V2

>20

Q - SNy =W
+ < Bw -Bug¥ "W =t o et T
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de (25), entonces

Y por o t
anto (A Dy
b A -
. ))  es mondtong en v xL2
n (2]) ( X (Q)
’ 's.) * . - -
en
VxLZ(a); VxL2(g) denota el product gi weV es launica solucion
(2 0 esc (w+f.wheV «V es la unica solucion de (23). Por otra par
( V”wl}’{vz,wz}) te Bw +Av =9 -W¥ eLZ(Q) {con Vv =W +f) y por 1o tanto
VxL?(g =] VvyVv,d
(@) 5 1VVplx + WyW,da {v.w) eD(A):
Q
Yiv,,w.} Como A €S maximal monotono, genera un semigrupo
1° 1 7{V W [
Veamos que R(I 2eM2) e XLZ(Q continuo de contracciones no lineales en D(A)- por otra
Dados (f,q} ' ) +A) =rango de
297 eV XLY(Q) con (I +A) =y XLZ(Q) parte, como g(0) =0,
sideramos
]a e .- E
(23) cuacian . ) - )
{v (27) {veVAveL(Q)f—\ -0} xVe=D(A).
’W} +A{V,W} ={f 3V FO
es decir N
Deducimos Qque D(A) es denso en ¥ xHy i.e. D(A) =V x H
(24 .
) Veow=fey aplicando 10s resultados de H.Brezis [5): capitulo
s WAy - _
Es tBw =g GLZ(Q)‘ 111, obtenemos (Vease tambien A.Haraux (23], p- 70-79) el
cribiend
obtiene O Vv=f+w en 15 g siguiente resultado de existencia, ynicidad ¥ estabilidad
eQUnda e .-
(25 cuacion se de soluciones.
)
Aw + Bw +
w =
g ‘Af t
Como A ev'. Teorema 1. Supongamos Que se verifican (1) -(3) v (15) -
es estri —_—
rictamente coerci Entonces SE€ tienen 10s siguientes resultados:
(26) civo en v ya q e
’ ue
<Av,v > -[
’ h ’VVIde (a) soluciones fuertes.
y < BW,W) >0 Q 0 )
o - en VvV, se ob si (y .y} eD(A) existe una unica solucion de (4)
finido en serva que ; 22 existe una Uni-f% "
R(A+B+I (A+B+I)‘]
. ))  envy , (bien ] en la clase
conjuntos acotad a conjuntos acotad d§ en '@
- 0s de v ados de V'
not - Como en 1, 2, 2
0no y continuo de vy POr otra parte, A +8 (28) y el (0,03V) N (0,=3L (%)
en V! es mo
s 2 2
Ay(t)+By'(t)€L (2)s yt >0

(vease

F.BY‘OW
der [6], capitulo 1

se
deduce que RIA+B+1) =y

7a asociada yerifica

y la energia 8s0clati ———

dELE) -~ (1) ale)gly (2,))y (@

tydr, VYt>0.

(29)

To
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b .
(b) Soluciones déebiles

si {y0,y1
Sidy .,y lev xLZ(Q) el si
is

t
ema (4) admite unic

solucidon debil tal que

(30)
Yy eC([0,); ]
svin el ([o,);0%q)) .

(c) Estabilidad

Dados d() l q S ' C
\&.R.
U one deb] es Yy Uales e
» qu. ¥ '
M%%i—she.

’y )
)‘ <

—

< 5[ 190 () - 030
Q[ £) =77 (x)lzwy‘(x)-y‘(mﬂd

\ . Strar res 1 .ados (’e e ster
Obse| acior 2 Se pueden demo t a u d
| d X )
Y
Ccla unic da eStab ]ldad de Soiuc ones

mas generale n ran r
ales i m funcione tive
» conside
S do por ejemplo unci
ca g con crecimiento rlin ’ 1 s |
. mu
supertineal en el infin 7f]v -
el infini
ito (c
1.

Lasiecka [48], [49])

7
e

v .3 -
onsecuenc
) C” as de Pr‘ncpode n
varitanza de
La

Salle.

lelemS e S qu ente 'esu'tad .
o}

eore mos e f '
2 S r 1C n
T rema . Uponga [¢] 1
w T ———
as cond
ciones

1)-
(1)-(3) ¥y (15) y que ademss

bil correspondient

debil corfm i
t > 0,

(38)

Observacion 3
que 1a disipacion e

quiera
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onjunto_abierto £o

alz) 2 og s0 p.c.t. = eré subc
vacio de T
Ms)s>0 ¥s eR.

la solucidn

para todo (yo,y1) eV xLZ(Q) la s

Entonces, pare tode
(4) es_tal Qque

e de

E(t)—0 cuando

(32) y (33) nos asesuran

Las condiciones
¢ efectiva en

3.
Ty cual

que sead el valor de vy' #0. EQ

2.

Demostracion del Teorema
servamos en 13 demostracion del Teorg

Tal y como ob
de estabilidad

pTtulo V, gracias
D(A) en

iniciales

a 1a propiedad

v xLz(Q), basta conside-

ma 2 de]
{y ’y } € ( ).

(3]) y a 1a densidad de
1 caso de 108 datos
deducimos que

rar €
y la ecuacion (4)

Combinando (28)
v xL3(9).

(35) {y(t)d‘(t)h>0 es relativamente compacta en
e el unico punto deacumu1aci6n

basta probar au

por lo tanto,
de la trayectoria en V xLZ(Q) es 10,0}.
Sea tn >o tal que
. 0 2,.
y(t,)sy' (g 02Ny e vaxLTU:
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Definimgs las soluciones trasladadas

zn(x,t) =y(x,t +tn).

Dado T s cualguiers

{38) {Zn}

esta acotads en 1

s

WT0,T;v)n wz’m(o,T;Lz(Q))
Yy ademis es solucion de {(4) para

tel0,7].
y (28) deducimos que

Utilizando (4}

(39) {zn} es relativamente compacta en

C([0,T7;u)n (10,171 %(q)).
Por tantog,

éxtrayendo yra subsucesign (
tando mediante

que seguiremos deng
{zn})

tendremos
(40) z —z en C([O,T];V)r1C]([D;T];LZ(Q))
con
(41) 200) =29 ;0 (0) 2,1
Por otra parte, se tiene
(42) 2" -4z =20 epn g x(0,T).
De (29) deducimos que la energia E(t) asociada a:
Y=ylx,t) es decriente Y por lo tanto
(43) ] zim E(t).
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Ahora bien, como
T ' m,t)dxdt =
[ [ rx(ﬂ")g(z:q(x’t))zn(
44)
( olr,
t 4T SE(E +T)
[ n‘ (x)gly')y drdt =E(t,) ~El*,
atx)
t, ‘T
imos que
deduc T )Z|(x,t)dfdt =0.
tim u(x)g(za(m’t) n
(5) g

"o

De (45) se sigue que

(0,T)
{ )g(z'(x,t))z'(x,t) =0 en TpyX

por (32)—(33) deducimos
Y

( ) (‘5 ) Ox( 3 )‘
46 z .A,,t =0 v t e[ 0
( )

. ez de
1{mite en la condicion
i
o al 1im
Pero entonces, pasand

tambien
or z_ obtenemos
o verificada p n

32 .9 en rgx(0.T).
(47) v

satisface
nto. el 1imite 2z =z(x,t)
Por ta ’

w_opz =0 en Qx(0,T)
S0 -

x (0,T)
x(0,T)32=0 en Ty x{
22-0 en Ty
Vv
. T
(48) 2’ =0 en T4 x{0,T)

contor
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La funcion n =5° satisface entonces

(49) nN"=4n=0 en g x{0,T)

wf e
<=3

A= =n =0 en Féx(O,T).

Pero por el Teorema

T>0 es suficientemente grande (T >2 diam (2))

deduce (con 2¢ =7 -diam(9))

3
)
o
@
p
ol
>
—
| —
]
™
f—
+
™
—

Y por lo tantg

Z=2z(x) en QX(%-E,%+E)_

Como satisface entonces

~Az =0 epn g, B

z2=0 en 71
z

9z _
5;»-0 en [

deducimos que 1z =g en 0 x(% -e,% te) y

=0 en o x{0,T). En particular zO =z] =0,

El Teorema 2 esta demostradg.

)

ObservaciGn 4. En G.chen Y H.K.Wang [11]
Zbservacion 4 .

[49] se demuestran resultados m3s
que se aplican a funcignes multivocas

g que son
neas en el infinijtg.

No hemos insistido en las condiciones

Crecimiento sobre g éen el

op

infinito Ya que en e}

de Holmgren sabemos que

» de (49) s

por consiguiente

I.Lasiecka
generales

superlj

timas .de

proximo

ap

161

infi
. en el -
blineal
sea su
. emos que g
recisar
artadO‘ p

nito.

7

aimiento.
bre la velocidad de deca
locydal —= .
s sobr

vi.a - Estimaciones 8275 —=—— v

R" de frontera

BEES

e
un dominio acotado d

Sea @ 0 cr" tal que

lase C2 Dado un punto &
de ¢

int(T*(mg)) o
{50)

definimos

(51)

istema
y consideramos el s1s

en Slx(o’w)

"oy =0
y 0 oy
en Uylz ) x (0,)
=0
y
0 0,=)
! r{z ) x(0,
o 3 - a(z)gly) en I
?v ] , N
g0y =y0 ev,y (0) =y et
enl(a):v 0 =0
con V=1{v I74(e0)
do.
Tenemos €l siguiente resulta
en
i 3.
q i0 spacial nZ
: dimension € ia
s que ‘13 o
Teorema 3. Supongamo ’ oy 1.t o
Teorema =

T R
Supongamos: que se o
| je - igface.
i je 'satis
fyncion no decreciente qur 2
una fun e ‘
es

o e -1,T]
3x>0C>0:\gu){§Hs$  kV§p[

(53)
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(54) C>0:

jcso: la(s)] <cls| Vs eR: |s|
., | s>

Jp>0,c50: g(s)s >cls|P* ¥s e [-1,1]
(56) Je=0: o

e >0 g(s)sgc[sl2 Vs eR: |s]

ois] > 1.
Entonces,

(i) Si x=p =1, exi
» existen constantes M>1,Y >0

dependient
es de los datos iniciales tal
es que

(57)
E(t) < -
(t) sME(0)e™ " weso

para toda solucion de (52):

( ) S A<
s>
existe una consta te M que de EIde
p

de E(0) tal que

-2x
:211;21] /(p+1-2))

(58) E(t)f4{Mt+(E(O)) B
Yt >O;

» z

o) A > i
y p>], existe una constante
>

que depende de E(0) tal que

(59 -
) E(t)§4[Mt+(E(O){ 1)]
¥t >0.

\' caimiento son an '
.
hsey‘ acior 3 lHS H(Ie“es (Ie ([e a OgOS a

Tos o i
oo ]bten1do§ en el Teorema 3 del Capitu
A ‘ .as condiciones (54) y (56) en el inf?
ne e ind strictivas e imponen sobre g un l
e practicamente lineal. Sin embargo,el ordenC:mporta‘
o de Ta energia depende Unicamente de las propj :e:al
edades

de g en el origen.

observacion 5
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6. La restriccion N <3 sobre la dimension

es debida, tal y como mencionamos én v1.1, |
1as so]ucioneiﬂﬁi_ !
ser0)nraeh resultado

sipn de espacio.

a las singu1aridades que (52) desarrollan ‘
interfase

en los puntos de
para cualquier dimen

es probab]emente cierto

por supuesto, en el caso particular en que
T 4 n (0
M (x yn (e Y=o
1as soluciones no presentan singu1aridades y el resultado
riccion sobre 13 dimen

anterior s€ aplica sin ninguna rest

Este resultado fue demostrado en E.Zuazua

y>1. En
la perturbaci6n de

ering en [46].
77!

7.

observacion
1a demostra

|76] para el caso

cion del caso A <1 nos inspiramos €n
J.Lagnese ¥ G.Leug

1a energia utilizada por

Teoremg‘mé.

pemostracion del TE0TER

a la propiedad de estabilidad (3) y a que

Gracias
aciones 5i-

areceran en 1as estim

s las constantes que &p
E(0), basta con

que

todo
guientes dependerén continuamente de

consideremos datos iniciales

(0,91 en(A).
Consideramos 13 funcion
(n-1) y'(x,t)y(m,t)dx

2 y'(x,t)m(m) Oy (z,t)da+
Q

Q

(60) o(t) =




0

con m(x) =z -2
Observese que

(61)

con €y =2R+(n-1)u donde R BTN

menor constante ‘tal que

(62)

A partir de este momento,

fl v <
vle(Q)_ UI!VVHLZ(Q)

Ip(t)] <C]E(t)

o
L”(n)

con el objeto

ficar la notacion, omitiremos 1a variable

de integracign.

Calculamos 1la derivada de 0

(63)

+(n-1)/ [y'lzdx +(n—l)] y'"yda
Q

= 2[ Aym.Vydx +[
Q

Q

d
“%%;l =p'(t) = 2] y'm.Vydz +2/
)

y obtenemos

Q

M9y %) de +

y'm.

(65)

u >0 es la

precisamos de este r

,a_y__yd[* =

2
vyl “da + | 55

} Ayydz = -
Q ) Q T

alx)gly')ydl.
0

lvy ) 2dz -
Q- T (x

esultado, esencialmente debido

a p.Grisvard [21] y [22].

YveVv.

Lema 1.
de S]mp]l

x en los signos

Vy 'de +
#

+(n-1)J ly ' | 2dz +(n-])[ byyda.
Q

Tenemos

(64) [ m.9(]y" %) dz =-n[ Iy |24 +[
o Q

tiene
2
(67)
Q
cuando

siqualdad

(66) 2‘ Aym.Vydz §(n—2)l
Q

Demostracion

by eL2(0)

i0 ue
para toda funcion ¥ eV Ota] q | o
é1—=(m.v)v con Vv eLZ(F(x ) se verifica 1a de-
\) .

|7y | %dz +R2) (m.v) lvi2dr.
%

Q T{x

del Lema 1.

i 0 i v=0 se
p.Grisvard en [22}, [23] probo que s?

\m

|er
Aym.Vydx < (n—Z) {mw)a;x i

Q

2
vyl dx f!
I F

Z

r 0

i 1 ial):
1 gradiente ‘tangewcia
n<3 (En (67), Yy denota el g

F(xo) y m.v <0

Ahora bien, como M.V >0 sobre
(m.v)ly'|éqr ;
) sobre Txlz ) obtenemos
2
gydz < (n-2) vyl da.
(m.v);y.’zdr 68 ) QAym yo < Q
F(x)




Seguidamente, en V.Komornik y E.Zuazua [39] proba-

1
mos que si vy eH /Z(F(xo)) se verifica

(69) 2[ Aym.Vydx <
Q
< (n-Z)[ [Vy | da +2I g%rn.Vde -j (m.v)lVyfzdF.
Q r r

Por otra parte,

< z[ %%.n.Vydr —[ (m.v) vy |%dr
0
I I(x7)

2

v

LA
o)
~N
———
—
3
[en
3
[
<

dr = Zf (m.v)[v[ZdF.
F(xo)

Combinando (69) y (70) se obtiene (66).

Por ultimo 1a desigualdad (66) se extiende al caso

vel?(r(«%)) por densidad.

R

Combinando (63), (64), (65) y (66) obtenemos
,-

(71) p'(t)s-ZE(mJ o (MR8 12 - 01ty ay + 1y 1ar.
Mx")

A ecte nivel distinguimos los casos >1 y A<l

1a mayor constante tal que

240 Vv eV
(m.v)\v\zdr < [vv ] da v E

Q

y por tanto, por (53)—(54),

)yt
*yydrl gEH)+C (m.v
(73) <n—\)\& 0)(m.v>g<y yar| .
T
Combinando (71) y (73) se obtiene
2
V) ly'1TdT.
! <-E(t) +C (m.v)
(74) p'(t) < ‘F(xo)
Sea ‘ V,“in‘7?~ P
sy = le(] 7 et o

se tiene » : et -1
SURL- le t)]grﬁ'(”

ional
inimos el funcio
Dado ¢ >0 defin p-]

- 2 t).
E (t):(] +EC2)E(t)+s\£(tLV p(t)
(77) c
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Como
E(t) <E(0), tomando ¢ <

- (p*1)
Me.o] 7 L e <ofe ] =
De (29) y (76) se obtiene

-j (m.v)g(y")y'
F(xo) y')y'dr -
p+l
- p-1
leee)] 2 recleqe)] 2 j (m.v) ]y |2
)y
F<xo) y'|%dr.

De
(56) se deduce que si g <
_E](EO):

p-1
(79) ccle(t)] 2 J ( :
I STMTI A

[F(xo)ﬂ Oy 2]}(m-v)g(y')y’dl‘- #
Por otra parte, si p s
p-1
(80) clece)] 2/ 2
0 V! :
e
p+]
l[t
(t)] 7 J 7
vef y (mo)fy " (2o 2
N {jy'| <13} )
pero por (55),
(81) []
Lpl
(m. 12 Z
M%) 0ty <1 bt

o
r(x0

)Ny <1}

Eg) se obtiene

(m.v)ly P+ gr SC[ (m.v)g(y")
. y'dr.
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Combinando (78) - (81) con €>0 eventualmente me-

nor se deduce que

)<-[E<t>]PT e [e )]Hzl

(82)

de donde se concluye (59).

Cuando p =1, se obtiene ficilmente de (78):

(83) EL() - E(t)f-%EE(t)

de donde se concluye (57).

Caso 2. A<l
Definimos
p+1-2X)
(84) sty = [E()] P ety
Tenemos

{p+1-4X) .  ’f*m
b B n] T et

(p+]-2x)
Jenl e <

_ (p+1)
5-CEwt)-2\ﬁ(w] X
+1-2)
Pl ® )
r(

x)

(85) ¢'(

(m.) [Rlgly )17 - (n-Daly yy + 1y 1Z]ar
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Observamo
S que gracia
s a (53)
y (55):

(86) ,]
r%)n Uyl ]}(m,v)g(y')ydr SC/ (
S 0 m.\)) 1A
<c[ A”“)ﬂ{fy'lsl} 1 lylars T'%TY
) Nro)n{ly-l<1}(m.vﬂg(ywy'fﬁ§17lyldr< o )V#C[k (m- )9ty )60 P et
fc[j (m.v) A
V)gly')y'dr|(PFTT P+ ; i -
z7) <
Sc]E(t),%‘[I ; (90) ¢'(t) < ~CE'( -z[g ¥
(m‘\))g(y' ' m)-
r(z0) o d?] o (pan) 2 :
va que (p4] ew] m (m»)g(y')y'drj“’”h[ gty er|
p+i- 52. . 0 0
(p+1-2)) ") 2 )
p . - A
or otra parte, tenemos +‘§(t{l A [ (mnﬂg(y')y~dF17¢77
(87) (n-”’] r(a”) .
r{z° (m.v)g(y")yd (p+1-2)) 2
(=50 tly ]l( Y r’ : NG U . (m.v)g(y-)y'dryp"” si p>1.
SqLu%mvHHdmzf - 2 % r(a”)
WV t §
1 ﬂ{ly ]>]} 9y*)|"dr) Aplicando 1a desigua1dad de Young.en {90) se obtiene
S C&(tﬂzi([ (m.v)g(y')y'd ’ ’ I ] "
y ademas r(xo) Y T) (91) b (t) S'C3E (t) - E(t)_
(88) con C, >0 que depende continuamente de ~E(0).
[r(xo)(m-v)lg(y')lzdr < cj 3
(m.v g Dad 0 defini 1 funcional
[ F(xo)n”}"lzl} v)g(y')y'dr + ado € ? efinimos el funciona
+C 23
0 (m. VYo (92) £_(t) =(1 +el JE(t) +eo(t)-
Me ) {ly'| <1} v)[é(y )y JIIIX7'dF}S € , 3
como E(t) <E(0), tomando € <€ (E(O)) se tiene
S-CE'(t)4+C[J 23 -
(m.\))gfy') 'd T+ (D+1) § )
r(z?) Y {] ' (93) ‘[E ol < (o) X cale, t)]
Finalmente
(89)] (m"’)LV'lZdRc[ por otra parte, de (29) ¥ (91) se deduce
T(xo) - 0 (m'V)g(Y')y‘dr.;c[ ( 2 p+]
r m.\))[g(yl -m)— __EZ_A
‘“ el T IR % s )

(58).

de donde se concluye
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VI.5 - Segunda demostracion del decaimiento exponencial.

En este apartado vamos a presentar una segundademog
tracion del decaimiento exponencial de la energia de 1las ]

luciones de sistemas del tipo (52) con condiciones de contor

no Tineales. Presenta 1a ventaja de aplicarse en situaciones

en las que no se sabe construir funcionales de energia pertu

bados que permiten, como en el apartado anterior, obtener es

timaciones para la velocidad de decaimiento. Su mayor incon
veniente es que solo se aplica con condiciones lineales (o

que crecen linealmente tanto en el origen como en el infini-

to).
Consideremos el sistema
y" -8y =0
J Wby = -[(z -2 v(z)]y" en r(z%) x (0,%)
(95) #
y =0 en F*(xo) x (0,=)
(v(0) =% ev, yr(0) =y e12(n).
Suponemos que
(96) b > -8
donde
j 19y 24z
(97) B=8(z") = inf —

Cuando 1nt(r*(x0)) #¢ se tiene R >0 y por lo

tanto el caso b =0 esta incluido en (96). Se trataria del

. 52) con g(s) =S.
sistema (52) y por To tanto (96)

0y, -0
cuando int(Tu{z")) =¢> B
equivale a b >0.

i istema es
La energia asociada a este sis

2
Bl py(aylter
2 ' ,tHZ dx4—2‘
(98)  Ey(D)- Jz-l fvte 12+ 1yt 7] -
Q
RE fi en
podemos asegurar que [Eb] define

y gracias a (96), a la inducida por

iV nte
v xLZ(Q) una horma equivale

') xL2().
Por otra parte, |
] ' \Zdr.
\ & -0y (@) |1y (et
F(xo)

— Ceican
ntos de equilibrio verifica

por lo tanto, los pu

" py =0 en @ x(0,)
" - by =

(20 Q. %
Y ypy =y' =0 en =) x{ ) |
100) 3V AR
( 0 en Tilz ¥ (0, )f’w;; n
y = e
e deduce-que
licando el Teorema de Holmgren s
Pero ap

2 L Y( )' .
0 1.6 y = X Fe\() e“to“ces
Ay 0 en Q

0y. =
3y 4py =0 en (=) y=0
Y

lult pllCa ld:) e (lOl) po‘ y e teg‘a dO po, pa

tes se obtiene
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174
7 . 2 - — .
[Q’ ()| d¢"bj fy(x)jzdp =0 Observacion 10. Los resultados de existencia,unicidad, re
.0 Qbservaclol —— 3
M s .
(=) gularidad vy estabilidad de soluciones de
1.3 se extienden al sistema (95).

To cual, combi
) 1nado N .
con (96),implica y =0, los apartados VI.2 y V

Estas ob .
~ servaciones .
su -

gieren el decaimiento expo-
Demostracion del Teorema 4,

nencial de la en .
er
972 E(t) cuando t +w, o 1o que es
o
Observese que basta demostrar 1a existencia de un

tales que se tenga

mismo, la conver .
gencia .
ity V) exponencial de todo trayectoria
) a‘] - .
y] ) unitco punto de equilibrio  {0,0} tiempo T >0 y una constante o >0
() xL7(2) cuando  t » 4w, ’ en T
(103) Ey(T) gcog I (m.v) |y |2dr dt
0 F(xo)

T : .
enemos el siguiente teorema.
(En (103) m =m(x) - denota el

para toda solucion de (95).

eorema 4 Sea Q u dO) no aCOtadO de R con ’)O”te Calr v )

combinando (103} con {99) que implica

a e
Yy co < . S €
Y ( ase Y T 3 ea T R EII e(eCt09

b >-p(x0).

Ent ;
~II0NCES, existen constantes C>1 y ¥ 2
que =3 N >0 tales (104) Ey(T) =€, (0) - {(m.v)|y'|%dT dt

N 0 F(mo)

102
( ) Ep(t) <cC Eb(o)e-Yt vt 50 se obtiene
c
(105) Ey(T) < 0 e, (0).
1 +CO

para tOda SO'UC 0 de (95)9 sie do Eb(t) a ene g a de

Combinando (105) con el caracter decreciente de 1a

nida en (98).
piedad de semigrupo se deduce

energia y la pro

v 8 N v » ( )n *( )
Obse acio uevamente S I x I X (b) e teo

rema sera valido sin iccia '
bre Ta dimensign n restriccion algu a so (106) —
. = +
B 0
de donde se obtiene (102) con
1+¢C
- 0

Observacion 9
T . Este resulrad
" 'tado fue demostrad

0 en E.Zuazua

[797.
] (107) ;




Por densidad, basta considerar soluciones con datos

iniciales regulares {yo,y]} eV xV tales que —Ayo eLZ(Q)

Y que verifiquen la condicign de compatibilidad

0
é%;-+byo =—(m‘v)y] en r(xo).

En este caso la solucign Yy=yl=,t) de (95) verifica

yet ([0,2)5v) , a4y cC([0,=) ;L2(a)).

MuTtiplicamos la ecuacign (95) por (z —xo).Vy e

integramos por partes en 2x(0,T) (donde T >0 sera fija
do posteriormente).

Aplicando 1as desigualdades de P.Gris-

vard, lo cual es posible Ya que n <3, obtenemos (en lo sy

cesivo, para simplificar 1la notacion

Eb(t)):

» escribiremos E(t) en
lugar de

T T T
(108) [y'm.wdx +[ E(t)dtdﬂﬁ{] [fy'lz-;wﬂdmdtg
0 2 .

Q 0 0/

(m.v)ly']zdrdt+

T T
ay 1 2
-4~/ J 5 M. Vydrdt Ej j (m.ov)|vy|“drdt <
r o’r

T T
< % [ !ylzdth +%] ] 12
(%) 0)ry

(m.v)|y']“drdt +

T
ym.V y drdt - (m.v)y'm.v_y drdt -
0 e} 0 o]
0'r(xz")

! 2

' 2 4rdt +C (m.v)ly' 1€ drdt

< C[ . lyl oo,
r{x ) =

y de

. m
¢ >0 que depende Gnicamente de
para

0
m.v <0 en Tulx )

T =
[ . ym. 9, yd
r{z")

2000
? a?iy)? v amonfly

y
y v ‘ }
utilizado la desigualda

1 {f;";‘
(mov) ly 'yl s gmw (51 =

=mll o -
con R =1 l|L () |
Por otra parte, multiplican

iene
e integrando por partes se obt
y

' \T bﬂ lyl2drdt +
2 x = fydx| 4
(109) ‘ X [ly'lz - vyl ]d.dt ‘Qy . JOJr(xO)
0/Q i
+E (m.v)yy'drdt.
0 F(xo)
Combinando (108) y (109) deducimos
T
LT
|, (n-1) 1 4x +‘ E(t)dt <
(110) ] y lm.Vy M J . .
Q ! 2
' (m.v)|y'|“drdt

24rdt +c\ ]
< C{OL(%O)M ol r (=)

b’ ya

que

do1a ecuacian (95) por




Ahora bien, existe C] >0

de @) tal que

’[Qy'ljn.w &;uy](x,t)dx

<CyE(t)

Y por lo tanto

A

(1171) I[Qy'(m.w +@y]dxm C,(E(0) +E(T))

o
.
J . (m.v)y* [2drdt.
I'(x y

A

2C, E(T) + c][
0

A De (110), (1171) y el hecho de que

se obtiene

.
(112) (T -2c))E(T) fcj

.
[ lylzdrducH (mv) [y 124
~ dt .
o) r(a0) o) V) [y* ¢ drdt

0 tanto basta p q s
s 'I
Por robar e s > E(: existe una

constante (>0

.
(113) j[
olr¢

Razonamos por reduccion ai absurdo Si

tal que

) T
lyl%drdt < c]

0

[ . (m.v)|y'|%drdt.
I(a")
(113) no

se vey ca existe una suces o] de SO’UC'O'eS de
’ X {y }

(95) tal que

(que depende linicamente

(114)

.
J J (m.v)|y' 1% drdt »0.
0 n

Combinando (114) con (112} ¥ teniendo en cuenta

que T >2C] obtenemos que
{y,} estd acotada en c(lo,Tlyv)n C]([D,T] s L2(0))
y por lo tanto

{yn| } es relativamente compacta en L2(F x{0,T)).
' x(0,T)

pasando al limite para una subsucesion, obtenemos

una solucion y =y(«,t) de (95) que gracias a (114) verifi

ca:

(115) y' =0 en r(z2) x(0,T)
T

(116) I { ly|2 drdt=1.
0 I‘(:r‘o)

Pero, tal y como observamos al inicio de este apar
tado, por el Teorema de Holmgren, si T >0 es suficiente-
ménte grande, 12 Gnica solucion de (95) que verifica (115)
es 'y =0, To cual contradice (116). Esto concluye la demos

tracion del Teorema 4.

-




Observacion 10.

Se ti i
tiene el mismo resultado

- reemplazamos la const o
cidn b=b(z) ec'(r(z%)) tal que T
b >by >0
en un s j i
ubconjunto abierto Y no vacio de F(xo).
El Teo
o CondiCionesr:ma 4 se extiende a Sistemas del tipo
e contorno

(117) g%w(x)y =-[(.x -

co
n geC(R) creciente y tal que

clsi<lg(s)| <cls|

pero en general,

Ys e¢R

no sab i i
emos si existen resultados

0
) vta)Jaly') en 1(a0) x(0,m)

(95)

a los del Teorema 3, e

En E.Zvazua [76] el Teorema

C‘O” s d co 0 o]
o] de t'pO ( I l7 n
1 e e nt rn ' ) s pero c¢

b(e) =k [(z -20) . v(a)]

siendo k >0
una constante suficientemente pequen

quena.

VI.6 - Comentarios.

. LOS -
' )esultados de' apa’tado VI 3 basados

rincipi - .
p Cipio de invarianza de La Sal] o
e,

mente a ecuaciones de d et i e
ondas con coefi

Cientes variabl
es

Sin embar |

0, i0

. g la adaptacion de los resultados d

e V 0s de los
Yy VI.5 a los coeficientes variables

es mucho

mas delicad
a ya que
que en su demostracion hemos utilizad
izado tec-

3 se extiende a condi

La extension del Teorema 3 a ecuaciones con coefi
cientes variables {pero <in imponer 1as condiciones artifi-
ciales mencionadas en 1os capitulos anteriores gue son debi
das a la técnica de multiplicadores en s7) es un problema

abierto.

£1 Teorema & puede ser facilmente extendido a la
ecuacion de ondas con coeficientes variables en una dimen-

sign de espacio (n=1).

Por otra parte, 1as técnicas de Analisis Microlo-
cal de [2] y [3] permiten obtener resultados de estabiliza
cion del tipo del Teorema 4 para ecuaciones con coeficien-
tes variables ¥ paravparticiones de la frontera {Fo,tx}més
generales que {T(xo),r*(xo)} (que verifican ciertas condi
ciones de tipo control geométrico), siempre ¥y cuando

r] =¢. E1 caso en que On

\

Foﬂ

puntos en los que la condicion de contorno cambia de tipo,

1

1 o, 1.e. cuando existen

queda, por ahora, fuera del alcance de las tgcnicas de pro-

pagacion de singularidades.

2. Enla demostracion del Teorema 2, el caracter
monotono de la no linealidad g €S crucial ya que asegura
la precompacidad de las trayectorias regulares. Seria inte
sante estudiar si el principio de invarianza “relajado” de
M.Slemrod [69]) puede ser adaptado a sistemas del tipo (4)

con g no monstona pero tal que

g(s)s >0 Vs cR
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| icio r.

bara obtener resultados de estabilidad debiv, i siendo (T Y1} una particidn de Ia frontera
s .e. ,

y R.Triggiani [51] se demuestra que

tn 1.Lasiecka

(y(t),y' ()} - 2 :
(t)} {0,0}) en vy (2) débilmente cuando t > » lase
(118) admite una Gnica solucion en la ¢
3. E1 ; 110 ey - -1 )
Teorema 3 puede ser extendido a ecuaciones (119) y e C([0,) LZeayynct([o,°) 3 H (2))
de ondas semilineales
La energia asociada al sistema es
yu /\y+f(_y) =0
con condici £y =1 \y(x,t)lzdx +ll\y'(t)H2_1
TClones de contorne disipativas (cf [79]) (120) E(t) =3 ? ()
R LA I A Q
T - ; , ro-
ambien pyede seoy extendido a sistemas de ecuacio on 11“112 -<Gu ,u>, donde <, 7> dencta el P
- c | R
Ho (%) -
wole).

nes de ondas semilinea]
es acopl
Pladas (cf. C.F.Vasconcellos - entre HB(Q) ’

E.Zuazua [707).

ducto de dualidad

Se tiene

dE(}l_=_{ lyl%dr ¥t >0
I

4. L gcni
as tecnicas que hemos desarrollado en este ca (121) 3t
0
de inva

pitulo permiten también obtener resultados de estabilizacign
para el sistema de 14 elasticidad (cf. J.Lagnese EA]] y pa- 1o cual permite demostrar, aplicando el principio
ra la ecuacion de Schrddinger (cf. E.Machtyngier [607y. rianza de La Salle, que

t >w

. E(t)y —0 cuando
E1 problema de 1a estabilizacion dela ecuacign (122) (
para toda solucion de (118), siempre Jy cuando

de ondas ie
puede tambien plantearse en otros marcos funciona

les y con otras condiciones de’ contorno. int(Fa) # 0
i .
- (123) 0
Sea G =(-4) 1 H- (2) ]
: — H (Q) . B ) )
0 Y consideremos el - o sobre el do
sistema ¢ En [51], bajo condiciones geometricas :
S 0 = , enton
y* -y =0 minio @, se prueba que si Tg=T(= )y Ty et }
- o) e tiene un decaimiento exponencial uniforme de la ener
3 ces s
Y =55(Gy') en r -
(1e) ' " o ¥ (3ol gia, i.e
y=0 : )
[ En Ty x(0,m) (124) E(t) <CE(D)e vt vt >0
=y0 .2
Y(0) =y el™(m), y'(0) =y enq)
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Los resultad '
os de [51] se aplican esencialment
e

que Q =0\ 0.

0 1 con Q,ce=
| 0 1 0 Y tales 0
| Telz”) = aq,. aue  I(=7) = aq,

| En r de An

; 1] hemos p obado, utilizando t&

L ecnic i

‘ microlocal, que si g es regular ) o
ar {

- sin ni .
geometrica sobre @) y ninguna condicion

. -
0 Ccontrola geométricamente el do

2, entonces .
se 0
—_— 3 tiene (124) siempre y cuando o
en que T N1 #¢ 0N Iy =o.
1 » Nuevamente,

minio

permanece abiertg

En [1] se d
izacisn Emuestran también resultados de
para otros ti ) estabi
pos de condici -
tivas tones de contorno disi
. ipa
para Tlas condici =
iciones de
bentes o transparentes (cf contorno absor

Por ejemp]o’

B. i
Engquist y L.Halpern nel)

al caso en

(]

(2]

3]

(8]

9]
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