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本博士论文主要考虑两相流方程组, 包括可压缩 Navier­Stokes­Vlasov 方程组、drift­flux

方程组、可压缩 Navier­Stokes­Euler 方程组等, 重点研究其柯西问题或周期域上初值问题解

的整体适定性和渐近行为. 此外, 本博士论文也研究具有趋化性的双曲­抛物方程组柯西问

题解的整体适定性和最优时间衰减速率. 主要内容如下:

在第一章, 我们首先从描述流体­粒子混合运动的可压缩 Navier­Stokes­Vlasov­Fokker­

Planck 方程组出发, 导出几类两相流方程组, 包括可压缩 Navier­Stokes­Vlasov 方程组、drift­

flux 方程组、可压缩 Navier­Stokes­Euler 方程组等. 其次, 我们介绍上述两相流方程组和具有

趋化性的双曲­抛物方程组的应用科学背景和相关研究进展. 最后, 我们给出本博士论文的

主要研究结果.

在第二章, 我们考虑可压缩 Navier­Stokes­Vlasov 方程组在一维空间周期域上的初值问

题, 研究其弱解 (ρ,u,F) 的整体适定性和渐近行为, 其中 ρ = ρ(x, t) 和 u = u(x, t) 分别表示

流体的密度和速度, F = F(x,v, t) 为粒子的分布函数. 对一般初值 (ρ0,u0,F0) ∈ W 1,∞(T)×

H1(T)×L∞(T×R), 我们通过引入一个新的有效速度

u(x, t)+
∫ x

0
n(y, t)dy,

其中 n(x, t) :=
∫
RF(x,v, t)dv, 建立了密度 ρ 的一致上下界, 最终证明该问题存在唯一的整体

弱解 (ρ,u,F). 此外, 我们还证明密度和速度 (ρ,u) 在空间 L∞(T)×L2(T) 中以时间指数速率

收敛到由初值决定的平衡态 (ρc,uc), 且分布函数 F 在 1­Wasserstein 度量下以时间指数速率

收敛到 nδ (v− uc), 其中 δ (·) 为 Dirac 测度 (参见定理 1.3.1). 类似的方法也可以用于研究一

维可压缩 Navier­Stokes­Vlasov­Fokker­Planck 方程组在周期域上初值问题解的整体适定性

和长时行为 (参见定理 1.3.4).

在第三章, 我们考虑带二元非单调压力函数的 drift­flux 方程组在高维周期域上的初值

问题, 研究其弱解 (ρ,n,(ρ + n)u) 的整体存在性, 其中 ρ = ρ(x, t) 和 n = n(x, t) 表示两种流

体的密度, u = u(x, t) 表示两种流体共同的速度, 二元非单调压力函数 P(ρ,n) 满足 P(ρ,n)∼

ργ + nα (ρ,n → ∞). 当 γ,α ≥ 3d
d+2 (d = 2,3) 或者 γ,α > d

2 (d ≥ 4) 时, 对一般能量有限的

初值 (ρ0,n0,m0), 我们证明该问题存在一个能量有限的整体弱解 (ρ,n,(ρ + n)u) (参见定理

1.3.8 和 1.3.10). 该证明的关键是基于压力函数 P(ρδ ,nδ ) 的先验估计, 建立当 δ → 0 时密

度 (ρδ ,nδ ) 强收敛到 (ρ,n) 的紧性估计. 然而, 二元非单调压力函数 P(ρδ ,nδ ) 不满足已有文
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献 [29, 87, 164, 190, 209, 214] 等中建立压力函数的相关先验估计所需的条件, 这导致了建立

密度紧性估计的本质困难. 为克服该困难, 我们引入如下一般性分解:

P(ρx
δ ,n

x
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ )

= P(ρx
δ ,n

x
δ )−P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )

+P(Ayϑ y
δ ,B

yϑ y
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ )

+P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )−P(Ayϑ y

δ ,B
yϑ y

δ )

∼ o(1) (δ → 0, x → y)

+P(Axϑ x
δ ,B

xϑ x
δ )−P(Axϑ y

δ ,B
xϑ y

δ ),

(1)

其中 ( f x,gy) := ( f (x, t),g(y, t)), ϑδ := ρδ +nδ ,

(A,B) :=

( ρ
ρ+n ,

n
ρ+n), 若 ρ +n > 0,

(0,0), 若 ρ +n = 0.

从而, 我们可以将关于二元非单调压力函数 P(ρδ ,nδ ) 的先验估计转化为关于单变量 ϑδ 的

非单调压力函数 P(Axϑδ ,Bxϑδ )以及相关的扰动来处理, 进而建立了当 δ → 0 时密度 (ρδ ,nδ )

强收敛到 (ρ,n) 的紧性估计 (参见小节 3.4.2). 分解 (1) 给出了建立二元非单调压力函数先验

估计的一般框架; 特别地, 当 ρδ = nδ 时, 分解 (1) 等同于已有文献 [29] 中关于一元非单调压

力函数先验估计所对应的分解.

在第四章, 我们考虑高维可压缩 Navier­Stokes­Euler 方程组的柯西问题, 研究其强解

(ρ,u,n,w) 在临界 Besov 空间中的整体适定性和最优时间衰减速率, 其中 ρ = ρ(x, t) 和 u =

u(x, t)分别表示等熵可压缩Navier­Stokes方程组的密度和速度, n= n(x, t)和 w=w(x, t)分别

表示等温可压缩 Euler 方程组的密度和速度. 当初值 (ρ0,u0,n0,w0) 是关于平衡态 (ρ̄,0, n̄,0)

在临界 Besov 空间 Ḃ
d
2−1, d

2
2,1 × Ḃ

d
2−1, d

2−1
2,1 × Ḃ

d
2−1, d

2+1
2,1 × Ḃ

d
2−1, d

2+1
2,1 (d ≥ 2) 中的小扰动时, 我们

证明该问题存在唯一的整体强解 (ρ,u,n,w) (参见定理 1.3.14). 此外, 如果初始扰动 (ρ0 −

ρ̄,u0,n0− n̄,w0) 的低频部分还在 Besov 空间 Ḃ
− d

2
2,∞ 中充分小, 我们证明该整体解 (ρ,u,n,w) 以

最优时间代数速率收敛到平衡态 (ρ̄,0, n̄,0):

‖(ρ − ρ̄,u,n− n̄,w)(t)‖Ḃσ
2,1

≲ (1+ t)−
d
4−

σ
2 , σ ∈ (−d

2
,
d
2
], d ≥ 2,

并且相对速度 u−w 有更快的时间衰减速率 (参见定理 1.3.18):

‖(u−w)(t)‖Ḃσ
2,1

≲ (1+ t)−
d
4−

1
2−

σ
2 , σ ∈ (−d

2
,
d
2
], d ≥ 2.
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这些结果揭示了 drag force 项的阻尼作用和粘性项的耗散作用对可压缩 Navier­Stokes­Euler

方程组整体解的正则性和渐近行为的影响. 类似的方法也可以用于研究高维可压缩 Navier­

Stokes­Vlasov­Fokker­Planck 方程组柯西问题解的整体适定性和最优时间衰减速率 (参见定

理 1.3.22).

在第五章, 我们考虑具有趋化性的高维双曲­抛物方程组的柯西问题, 研究其经典解 (ρ,

u,ϕ)在临界Besov空间中的整体适定性和最优时间衰减速率,并证明该方程组收敛到Keller­

Segel 方程组的松弛极限, 其中 ρ = ρ(x, t) 和 u = u(x, t) 分别表示细胞的密度和运动速度,

ϕ = ϕ(x, t) 表示化学物质的浓度. 首先, 当初值 (ρ0,u0,ϕ0) 是关于平衡态 (ρ̄,0, ϕ̄) 在临界

Besov 空间 Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 × Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 × Ḃ
d
2 ,

d
2+2

2,1 (d ≥ 1) 中的小扰动时, 我们证明该问题存在唯一的整

体经典解 (ρ,u,ϕ), 并且建立了其与松弛参数 ε ∈ (0,1) 无关的先验估计 (参见定理 1.3.27).

其次, 如果初始扰动 (ρ0 − ρ̄,u0,ϕ0 − ϕ̄) 的低频部分还在 Besov 空间 Ḃ
− d

2
2,∞ 中有界, 我们证明

该整体解 (ρ,u,ϕ) 以最优时间代数速率收敛到平衡态 (ρ̄,0, ϕ̄) (参见定理 1.3.30):
‖(ρ − ρ̄,u,ϕ − ϕ̄)(t)‖Ḃσ

2,1
≲ (1+ t)−

d
4−

σ
2 , σ ∈ (−d

2
,
d
2
], d ≥ 1,

‖(u,aρ −bϕ)(t)‖Ḃσ
2,1

≲ (1+ t)−
d
4−

1
2−

σ
2 , σ ∈ (−d

2
,
d
2
−1], d ≥ 2,

其中 a > 0 和 b > 0 分别表示化学物质的产生率和消耗率. 最后, 我们严格证明了该方程组

收敛到 Keller­Segel 方程组的松弛极限, 即对该整体解 (ρ,u,ϕ)(x, t), 定义 (ρε ,uε ,ϕ ε)(x, t) :=

(ρ, 1
ε u,ϕ)(x, 1

ε t), 则当松弛参数 ε → 0 时, (ρε ,uε ,ϕ ε) 强收敛到 (ρ∗,u∗,ϕ∗):

‖ρε −ρ∗‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )∩L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖uε −u∗‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖ϕ ε −ϕ∗‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ ε,

其中 (ρ∗,ϕ∗) 为 Keller­Segel 方程组柯西问题的整体强解, u∗ :=− 1
ρ∗ ∇P(ρ∗)+χ∇ϕ∗ (参见定

理 1.3.33 和 1.3.34).

: 两相流方程组, Navier­Stokes­Vlasov 方程组, drift­flux 方程组, Navier­Stokes­Euler

方程组, 趋化性, 整体适定性, 大时间行为, 松弛极限.
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Abstract

In this thesis, we study the well­posedness and asymptotic behaviors of global
solutions to either the Cauchy problem or the initial value problem in periodic do­
mains for some two­phase flow models, including the compressible Navier­Stokes­
Vlasov equations, the drift­flux equations, the compressible Navier­Stokes­Euler
equations, etc. In addition, we investigate the well­posedness and optimal time­
decay rates of global solutions to the Cauchy problem for a hyperbolic­parabolic
model of chemotaxis. It contains the following chapters:

In Chapter 1, we first introduce the compressibleNavier­Stokes­Vlasov­Fokker­
Planck equations for the fluid­particle motions to derive some two­phase flow mod­
els, for instance, the compressible Navier­Stokes­Vlasov equations, the drift­flux
equations, and the compressible Navier­Stokes­Euler equations. Then, we list some
related progress on these two­phase flow models and the hyperbolic­parabolic equa­
tions of chemotaxis. Finally, we state our main results of this thesis.

In Chapter 2, we investigate the global well­posedness and large time behaviors
of the weak solution (ρ,u,F) to the initial value problem of the one­dimensional
compressible Navier­Stokes­Vlasov system in the spatial periodic domain, where
ρ = ρ(x, t) and u = u(x, t) denote the density and velocity of the fluid, respectively,
and F = F(x,v, t) stands for the distribution function of the particles. For general ini­
tial data (ρ0,u0,F0) ∈W 1,∞(T)×H1(T)×L∞(T×R), we introduce a new effective
velocity

u(x, t)+
∫ x

0
n(y, t)dy

with n(x, t) :=
∫
RF(x,v, t)dv so as to establish the uniform upper and lower bounds

of the density ρ , and then show that the initial value problem admits a unique global
weak solution (ρ,u,F). In addition, it is proved that as the time grows up, the den­
sity and velocity (ρ,u) converge asymptotically to the constant equilibrium state
(ρc,uc) in L∞(T)×L2(T), and the distribution function F converges asymptotically
to nδ (v− uc) in 1­Wasserstein distance, both at the exponential rate (cf. Theorem

iv



1.3.1). Our method can also be applied to study the global well­posedness and long
time behaviors of the one­dimensional compressible Navier­Stokes­Vlasov­Fokker­
Planck equations (refer to Theorem 1.3.4).

In Chapter 3, we deal with the global existence of weak solutions (ρ,u,(ρ +

n)u) to the initial value problem of the multi­dimensional drift­flux model with non­
monotone pressure laws in the periodic domain, where ρ = ρ(x, t) and n= n(x, t) are
the densities of two fluids, respectively, u = u(x, t) stands for the common velocity
of two fluids, and P(ρ,n) denotes the non­monotone pressure function satisfying
P(ρ,n)∼ ργ +nα as ρ,n → ∞. For either γ,α ≥ 3d

d+2 (d = 2,3) or γ,α > d
2 (d ≥ 4),

we prove that the initial value problem has a global weak solution (ρ,n,(ρ + n)u)

with finite energy for general initial data (cf. Theorems 1.3.8 and 1.3.10). The key
point of the proof is to show the strong convergence of the densities (ρδ ,nδ ) to (ρ,n)
as δ → 0 based on the uniform estimates of P(ρδ ,nδ ). However, since the non­
monotone pressure function P(ρδ ,nδ ) does not satisfy the assumptions in previous
important works [29, 87, 164, 190, 209, 214] on the uniform estimates of pressure
functions, it is difficult to show the strong convergence of (ρδ ,nδ ) to (ρ,n) as δ → 0.
To overcome this difficulty, we make use of the decomposition

P(ρx
δ ,n

x
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ )

= P(ρx
δ ,n

x
δ )−P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ ),

+P(Ayϑ y
δ ,B

yϑ y
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ ),

+P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )−P(Ayϑ y

δ ,B
yϑ y

δ )

∼ o(1) (δ → 0, x → y)

+P(Axϑ x
δ ,B

xϑ x
δ )−P(Axϑ y

δ ,B
xϑ y

δ )

(1)

with ( f x,gy) := ( f (x, t),g(y, t)), ϑδ := ρδ +nδ and

(A,B) :=

( ρ
ρ+n

n
ρ+n), if ρ +n > 0,

(0,0), if ρ +n = 0.

Therefore, we can estimate (1) by the non­monotone pressure functionP(Axϑδ ,Bxϑδ )
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of one variable ϑδ as well as some small perturbations, and finally establish the
strong compactness of the densities (ρδ ,nδ ) for δ ∈ (0,1) (cf. Section 3.4.2). The
decomposition (1) is applicable for general pressure­density functions.

In Chapter 4, we study the well­posedness and optimal time­decay rates of the
global strong solution (ρ,u,n,w) to the Cauchy problem of the multi­dimensional
compressible Navier­Stokes­Euler equations in critical Besov spaces, where ρ =

ρ(x, t) and u = u(x, t) denote the density and velocity of the isentropic compressible
Navier­Stokes equations, and n = n(x, t) and w = w(x, t) stand for the density and
velocity of the isothermal compressible Euler equations, respectively. First, if the
initial data (ρ0,u0,n0,w0) is a small perturbation of the constant equilibrium state
(ρ̄,0, n̄,0) in the critical Besov space Ḃ

d
2−1, d

2
2,1 × Ḃ

d
2−1, d

2−1
2,1 × Ḃ

d
2−1, d

2+1
2,1 × Ḃ

d
2−1, d

2+1
2,1

for d ≥ 2, we establish the global existence and uniqueness of the strong solution
(ρ,u,n,w) to the Cauchy problem (cf. Theorem 1.3.14). In addition, if the initial
data (ρ0,u0,n0,w0) further satisfies ‖(ρ0− ρ̄,u0,n0− n̄,w0)

`‖
Ḃ
− d

2
2,∞

<< 1, it is shown

that the global solution (ρ,u,n,w) converges to the equilibrium state (ρ̄,0, n̄,0) at
the optimal time rates:

‖(ρ − ρ̄,u,n− n̄,w)(t)‖Ḃσ
2,1
≲ (1+ t)−

d
4−

σ
2 , σ ∈ (−d

2
,
d
2
], d ≥ 2,

and the relative velocity u−w decays at the faster time rates (see Theorem 1.3.18):

‖(u−w)(t)‖Ḃσ
2,1
≲ (1+ t)−

d
4−

1
2−

σ
2 , σ ∈ (−d

2
,
d
2
], d ≥ 2.

These results imply that the relaxation drag force and the viscosity dissipation affect
the regularity properties and long time behaviors of the global solution for the com­
pressible Navier­Stokes­Euler equations. Our method can also be applied to study
the global well­posedness and optimal time­decay rates of the multi­dimensional
compressible Navier­Stokes­Vlasov­Fokker­Planck equations (cf. Theorem 1.3.22).

In Chapter 5, we investigate the well­posedness and optimal time­decay rates of
the global classical solution (ρ,u,ϕ) to the Cauchy problem for themulti­dimensional
hyperbolic­parabolic equations of chemotaxis in critical Besov spaces, and justify
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the relaxation limit from the hyperbolic­parabolic equations of chemotaxis to the
Keller­Segel equations, where ρ , u and ϕ denote the density of cells, the velocity of
cells, and the concentration of the chemoattractant, respectively. First, for the initial
data (ρ0,u0,n0,w0) near the constant equilibrium state (ρ̄,0, ϕ̄) in the critical Besov
space Ḃ

d
2 ,

d
2+1

2,1 × Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 × Ḃ
d
2 ,

d
2+2

2,1 for d ≥ 1, we prove that the Cauchy problem admits
a unique global classical solution (ρ,u,ϕ), which satisfies the estimates uniformly
with respect to the relaxation parameter ε ∈ (0,1) (cf. Theorem 1.3.27). Then, if the
low­frequency part of the initial perturbation (ρ0− ρ̄,u0,ϕ0− ϕ̄) is further bounded
in Ḃ

− d
2

2,∞, we show that the global solution (ρ,u,ϕ) satisfies
‖(ρ − ρ̄,ϕ − ϕ̄)‖Ḃσ

2,1
≲ (1+ t)−

d
4−

σ
2 , σ ∈ (−d

2
,
d
2
], d ≥ 1,

‖(u,aρ −bϕ)‖Ḃσ
2,1
≲ (1+ t)−

d
4−

1
2−

σ
2 , σ ∈ (−d

2
,
d
2
−1], d ≥ 2.

where a > 0 and b > 0 denote the growth rate and death rate of the chemoattrac­
tant, respectively (cf. Theorem 1.3.30). Furthermore, we justify rigorously the re­
laxation limit from the hyperbolic­parabolic equations of chemotaxis to the Keller­
Segel equations. To be more precise, for the global solution (ρ,u,ϕ)(x, t), we de­
note (ρε ,uε ,ϕ ε)(x, t) := (ρ, 1

ε u,ϕ)(x, 1
ε t) and prove that as the relaxation parameter

ε → 0, (ρε ,uε ,ϕ ε) converges strongly to (ρ∗,u∗,ϕ∗) in the sense

‖ρε −ρ∗‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2−1
2,1 )∩L1

t (Ḃ
d
2+1
2,1 )

+‖uε −u∗‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖ϕ ε −ϕ∗‖
L1

t (Ḃ
d
2+1
2,1 ∩Ḃ

d
2+2
2,1 )

≲ ε,

where (ρ∗,ϕ∗) is the unique global strong solution to the Cauchy problem for the
Keller­Segel equations, and u∗ is given by the law u∗ = − 1

ρ∗∇P(ρ∗)+ χ∇ϕ∗ (cf.
Theorems 1.3.33 and 1.3.34).

Keywords: Two­phase flow models, Navier­Stokes­Vlasov equations, drift­flux
equations, Navier­Stokes­Euler equations, chemotaxis, global well­posedness, large
time behavior, relaxation limit.
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第一章 引言

1.1 模型背景

两相流模型被广泛用于诸多现代应用科学领域, 如化学工程、生物技术、能源开发、地质

勘探、航空航天和环境治理等 (参见 [4, 9, 15, 16, 19–21, 28, 32, 71, 133, 192, 220, 221]). 描述流

体和粒子混合运动的两相流模型首先由 Williams [220, 221] 提出用以模拟燃烧现象. 这类流

体­粒子两相流模型也可以用来模拟小液滴 (droplets) 或灰尘 (dust) 等微小颗粒分散在宏观

流体中的运动规律, 如气溶胶 (aerosols) 和喷雾 (sprays) 等现象 (参见 [4, 9, 71, 192]), 或者模

拟悬浮粒子在宏观流体中的分离和沉降 (参见 [15, 16]). 一些物种 (如鱼、鸟、细菌和昆虫等)
的群体行为 (collective behaviors) 也可通过流体­粒子两相流模型来刻画 (参见 [6, 7, 34, 36]).

可压缩 Navier­Stokes­Vlasov­Fokker­Planck (NS­VFP) 方程组是一个典型的流体­粒子两

相流模型 (参见 [19, 32, 133, 192, 220, 221]), 它具有如下形式:
ρt +div x(ρu) = 0,

(ρu)t +div x(ρu⊗u)+div xT=−
∫
Rd

κ(u− v)Fdv,

Ft + v ·∇xF +div v(κ(u− v)F −κ∗∇vF) = 0, (x,v) ∈ Rd ×Rd, t > 0,

(1.1.1)

其中 ρ = ρ(x, t)≥ 0 和 u = u(x, t) ∈Rd 分别表示流体的密度和速度, F = F(x,v, t)≥ 0 表示粒

子的分布函数, κ 和 κ∗ 分别为拉力 (drag force) 系数和 Fokker­Planck 系数, 流体的应力张量

T 为

T := P(ρ)−2µD(u)−λdiv xuId,

此处 P(ρ) 为仅依赖于 ρ 的压力函数, µ 和 λ 分别为剪切粘性系数和体积粘性系数, D(u) :=
1
2(∇xu+(∇xu)T ) 为形变张量, Id 为 d ×d 单位矩阵.

可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 由一个宏观流体方程组: 等熵可压缩 Navier­Stokes (NS)
方程组 {

ρt +div(ρu) = 0,

(ρu)t +div(ρu⊗u)+divT= 0,
(1.1.2)

1



第一章 引言

和一个介观动理学方程: Fokker­Planck 方程

Ft + v ·∇xF −κ∗∆vF = 0, (1.1.3)

通过拉力 (drag force) 项 κ(u− v) 相互耦合而成. 若 (1.1.1) 中不考虑流体和粒子的耦合作用,
即当 κ = 0 时, (1.1.1) 可导出等熵可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 和 Fokker­Planck 方程 (1.1.3).

当 (1.1.1) 中的系数或粒子分布函数满足不同的条件时, 可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1)
可以导出很多相关的两相流方程组. 首先, 如果 (1.1.1)3 中粒子间的扩散作用 (布朗运动) 可

以忽略, 即当 κ∗ = 0 时, (1.1.1) 变为可压缩 Navier­Stokes­Vlasov (NS­V) 方程组
ρt +div x(ρu) = 0,

(ρu)t +div x(ρu⊗u)+div xT=−
∫
Rd

κ(u− v)Fdv,

Ft + v ·∇xF +div v(κ(u− v)F) = 0.

(1.1.4)

其次, 如果在 (1.1.1) 中设 κ = κ∗ , 并且分布函数 F 取为局部 Maxwellian

M[n(x,t),u(x,t)](v) :=
n(x, t)

(2π)
d
2

e−
|v−u(x,t)|2

2 , (1.1.5)

其中 n(x, t) :=
∫
Rd F(x,v, t)dv 表示粒子分布函数 F 的宏观密度, u(x, t) 为流体的速度, 那么我

们对 (1.1.1)3 关于变量 v 在 Rd 上积分后有

nt +div(nu) = 0. (1.1.6)

此外, 对 (1.1.1)3 乘以 v 后关于变量 v 在 Rd 上积分, 我们得到

(nu)t +div(nu⊗u)+∇n = 0. (1.1.7)

将 (1.1.1)2 和 (1.1.7) 相加后与 (1.1.1)1 及 (1.1.6) 联立, 我们有 drift­flux 方程组
ρt +div(ρu) = 0,

nt +div(nu) = 0,

((ρ +n)u)t +div((ρ +n)u⊗u)+∇(P(ρ)+n) = div(2µD(u)+λdiv xuId).

(1.1.8)

Mellet 和 Vasseur [181] 严格证明了可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 收敛到 drift­flux 方程组

(1.1.8) 的流动力学极限. 当 (1.1.8)3 中的压力函数 P(ρ) + n 换作一些其他二元压力函数

P(ρ,n) 时, drift­flux 方程组 (1.1.8) 可以用于描述气体和液体两相混合流体的运动规律, 如

石油管道、天然气管道、深水井、冷凝器等 (参见 [94, 131, 132, 213, 243]).

2



两相流方程组的适定性与渐近行为

然后, 如果在 (1.1.1) 中设 κ = κ∗, 并且分布函数 F 取为局部 Maxwellian

M[n(x,t),w(x,t)](v) :=
n(x, t)

(2π)
d
2

e−
|v−w(x,t)|2

2 ,

其中 n 和 nw 分别表示粒子分布函数 F 的宏观密度和宏观动量

n(x, t) :=
∫
Rd

F(x,v, t)dv, nw(x, t) :=
∫
Rd

vF(x,v, t)dv,

则类似于 (1.1.6)­(1.1.7), 我们可以从方程 (1.1.1)3 推导出

nt +div(nw) = 0, (1.1.9)

以及

(nw)t +div(nw⊗w)+∇n = κn(u−w). (1.1.10)

联立 (1.1.1)1­(1.1.1)2 和 (1.1.9)­(1.1.10), 我们有可压缩 Navier­Stokes­Euler (NS­Euler) 方程组

ρt +div(ρu) = 0,

(ρu)t +div(ρu⊗u)+divT=−κn(u−w),

nt +div(nw) = 0,

(nw)t +div(nw⊗w)+∇n = κn(u−w).

(1.1.11)

Choi 和 Jung [55] 严格证明了可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 收敛到可压缩 NS­Euler 方程组

(1.1.11) 的流体动力学极限. 值得注意的是, 李海梁教授、王腾教授和王益教授 [161] 利用可

压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 的 Chapman­Enskog 展开导出可压缩 NS­Euler 方程组 (1.1.11).
当(1.1.11)中 κ →∞ 时, u=w 成立,从而可压缩NS­Euler方程组 (1.1.11)可以转化为 drift­flux
方程组 (1.1.8).

此外, 我们考虑具有趋化性的双曲­抛物方程组. 趋化性描述细胞对环境中化学物质刺

激产生的定向运动, 在很多生物现象中广泛存在, 诸如细菌或变形虫的聚集、胚胎发育、肿瘤

增长、血管生成 (参见 [2, 2, 3, 14, 40, 42, 58, 92, 111, 185]) 等, 其中新生血管的生成可由一个带

阻尼可压缩 Euler 方程组和一个非齐次热方程互相耦合而成的双曲­抛物方程组来描述 (参
见 [2, 92]): 

ρt +div(ρu) = 0,

(ρu)t +div(ρu⊗u)+∇P(ρ)+
1
ε

ρu−χρ∇ϕ = 0,

ϕt −∆ϕ −aρ +bϕ = 0,

(1.1.12)
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其中 ρ = ρ(x, t) ≥ 0 和 u = u(x, t) ∈ Rd 分别表示细胞的密度和运动速度, ϕ = ϕ(x, t) ≥ 0 刻

画细胞分泌的化学物质浓度, P(ρ) 为仅依赖于细胞密度 ρ 的压力函数, 常数 χ > 0 描述细

胞对化学物质的反应强度, a > 0 和 b > 0 分别表示化学物质的产生率和消耗率, ε > 0 为

松弛参数. 双曲­抛物方程组 (1.1.12) 也可由一个非线性平均场 Fokker­Planck 方程导出 (参
见 [41]). 当松弛参数 ε → 0 时, (1.1.12) 的细胞密度和化学物质浓度 (ρ,ϕ) 在尺度变换后收

敛到 Keller­Segel 方程组 (参见 [41, 72]).

1.2 研究现状

等熵可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 可以从描述流体­粒子两相混合运动的可压缩 NS­VFP 方

程组 (1.1.1) 导出, 并且是本文研究的两相流方程组 (可压缩 NS­V 方程组 (1.1.4)、drift­flux
方程组 (1.1.8)、可压缩 NS­Euler 方程组 (1.1.11) 等) 的重要组成部分. 因而, 在介绍本文研究

的两相流模型相关进展之前, 我们首先回顾等熵可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 的部分研究成果.
关于一维等熵可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 的适定性和渐近行为的研究已有很多重要的成

果 (参见 [76, 83, 108, 113, 122–126, 137–139, 142, 145, 160, 172, 175, 176, 182, 198, 199, 203] 等).
首先, 我们介绍一般初值情形的重要结果. 当粘性系数为常数时, 对一般不含真空的初值,
Kanel [142] 和 Kazhikhov [145] 建立了初边值问题及柯西问题正则解的整体存在性和唯一

性; Serre [198, 199] 和 Hoff [116] 证明了初边值问题及柯西问题有界弱解的整体存在性; 罗

涛教授、辛周平教授和杨彤教授 [172] 证明了边界处包含真空的自由边界问题有唯一的整体

弱解, 并得到了该弱解在自由边界附近的正则性和时间衰减速率; 当粘性系数为 µ(ρ) = ρβ

时, 对初始密度有紧支集的情形, 刘太平教授、辛周平教授和杨彤教授 [166] 建立了自由边界

问题强解的局部存在性和唯一性; 对 0 ≤ β ≤ 1, 文献 [83, 107, 137, 182, 231, 232] 在不同边界

条件下证明了对一般不含真空的初值正则解的整体存在性和唯一性; 对 β > 1
2 , 李海梁教授、

李竞教授和辛周平教授 [160] 以及酒全森教授和辛周平教授 [138] 对一般包含真空的初值

研究了 (1.1.2) 弱解的整体存在性和长时行为, 并探讨了该弱解的真空状态在有限时间消失

的现象. 当粘性系数为 µ(ρ) = 1+ρβ (β ≥ 0) 时, (1.1.2) 的正则解被证明是整体存在且唯一

的 (参见 [76, 139, 203]), 并在有界域上以时间指数速率收敛到平衡态 (参见 [203]). 然后, 当

初值是关于平衡态的正则小扰动时, Matsumura 和 Nishihara [175, 176] 研究了激波和稀疏波

的稳定性 (也参见接触间断波和复合波稳定性的相关重要工作 [122–126]); 曾燕妮教授 [239]
证明了柯西问题整体正则解在空间 L1 中以最优时间速率渐近收敛到非线性扩散波.

关于高维可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 局部适定性的研究已有很多重要的结果 (参见 [50,
173, 186, 197, 200, 207, 208] 等). 文献 [127, 128, 204, 218] 将高维可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 正

则解的高阶先验估计归结为密度的上界 (或速度散度的 L1(0,T ;L∞) 范数等) 的可控性, 对局

部正则解建立了相应的爆破准则.
当初值为关于平衡态在 Sobolev 空间 H3 中的小扰动时, Matsumura 和 Nishida [173,175]
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两相流方程组的适定性与渐近行为

首先证明了三维可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 柯西问题或初边值问题存在唯一的整体正则解,
并且对于初值为空间 H3 ∩ L1 中的小扰动, Matsumura 和 Nishida [174] 还证明了三维可压

缩 NS 方程组 (1.1.2) 柯西问题整体解在空间 L2 中以最优时间代数速率 (1+ t)−
3
4 收敛到

平衡态; Ponce [195] 得到了 (1.1.2) 柯西问题整体解高阶导数的最优时间代数速率; Hoff 和

Zumbrun [117, 118] 证明了 (1.1.2) 柯西问题整体解在空间 L∞ 中以最优时间速率渐近收敛到

非线性扩散波; 刘太平教授和王维克教授 [167] 分析了其线性化方程组的 Green 函数的性质,
并得到了奇数维的可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 柯西问题整体正则解在扩散波附近的时­空逐点

估计; 若初值是关于平衡态在空间 H3 ∩Lp (p ∈ [1, 6
5)) 中的小扰动, 段仁军教授 [77] 证明了

带外力的三维可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 柯西问题整体解在空间 L2 中以最优时间代数速率

(1+ t)−
3
2 (

1
p−

1
2 ) 渐近收敛到平衡态; 在初始扰动还在负指标 Sobolev 空间 Ḣσ0 (σ0 ∈ (−3

2 ,0))
中有界时, 郭岩教授和王焰金教授 [96] , 证明了三维情形的柯西问题整体解在空间 L2 中以

最优时间代数速率 (1+ t)−
σ0
2 收敛到平衡态.

在低正则的临界 Besov 空间框架下, 关于高维可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 适定性的研究

有很多重要的成果 (参见 [43,47,48,64,66–69,85,107,110] 等). 其中, 在初值是关于平衡态在

L2 型临界 Besov 空间 Ḃ
d
2−1, d

2
2,1 × Ḃ

d
2−1
2,1 (d ≥ 2) 中的小扰动时, Danchin [64] 首先证明了 (1.1.2)

柯西问题存在唯一的整体解; 当初值为在 Lp (p ∈ (1,2d)∩ [2,min{4, 2d
d−2}]) 型临界 Besov 空

间中的小扰动时, 其中当 p > 2 时初始速度可以是一些高振荡函数, 文献 [43, 47, 85, 107] 证

明了 (1.1.2) 柯西问题解的整体存在性和唯一性. 陈琼蕾教授、苗长兴教授和章志飞教授 [48]
探讨了(1.1.2) 柯西问题在临界 Lp 型 (p > 2d) Besov 空间中的不适定性. 在低正则的临界

Besov 空间框架下, 关于 (1.1.2) 柯西问题解的最优时间收敛速率也有很多重要进展 (参见

[68, 70, 110, 191, 224, 229] 等). 其中, Danchin 和徐江教授 [70, 229] 证明了当初始扰动还在

Besov 空间 Ḃ
− d

2
2,∞ 中小时, 高维柯西问题的整体解在 Besov 空间 Ḃσ

2,1 中以最优时间代数速率

(1+ t)−
d
4−

σ
2 收敛到平衡态; 辛周平教授和徐江教授 [224] 将该初始扰动的 Ḃ

− d
2

2,∞ 范数小性假

设减弱到了有界性假设.
当初始能量充分小时, Hoff [115, 116] 对不含真空的初值建立了三维可压缩 NS 方程组

(1.1.2) 有界弱解的整体存在性和长时行为, 并在等温情形下证明了该弱解的唯一性; 张挺教

授和方道元教授 [240] 在密度依赖体积粘性系数情形下对不含真空的初值研究了二维可压

缩 NS 方程组 (1.1.2) 有界弱解的整体存在性和渐近行为; 黄祥娣教授、李竞教授和辛周平教

授 [129, 150] 对包含真空的初值证明了二维和三维可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 柯西问题有唯

一的整体正则解, 并且得到了该整体解的最优时间代数衰减速率.
下面, 我们介绍对一般初值高维可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 整体解存在性的部分重要工

作. 对常粘性系数情形已有诸多重要进展 (参见 [29,86–90,115,116,120,135,136,165,189,194]
等). 其中, 当压力函数为 P(ρ) = ργ 时, 对绝热常数 γ ≥ 3d

d+2 (d = 2,3) 或 γ > d
2 (d ≥ 4),

Lions [165] 首先建立了等熵可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 能量有限弱解的整体存在性; Feireisl、
Novotný 和 Petzeltová [87] 对 γ > d

2 (d = 2,3) 证明了等熵可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 初边值问

5
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题存在一个能量有限的整体弱解; Feireisl [86] 也证明了当时间趋于无穷时 (1.1.2) 初边值问

题的整体弱解渐近收敛到其平衡态; 江松院士和张平院士 [135] 对 γ > 1 建立了柯西问题球

对称弱解的整体存在性; 文献 [136, 194] 考虑了等温情形 (γ = 1) 下二维可压缩 NS 方程组

(1.1.2) 柯西问题弱解的整体存在性; 对绝热常数 γ ∈ [1, d
2 ], 胡先鹏教授 [120] 分析了 (1.1.2)

柯西问题整体弱解的集中现象. 对 ργ 附近扰动的一类一般的压力函数, Feireisl [88] 证明了

初边值问题能量有限弱解的整体存在性. 对一般的非单调的压力函数和各向异性的粘性系

数, Bresch 和 Jabin [29] 精确地刻画了密度的紧性估计, 证明了在周期域上的初值问题能量

有限弱解的整体存在性.
当粘性系数依赖密度时, 有关高维可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 对一般初值整体解存在性

的研究也有很多重要的进展 (参见 [23–27,31,151,165,179,206,210] 等). 其中, 对常剪切粘性

系数和变体积粘性系数 λ (ρ) = 1+ρβ (β > 4
3 ) 情形, 文献 [130,210] 建立了 (1.1.2) 二维情形

下初值问题存在一个有界的整体弱解, 并且文献 [130, 140, 210] 还证明当初值正则时该整体

解是唯一的整体强解; 对满足 λ (ρ) = 2ρµ ′(ρ)− 2µ(ρ) 的退化粘性系数, Bresch、Desjardins
和林琦焜教授 [25] 通过了一个新的熵不等式得到了密度的导数估计; 在带有阻尼项的情形

下, 文献 [23,24,26,27] 研究了 (1.1.2) 弱解的整体存在性; Mellet 和 Vasseur [179] 得到了关于

速度的 L∞(0,T ;L logL) 正则性, 并证明了 (1.1.2) 弱解的 L1 稳定性; 郭真华教授、酒全森教授

和辛周平教授 [97] 证明了 (1.1.2) 柯西问题球对称弱解的整体存在性; 郭真华教授、李海梁教

授和辛周平教授 [98] 研究了 (1.1.2) 自由边值问题球对称弱解的整体存在性, 并分析了该弱

解远离对称中心的正则性、Lagrange 结构和长时行为; Vasssur 和俞成教授 [206] 以及李竞教

授和辛周平教授 [151] 分别通过两种不同的构造逼近解的方法证明了高维可压缩 NS 方程

组 (1.1.2) 弱解的整体存在性. 对一般密度依赖的粘性系数, Bresch、Vasseur 和俞成教授 [31]
证明了三维 (1.1.2) 弱解的整体存在性.

高维可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 带一般初值整体弱解的唯一性和正则性目前仍是一个未

解决的问题. 值得注意的是, 当密度出现真空时, 形如动量方程 (1.1.2)2 将在真空处退化, 此

时方程组 (1.1.2) 的解会出现一些奇异行为, 例如没有关于初值的连续依赖性 (参见 [114]),
有限时间爆破 (参见 [49, 196, 223, 225]), 甚至是不适定性 (参见 [159]) 等.

下面, 我们分别介绍两相流方程组的重要研究进展, 其中包括 NS­VFP 方程组、NS­V 方

程组、drift­flux 方程组、NS­Euler 方程组等相关的结果.
关于 NS­VFP 方程组的研究目前已有很多重要成果 (参见 [34, 38, 39, 54, 100, 102, 109,

121,154,163,180,181] 等). 其中, 对不可压缩 NS­VFP 方程组, Chae、Kang 和 Lee [38] 建立了

柯西问题弱解的整体存在性, 并在二维情形下证明了该弱解的唯一性和正则性; Carrilo、Choi
和 Karper [34] 证明了带非局部项的不可压缩 NS­VFP 方程组在三维周期域上初值问题弱解

的整体存在性, 并严格证明了其收敛到由等温可压缩 Euler 方程组和不可压缩 NS 方程组耦

合的两相流方程组的流体动力学极限; 文献 [100, 152] 证明了周期域或有界域上解的整体正

则性, 并得到了解的时间指数衰减速率. 对带线性拉力 (drag force) 项 u−v 的可压缩 NS­VFP

6
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方程组 (1.1.1), 对绝热常数 γ > 3
2 和一般有限能量初值, Mellet 和 Vasseur [180] 证明了三维

初边值问题能量有限弱解的整体存在性; 对体积粘性系数 λ (ρ) = 1+ρβ (β > 4
3 ) 和一般包含

真空的正则初值, 文献 [101, 121] 探讨了二维柯西问题正则解的存在性和唯一性; 若初值是

关于平衡态在 Sobolev 空间中的小扰动, 文献 [39,134,152] 在不同边界情形下研究了三维可

压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 整体解的存在性、唯一性和长时行为; 李海梁教授、王腾教授和

王益教授 [162] 探讨了三维可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 关于平面稀疏波的稳定性和粘性

消失极限. 当拉力 (drag force) 项为 ρ(u−v) 时, 栗付才教授、慕艳敏教授和王德华教授 [163]
证明了在三维周期域或全空间上可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 在平衡态附近正则解的存在

性、唯一性和长时行为.
关于 NS­V 方程组的研究也有诸多重要结果 (参见 [7, 10,18,51,55,95,102,104,105,212,

238]). 例如, 对高维不可压缩 NS­V 方程组, 文献 [18, 212, 238] 在不同边界情形下建立了对

一般初值能量有限的弱解整体存在性; Glass、Han­Kwan 和 Mossa [95] 研究了在带有吸收边

界的管道上稳态解附近的稳定性; 三维不可压缩 NS­V 方程组在小初始扰动情形下的弱解

被证明是整体适定的, 并且整体解将以时间指数速率 [104] 或时间代数速率 [105] 渐近收敛

到其平衡态. 对带线性拉力 (drag force) 项 u− v 的可压缩 NS­V 方程组 (1.1.4), Gamba 和俞

成教授 [93] 对一般初值证明了三维初边值问题整体弱解的存在性; Bae 等 [7] 以及 Choi [51]
证明了高维周期域上初值问题的整体正则解以时间指数速率渐近收敛到其平衡态. 对一般

的非线性拉力 (drag force) 项, Choi [55] 研究了任意维数的柯西问题包含真空正则解的有限

时间爆破现象.
我们也介绍关于 Euler­Vlasov­Fokker­Planck 方程组和 Euler­Vlasov 方程组的相关重要

进展. 关于 Euler­Vlasov­Fokker­Planck 方程组, Carrillo 和 Goudon [33] 探讨了其耗散性质和

非线性稳定性, 并形式推导了其流体动力学极限; 文献 [78, 78] 分别研究了三维不可压缩和

可压缩情形柯西问题在平衡态附近整体正则解的存在性, 唯一性与衰减估计. 李海梁教授、

王腾教授和王益教授 [162] 对三维初值问题证明了整体正则解时间渐进收敛到平面稀疏波.
关于可压缩 Euler­Vlasov 方程组, Baranger 和 Desvillettes [10] 证明了高维情形下柯西问题正

则解的局部存在性和唯一性; 曹文涛教授和蒋鹏教授 [37] 研究了一维情形下柯西问题熵弱

解的整体存在性.
关于 drift­flux 方程组 (1.1.8) 的研究目前已有诸多重要结果 (参见 [30,46,79–82,96,106,

190, 209, 214, 215, 217, 219, 230, 233–236, 241] 等). 首先, 我们介绍关于一维 drift­flux 方程组

(1.1.8) 弱解的部分重要结果. 当粘性系数为常数时, 如果初值不含真空且满足 cρ0 ≤ n0 ≤ cρ0

(下文中记为条件 (A1)), Evje 和 Karlsen [79] 证明了不含真空情形下有界弱解的整体存在性;
Evje、温焕尧教授和朱长江教授 [82, 215] 证明了在不需条件 (A1) 时对一般包含真空初值有

界弱解的整体存在性. 对于粘性系数 µ(ρ) = 1+ρβ (β ≥ 0), 文献 [46] 在不需条件 (A1) 时, 对

一般的压力函数建立了初边值问题强解的整体存在性和唯一性. 当粘性系数依赖于密度时,
文献 [80,81,170,235,236] 究了带一类奇异压力函数的初边值问题或自由边值问题弱解的整

7
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体存在性、唯一性和渐近行为. 其次, 我们介绍高维 drift­flux 方程组 (1.1.8) 正则解的部分重

要结果. 当条件 (A1) 成立时, 温焕尧教授、姚磊教授、张挺教授和朱长江教授 [217,234] 建立

了二维和三维时正则解的爆破准则; 姚磊教授、朱长江教授和訾瑞昭教授考虑了三维周期域

上初值问题在 Sobolev 空间中的局部存在性和唯一性, 并证明了当马赫数趋于零时其收敛到

不可压缩 NS 方程; 文献 [219,241] 在初始扰动在三维 Sobolev 空间 H2 中充分小并且在空间

L1 中有界时, 建立了柯西问题强解的整体存在性和唯一性, 并且得到了解的最优时间衰减速

率; 在临界 Besov 空间框架下, 郝成春教授和李海梁教授 [106] 研究了对一般初值柯西问题

强解的局部存在性和唯一性, 并且在小扰动意义下建立了强解的整体存在性; 在初始能量充

分小时, 文献 [99, 230] 证明了柯西问题整体正则解的存在性和唯一性. 最后, 我们介绍关于

高维 drift­flux 方程组 (1.1.8) 弱解的部分重要结果. 姚磊教授、张挺教授和朱长江教授 [233]
在条件 (A1) 下研究了二维柯西问题小能量有界弱解的整体存在性和动力学行为, 并证明随

时间趋于无穷该弱解收敛到平衡态. 对二元单调压力函数 P(ρ,n) = ργ + nα , 在 (1.1.8)2 为

Stokes 方程的情形下, 对绝热常数 γ,α > 1, Bresch、Mucha 和 Zatorska [30] 建立了二维或三

维周期域上初值问题整体弱解的存在性; 在三维情形下, 如果 γ > 9
5 并且 α 和 γ 充分接近,

或者当条件 (A1) 成立情形下 γ > 9
5 并且 α ≥ 1, Vasseur、温焕尧教授和俞成教授 [209] 证明了

初边值问题存在一个整体弱解; 在不需要条件 (A1) 的情形下, 温焕尧教授 [214] 对 γ,α ≥ 9
5

建立了初边值问题弱解的整体存在性; 在条件 (A1) 成立时, 对在 ργ +nα 附近扰动的一大类

压力函数, Novotný 和 Pokorný [190] 证明了初边值问题弱解的整体存在性. 文献 [215, 216]
对 drift­flux 方程组 (1.1.8) 的研究有十分详尽的综述.

关于可压缩 NS­Euler 方程组 (1.1.11), 当初值为关于平衡态在三维 Sobolev 空间 Hs (s ≥
3) 中的小扰动时, Choi [51] 和 Jung [141] 在不同边界条件下建立了 (1.1.11) 强解的整体存在

性和唯一性, 并证明了周期域或有界域上的强解以时间指数速率收敛到平衡态; 文献 [205,
222] 得到了柯西问题整体强解 Sobolev 空间中的最优代数时间衰减速率. 若 (1.3.39) 中的

Euler 部分不带压力项 ∇n 时, Choi [51] 考虑了周期域上平衡态附近强解的整体存在性、唯一

性和时间指数衰减速率; Choi [54] 也研究了退化粘性情形的包含真空经典解的有限时间爆

破现象. 当 (1.3.39)4 带有粘性项 div(nDw) 时, 其在一维半空间上内流或外流问题稳态解是

存在并且非线性稳定的 (参见 [154, 162]).

最后, 我们介绍具有趋化性的双曲­抛物方程组 (1.1.12) 的相关重要研究进展. 文献 [73,
91,187,188] 对双曲­抛物方程组 (1.1.12) 建立了重要的数值分析. 对一维情形, 文献 [17,112]
研究了初边值问题稳态解的存在性和非线性稳定性; 文献 [168] 得到了柯西问题整体解关

于非线性扩散波的时间渐近行为. 对高维情形, 在条件 P′(ρ̄) > aµ
b ρ̄ 下, 其中 ρ̄ > 0 为常背

景密度, Kowalczyk 等 [148] 研究了双曲­抛物方程组 (1.1.12) 的线性稳定性; 当 ρ̄ > 0 充分

小且初值为关于平衡态 (ρ̄,0, a
b ρ̄) 在 Sobolev 空间 Hs (s > d

2 + 1) 中的小扰动时, Di Russo
和 Sepe [73, 74] 建立了柯西问题解的整体存在性和唯一性, 并得到了解的时间代数衰减速

率; 刘青青教授、彭红云教授和王治安教授 [169] 证明了三维双曲­抛物方程组 (1.1.12) 在
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Sobolev 空间中平衡态附近的整体正则解以最优时间代数速率渐近收敛到其线性扩散波. 对

双曲­抛物方程组 (1.1.12) 在二维周期域上的初值问题, 如果其整体正则解存在性且满足一

些一致估计, Di Francesco 和 Donatelli [72] 证明了当松弛参数 ε → 0 时, 该整体解在时间尺

度变换后满足的方程组收敛到 Keller­Segel 方程组. 此外, Lattanzio 和 Tzavaras [149] 研究了

与双曲­抛物方程组 (1.1.12) 结构十分类似的 Euler­Poisson 方程组收敛到 Keller­Segel 方程

组的松弛极限.

1.3 主要结果

1.3.1 一维可压缩 Navier­Stokes­Vlasov方程组

对于可压缩 NS­V 方程组 (1.1.4), 目前没有关于其整体适定性的结果. 文献 [7, 51] 证明

了如果可压缩 NS­V 方程组 (1.1.4) 在周期域上初值问题的整体解存在且满足一些一致估计,
则该解将以时间指数速率收敛到平衡态. 一个自然的问题是, 满足这些一致估计的整体解是

否存在?
我们考虑可压缩 NS­V 方程组在一维周期域上的初值问题:

ρt +(ρu)x = 0,

(ρu)t +(ρu2)x +(P(ρ))x = (µ(ρ)ux)x −
∫
R

κ(ρ)(u− v)Fdv,

Ft + vFx +(κ(ρ)(u− v)F)v = 0, (x,v) ∈ T×R, t > 0,

(ρ(x,0),u(x,0),F(x,v,0)) = (ρ0(x),u0(x),F0(x,v)), (x,v) ∈ T×R,

(1.3.1)

其中 T := R/Z 是周期为 1 的空间周期域, ρ = ρ(x, t)≥ 0 和 u = u(x, t) ∈ R 分别表示流体的

密度和速度, f = f (x,v, t)≥ 0 为粒子的分布函数, 压力函数 P(ρ) 为

P(ρ) = Aργ , A > 0, γ > 1, (1.3.2)

粘性系数 µ(ρ) 为

µ(ρ) = µ0 +µ1ρβ , µ0 > 0, µ1 > 0, β ≥ 0, (1.3.3)

拉力 (drag force) 系数 κ(ρ) 为

κ(ρ) = κ0ρ, κ0 > 0. (1.3.4)

我们证明 NS­V 方程组初值问题 (1.3.1) 整体弱解的存在性、唯一性及正则性, 并证明该

整体解以时间指数速率收敛到其由初值确定的平衡态.
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定理 1.3.1. 对给定的常数 r0 > 0,假设初值 (ρ0,u0,F0)满足 inf
x∈T

ρ0(x)> 0, ρ0 ∈W 1,∞(T), u0 ∈ H1(T),

0 ≤ F0 ∈ L∞(T×R), SuppvF0(x, ·)⊂ {v ∈ R
∣∣ |v| ≤ r0}, x ∈ T,

(1.3.5)

则初值问题 (1.3.1)有唯一的整体弱解 (ρ,u,F),且对任意给定的时间 T > 0, (ρ,u,F)满足

ρ− ≤ ρ ≤ ρ+, ‖ρ‖L∞(0,T ;H1) ≤C, 0 ≤ F ≤ eρ+T‖F0‖L∞
x,v ,

ρ ∈C([0,T ];H1(T))∩L∞(0,T ;W 1,∞(T)),

u ∈C([0,T ];H1(T))∩L2(0,T ;H2(T)),

F ∈C([0,T ];L1(T×R))∩L∞(0,T ;L∞(T×R)),

(1.3.6)

及长时行为 
‖(ρ −ρc)(t)‖L∞ +‖(u−uc)(t)‖L2 ≤Ce−ct , 0 < t < T,

W1(F,nδ (v−uc))(t)+‖n(w−uc)(t)‖L1 ≤Ce−ct , 0 < t < T,

SuppvF(x, ·, t)⊂ {v ∈ R | |v−uc| ≤Ce−ct}, (x, t) ∈ T× (0,T ),

(1.3.7)

其中 ρ− > 0、ρ+ > 0、C > 0和 c > 0为与时间 T > 0无关的常数, ρc和 uc为常数

ρc :=
∫
T

ρ0(x)dx, uc :=
∫
Tρ0u0(x)dx+

∫
T×R vF0(x,v)dvdx∫

Tρ0(x)dx+
∫
T×RF0(x,v)dvdx

, (1.3.8)

W1( f ,g)为由定义 2.4.1给出的 1­Wasserstein度量, δ (·)为 Dirac测度, n和 nw分别表示粒子

分布函数 F 的宏观密度和宏观动量

n(x, t) :=
∫
R

F(x,v, t)dv, nw(x, t) :=
∫
R

vF(x,v, t)dv, (1.3.9)

进一步,若初值 (ρ0,u0,F0)还满足

ρ0 ∈ H2(T), u0 ∈ H2(T), F0 ∈C1(T×R), (1.3.10)

则 (ρ,u,F)即为初值问题 (1.3.1)满足如下正则性的整体强解:
ρ ∈C([0,T ];H2(T)), ρt ∈C([0,T ];H1(T)),

u ∈C([0,T ];H2(T)), t
1
2 u ∈ L∞(0,T ;H3(T)),

F ∈C([0,T ];C1(T×R)), Ft ∈C([0,T ];C0(T×R)).

(1.3.11)

注记 1.3.2. 定理 1.3.1 的证明见第二章, 也可以参见 [153, 154].

注记 1.3.3. 对一维全空间 R 的情形, 我们也可以证明可压缩 NS­V 方程组弱解的整体存在

性和唯一性 (参见 [153]).
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下面我们简要说明定理 1.3.1 证明的主要困难和想法. 对满足 (1.3.5) 和 (1.3.10) 的正则

化初值, 我们通过对初值问题 (1.3.1) 的局部强解建立一致的先验估计, 将该解延拓为整体

强解, 最终用证明逼近强解序列收敛到初值问题 (1.3.1) 的整体弱解. 其中, 建立解先验估计

的关键一步是证明密度 ρ 有一致的上界. 然而, 方程 (1.3.1)2 右端非线性拉力 (drag force) 项

ρn(w−u) 在估计密度 ρ 上界时会造成本质的困难. 为此, 我们通过引入一个新的有效速度

u+ I(n),

将动量方程 (1.3.1)2 改写为

(
ρ(u+ I(n))

)
t +
(
ρu(u+ I(n))

)
x +(ργ)x = (µ(ρ)ux)x +ρ

∫ 1

0
nwdy. (1.3.12)

利用基本能量估计、方程 (1.3.12) 以及 Zlotnik 不等式, 我们建立了密度 ρ 与时间无关的上界

和与时间有关的下界 (参见定理 2.2.2). 然后, 通过建立流体部分的相对熵估计, 我们证明压

力函数 P(ρ) 的 L1(T)­范数在一个充分大时间后是严格正的, 进而得到了密度 ρ 关于时间一

致的下界 (参见引理 2.2.5­2.2.6). 此外, 我们也引入另一个新的有效速度

U := u+ I(n)+ρ−2µ(ρ)ρx.

根据 (1.3.1)1 和 (1.3.12), U 满足一个带阻尼的输运方程

ρ(Ut +uUx)+ γργ+1µ(ρ)−1U = γργ+1µ(ρ)−1(u+ I(n))+ρ
∫ 1

0
nwdy. (1.3.13)

利用 (1.3.13) 及密度 ρ 的一致上下界, 我们证得 ρ 与时间无关的 H1(T) 估计 (见引理 2.2.7).

1.3.2 一维可压缩 Navier­Stokes­Vlasov­Fokker­Planck方程组

定理 1.3.1 的证明方法也可以应用于可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 弱解的整体适定性

和长时行为. 我们考虑一维可压缩 NS­VFP 方程组在空间周期域上的初值问题

ρt +(ρu)x = 0,

(ρu)t +(ρu2)x +(P(ρ))x = (µ(ρ)ux)x −
∫
R

κ(ρ)(u− v) f dv,

Ft + vFx +(κ(ρ)(u− v)F −κ(ρ)Fv)v = 0, (x,v) ∈ T×R, t > 0,

(ρ(x,0),u(x,0),F(x,v,0)) = (ρ0(x),u0(x),F0(x,v)), (x,v) ∈ T×R,

(1.3.14)

其中 P(ρ)、µ(ρ) 及 κ(ρ) 由 (1.3.16)­(1.3.4) 给出.
对的一般初值, 我们研究初值问题 (1.3.14) 弱解的整体存在性和唯一性, 并证明当时间

趋于无穷时该解收敛到其由初值确定的平衡态.
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定理 1.3.4. 对任意常数 k0 >
7
2 ,假设初值 (ρ0,u0,F0)满足 inf

x∈T
ρ0(x)> 0, ρ0 ∈ H1(T), u0 ∈ H1(T),

0 ≤ F0 ∈ L1 ∩L∞(T×R), |v|k0F0 ∈ L2(T×R),

则柯西问题 (1.3.14)存在一个唯一的整体弱解 (ρ,u,F)对任意时间 T > 0满足

ρ− ≤ ρ ≤ ρ+, ‖ρ‖L∞(0,T ;H1) ≤C, 0 ≤ f ≤ eρ+T‖F0‖L∞
x,v ,

ρ ∈C([0,T ];H1(T))∩L∞(0,T ;W 1,∞(T)),

u ∈C([0,T ];H1(T))∩L2(0,T ;H2(T)),

F ∈C([0,T ];L1(T×R))∩L∞(0,T ;L∞(T×R)), Fv ∈ L2(0,T ;L2(T×R)),

t
1
2 Fv, tFvv, t

3
2 Fx ∈ L∞(0,T ;L2(T×R)),

其中 ρ− > 0、ρ+ > 0和C > 0为与时间 T > 0无关的常数.
进一步,下面的长时行为成立:

lim
t→∞

(
‖(ρ −ρc)(t)‖L∞ +‖(u−uc)(t)‖L2 +‖(F −M[nc,uc])(t)‖L1

x,v

)
= 0,

其中 ρc、nc和 uc为由如下给出的常数:

ρc :=
∫
T

ρ0(x)dx, nc :=
∫
T

n0(x)dx, uc :=
∫
Tρ0u0(x)dx+

∫
T×R vF0(x,v)dvdx∫

Tρ0(x)dx+
∫
T×RF0(x,v)dvdx

,

M[nc,uc]为整体Maxwellian:

M[nc,uc] = M[nc,uc](v) :=
nc√
2π

e−
|v−uc|2

2 .

注记 1.3.5. 与可压缩 NS­V 方程组的初值问题 (1.3.1) 不同的是 (参见定理 1.3.1), 对于可压

缩 NS­VFP 方程组的初值问题 (1.3.14), 非线性 Fokker­Planck 算子 vFx−κ(ρ)Fvv 的亚椭圆性

对分布函数 F 具有正则化效应.

注记 1.3.6. 定理 1.3.4 的证明可参见 [155].
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1.3.3 高维 drift­flux方程组

如小节 1.2 所述, 关于高维 drift­flux 方程组 (1.1.8) 整体弱解的存在性有很多重要进展,
但其中二元压力函数的单调性是一个关键的假设. 一个自然的问题是: 带二元非单调压力

函数的高维 drift­flux 方程组 (1.1.8) 是否存在整体弱解? 为此, 我们考虑高维 drift­flux 方程

组的初值问题

ρt +div(ρu) = 0,

nt +div(nu) = 0,

((ρ +n)u)t +div((ρ +n)u⊗u)+∇P(ρ,n) = µ∆u+(µ +λ )∇divu, x ∈ Td, t > 0,

(ρ,n,(ρ +n)u)(x,0) = (ρ0,n0,m0)(x), x ∈ Td,

(1.3.15)

其中 Td 为周期为 1 的 d (d ≥ 2) 维周期域, 粘性系数 µ , λ 是满足 µ > 0, 2µ +λ > 0 的常数,
二元压力函数 P(ρ,n) 有如下特性:

P(ρ,n) ∈C1(R+×R+),

1
P0

(ργ +nα)−P0 ≤ P(ρ,n)≤ P0(ργ +nα)+P0,

|∂ρP(ρ,n)|+ |∂nP(ρ,n)| ≤ P0(ρ γ̃−1 +nα̃−1 +1),

(1.3.16)

这里 P0 > 1 和 γ̃, α̃ ≥ 1 为常数, γ,α 为绝热常数 (其范围将由定理 1.3.8 和 1.3.10 给出).

首先, 我们给出初值问题 (1.3.15) 能量有限的整体弱解的定义.

定义 1.3.7. (ρ,n,(ρ + n)u)称为初值问题 (1.3.15)的一个能量有限的整体弱解, 若对任意给
定的时间 T > 0, (ρ,n,(ρ +n)u)有如下特性:

(1). (ρ,n,(ρ +n)u)满足正则性
0 ≤ ρ ∈C([0,T ];Lγ

weak(T
d)), 0 ≤ n ∈C([0,T ];Lα

weak(T
d)),

u ∈ L2(0,T ;H1(Td)), (ρ +n)|u|2 ∈ L∞(0,T ;L1(Td)), (ρ +n)u ∈C([0,T ];Lγ∗
weak(T

d)),

(ρ,n,(ρ +n)u)(x,0) = (ρ0,n0,m0)(x), a.e. x ∈ Td,

其中 γ∗ :== 2min{γ,α}
min{γ,α}+1 , C([0,T ];Xweak)表示在 X 弱拓扑下关于时间连续的函数空间.

(2). 质量方程 (1.3.15)1­(1.3.15)2 在重整化解意义下成立, 即如下方程在分布意义下成
立: {

bt(ρ)+div(b(ρ)u)+ [b′(ρ)ρ −b(ρ)]divu = 0,

bt(n)+div(b(n)u)+ [b′(n)n−b(n)]divu = 0,

其中 b(z) ∈C1(R),且对充分大的 |z|满足 b′(z) = 0.
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(3). 动量方程 (1.3.15)3在分布意义下成立.
(4). 对几乎处处的 t ∈ (0,T ),能量不等式成立:∫

Td
[
1
2
(ρ +n)|u|2 +H(ρ,n)]dx+

∫ t

0

∫
Td
[µ|∇u|2 +(µ +λ )(divu)2]dxdτ

≤
∫
Td
[
1
2

|m0|2

ρ0 +n0
+H(ρ0,n0)]dx,

其中

H(ρ,n) :=

(ρ +n)
∫ ρ+n

1 P( ρs
ρ+n ,

ns
ρ+n)s

−2ds, 若 ρ +n > 0,

0, 若 ρ = n = 0.
(1.3.17)

初值问题 (1.3.15) 的整体存在性定理叙述如下.

定理 1.3.8. 对维数 d ≥ 2,假设初值 (ρ0,n0,m0)满足

0 ≤ cρ0(x)≤ n0(x)≤ cρ0(x), x ∈ Td,

m0(x)√
(ρ0 +n0)(x)

= 0, 若 (ρ0 +n0)(x) = 0, x ∈ Td,

(ρ0,n0,
m0√

ρ0 +n0
) ∈ Lγ(Td)×Lα(Td)×L2(Td),

(1.3.18)

其中常数 c和 c满足 0 < c ≤ c < ∞. 若压力函数 P(ρ,n)由 (1.3.16)给出,且绝热常数 γ , α 满
足 

γ ≥ 3d
d +2

(d = 2,3), γ >
d
2
(d ≥ 4), α ≥ 1,

γ̃, α̃ ≤ max{γ,α}+θ , θ0 :=
2
d

max{γ,α}−1 > 0,
(1.3.19)

则初值问题 (1.3.15)有一个满足定义 1.3.7的整体弱解 (ρ,n,(ρ +n)u).

注记 1.3.9. 文献 [190, 209, 214] 主要考虑了如下压力函数:

P(ρ,n) = ργ +nα +
N

∑
i=1

ciργinαi, (1.3.20)

此处 ci、γi、αi 为常数. 当 ci (i = 1, ...,N) 为负时, P(ρ,n) 可以在 ρ 及 n 有界的情形下非单调,
但在 ρ 及 n 大的时候需要 P(ρ,n) 的单调性.

易知 (1.3.20) 满足 (1.3.16). 此外, 我们也可以选取如下非单调的二元压力函数:

P(ρ,n) = Π1(ρ)+Π2(n),

其中 Π1(s) (i = 1,2) 为两个非单调压力函数 (具体例子参见 [29]).
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当条件 (1.3.18)1 不满足时, 我们仍可以证明如下整体存在性结果.

定理 1.3.10. 对维数 d ≥ 2,假设初值 (ρ0,n0,m0)满足

ρ0(x)≥ 0, n0(x)≥ 0, x ∈ Td,

m0(x)√
(ρ0 +n0)(x)

= 0, 若 (ρ0 +n0)(x) = 0, x ∈ Td,

(ρ0,n0,
m0√

ρ0 +n0
) ∈ Lγ(Td)×Lα(Td)×L2(Td).

(1.3.21)

若压力函数 P(ρ,n)由 (1.3.16)给出,且绝热常数 γ , α 满足

γ,α ≥ 3d
d +2

(d = 2,3), γ,α >
d
2
(d ≥ 4),

1 ≤ γ̃ ≤ γ +θ1, θ1 :=
2
d

γ − γ
min{γ,α}

> 0,

1 ≤ α̃ ≤ α +θ2, θ2 :=
2
d

α − α
min{γ,α}

> 0,

(1.3.22)

则初值问题 (1.3.15)有一个满足定义 1.3.7的整体弱解 (ρ,n,(ρ +n)u).

注记 1.3.11. 定理 1.3.10 揭示了 drift­flux 方程组 (1.1.8) 和等熵可压缩 NS 方程组 (1.1.2) 弱

解之间的联系, 即当 n = 0 时, 定理 1.3.10 中的弱解可转化为文献 [29] 中关于带非单调压力

函数的等熵可压缩 NS 方程组的弱解.

注记 1.3.12. 绝热常数 γ , α 在维数 d = 2, 3 时可以取到 3d
d+2 , 从而我们推广了文献 [29] 关于

带非单调压力可压缩 NS 方程组弱解的整体存在性.

注记 1.3.13. 定理 1.3.8 和 1.3.10 的证明见第三章, 也可以参见 [156].

下面我们简要说明定理 1.3.8­1.3.10证明的主要困难和想法. 对参数 ε,δ ∈ (0,1), 我们将

P(ρ,n) 正则化为单调压力函数 Pδ (ρ,n) 并在 (1.3.15)1­(1.1.8)2 中考虑人工粘性项, 首先利用

Faedo­Galerkin方法构造逼近解 (ρε ,uε ,(ρε +nε)uε), 然后证明当 ε → 0 时 (ρε ,uε ,(ρε +nε)uε)

收敛到带压力函数 Pδ (ρ,n) 初值问题 (1.3.15) 的弱解 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ ).
为了证明当 δ → 0 时 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ )收敛到初值问题 (1.3.15)的整体弱解 (ρ,n,(ρ+

n)u), 其关键是建立密度 (ρδ ,nδ ) 强收敛到 (ρ,n) 的紧性估计. 然而, 由于二元非单调压力函

数 P(ρδ ,nδ ) 不满足已有文献中为建立压力函数先验估计所需的条件 (参见 [29, 87, 164, 209]
等), 如何建立密度的紧性估计有本质的困难. 为了克服这个困难, 受到文献 [209] 的启发, 我

们先证明
(ρδ ,nδ )→ (ρ,n) 于 L1(0,T ;L1(Td))×L1(0,T ;L1(Td))

⇐⇒ ρδ +nδ → ρ +n 于 L1(0,T ;L1(Td)), δ → 0.
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从而, 根据在 [13,29] 引入的紧性标准, 我们需要对密度和 ϑδ := ρδ +nδ 作如下估计 (等价于

ϑδ 的空间等度连续性):

lim
h→0

limsup
δ→0

1
‖Kh‖L1

∫ T

0

∫
T2d

Kh(x− y)|ϑ x
δ −ϑ y

δ |dxdydt = 0,

其中 Kh 为由 (3.4.15) 给出的周期对称核. 利用质量方程 (3.3.1)1­(3.3.1)2 的特性, 我们将上

述估计转化为散度部分 divux
δ −divuy

δ 的先验估计, 而其又可分解为压力函数的先验估计和

有效粘性通量的先验估计 (参见引理 3.4.8).
对关键的压力函数先验估计, 我们引入如下分解:

P(ρx
δ ,n

x
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ )

= P(ρx
δ ,n

x
δ )−P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )

+P(Ayϑ y
δ ,B

yϑ y
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ )

+P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )−P(Ayϑ y

δ ,B
yϑ y

δ )

+P(Axϑ x
δ ,B

xϑ x
δ )−P(Axϑ y

δ ,B
xϑ y

δ ),

(1.3.23)

其中
(A,B) :=

( ρ
ρ+n ,

n
ρ+n), 若 ρ +n > 0,

(0,0), 若 ρ +n = 0.
(1.3.24)

我们证明存在集合 Q⊂ T2d × (0,T ), 其中 |T2d × (0,T )/Q| 可以任意小, 使得分解 (1.3.23) 右

端前三项当 δ → 0, x → y 时在 Q 上一致地趋于 0, 并且将 P(Aϑδ ,Bϑδ ) 当做关于单变量 ϑδ

的非单调压力函数来估计 (参见引理 3.4.9). 分解 (1.3.23) 给出了建立二元一般压力函数估

计的方法. 特别地, 当 ρδ = nδ 时, (1.3.23) 等同于以往关于一元非单调压力函数先验估计所

对应的分解 (参见 [29]).
此外, 为了处理有效粘性通量的先验估计, 我们利用动量方程 (3.3.1)3 的特性以及 Riesz

算子的交换子估计 (参见引理 3.4.10). 这是有效粘性通量的先验估计的一个新的证明, 并且

适用于其他流体动力学中的相关方程组 (如可压缩 NS 方程组 (1.1.2)).

1.3.4 高维可压缩 Navier­Stokes­Euler方程组

对于描述流体­粒子混合运动的可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 以及从其导出的可压缩

NS­Euler 方程组 (1.1.11), 一个自然的问题是研究这两个方程组的拉力 (drag force) 项和粘性

项的耦合作用对整体解的正则性和长时行为的影响. 为此, 我们考虑高维可压缩 NS­Euler
方程组 (1.1.11) 的柯西问题, 在低正则的 Hybrid Besov 空间中研究其整体解的适定性和最优

时间衰减速率, 在高频与低频分别精细刻画解与相对速度的行为.
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两相流方程组的适定性与渐近行为

高维可压缩 NS­Euler 方程组 (1.1.11) 的柯西问题如下:

ρt +div(ρu) = 0,

(ρu)t +div(ρu⊗u)+∇P(ρ) = µ∆u+(µ +λ )∇divu−κn(u−w),

nt +div(nw) = 0,

(nw)t +div(nw⊗w)+∇n = κn(u−w), x ∈ Rd, t > 0,

(ρ,u,n,w)(x,0) = (ρ0,u0,n0,w0)(x), x ∈ Rd,

(ρ0,u0,n0,w0)(x)→ (ρ̄,0, n̄,0), |x| → ∞,

(1.3.25)

其中 κ > 0、̄ρ > 0 和 n̄ > 0 为常数, 粘性系数 µ , λ 是满足 µ > 0, 2µ +λ > 0 的常数, P(ρ) 为

光滑压力函数, 且对 ρ > 0 满足 P′(ρ)> 0.

首先, 我们证明柯西问题 (1.3.25) 在低正则的临界 Besov 空间中强解的存在性和唯一

性, 并在低频和高频分别精细刻画解的正则性.

定理 1.3.14. 对维数 d ≥ 2, 如果初值 (ρ0,u0,n0,w0) 满足 (ρ0 − ρ̄,u0,n0 − n̄,w0) ∈ Ḃ
d
2−1, d

2
2,1 ×

Ḃ
d
2−1, d

2−1
2,1 × Ḃ

d
2−1, d

2+1
2,1 × Ḃ

d
2−1, d

2+1
2,1 以及

δ̂1 := ‖(ρ0 − ρ̄,u0,n0 − n̄,w0)
h‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(∇ρ0,u0)
h‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(n0 − n̄,w0)
h‖

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤ δ1, (1.3.26)

其中 δ1 > 0 为一个充分小的常数, 则柯西问题 (1.3.25) 有唯一的整体强解 (ρ,u,n,w), 且
(ρ,u,n,w)满足 

ρ − ρ̄ ∈Cb(R+; Ḃ
d
2−1, d

2
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1, d

2
2,1 ),

u ∈Cb(R+; Ḃ
d
2−1, d

2−1
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1, d

2+1
2,1 ),

n− n̄ ∈Cb(R+; Ḃ
d
2−1, d

2+1
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1, d

2+1
2,1 ),

w ∈Cb(R+; Ḃ
d
2−1, d

2+1
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1, d

2+1
2,1 ),

(1.3.27)

以及

‖(ρ − ρ̄,u,n− n̄,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(∇ρ,u)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖(n− n̄,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖(ρ − ρ̄,u,n− n̄,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖ρ − ρ̄‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(u,n− n̄,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖u−w‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖u−w‖`
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≤Cδ̂1, t > 0,

(1.3.28)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1、4.5.2和 4.5.4, C > 0为一个与时间无关的常数.
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注记 1.3.15. 定理 1.3.14 揭示了柯西问题 (1.3.25) 的拉力 (drag force) 项和粘性项的耦合作

用对其整体解正则性的影响. 事实上, 在 (1.3.27)­(1.3.28) 中, 相对速度 u−w 的正则性 (由
耦合拉力 (drag force) 项导致) 和速度 u 的正则性 (由粘性项导致) 蕴含了速度 w 的正则性

L1(R+; Ḃ
d
2+1, d

2+1
2,1 ); 又由于拉力 (drag force) 项的阻尼作用, 相对速度 u−w 低频部分的正则性

L̃2(R+; Ḃ
d
2−1
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2
2,1) 强于速度 u 和 w 低频部分的正则性 L̃2(R+; Ḃ

d
2
2,1)∩L1(R+; Ḃ

d
2+1
2,1 ).

其次, 如果初始扰动低频部分还在 Besov 空间 Ḃσ0
2,∞ (σ0 ∈ [−d

2 ,
d
2 −1)) 中有界, 我们建立

可压缩 NS­Euler 方程组 (1.1.11) 柯西问题整体解的最优时间收敛速率.

定理 1.3.16. 对维数 d ≥ 2, 在定理 1.3.14 的假设下, 令 (a,u,b,w) 为柯西问题 (4.1.1) 由定

理 1.3.14 给出的整体强解. 若进一步, 对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 − 1), 初值 (ρ0,u0,n0,w0) 满足 (ρ0 −

ρ̄,u0,n0 − n̄,w0)
` ∈ Ḃσ0

2,∞,那么对任意 t ≥ 1,该整体解 (ρ,u,n,w)以最优时间速率收敛到平衡
态 (ρ̄,0, n̄,0):

‖(ρ − ρ̄,u,n− n̄,w)(t)‖`Ḃσ
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−1],

‖(ρ − ρ̄)(t)‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖(u,n− n̄,w)(t)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (

d
2−1−σ0),

(1.3.29)

且相对速度 u−w满足

‖(u−w)(t)‖Ḃ
σ0
2,∞

≤C(1+ t)−min{ 1
2 ,

1
2 (

d
2−1−σ0)}, t > 0, (1.3.30)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1和 4.5.4, C > 0为一个与时间无关的常数.
若 d ≥ 3及 σ0 ∈ [−d

2 ,
d
2 −2),则相对速度 u−w进一步满足

‖(u−w)(t)‖Ḃσ
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (1+σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−2], t > 0. (1.3.31)

注记 1.3.17. 定理 1.3.16 揭示了扰动 (ρ − ρ̄,u,n− n̄,w) 在空间 Ḃσ
2,1 中的时间衰减速率 (1+

t)−
1
2 (σ−σ0) 等同于当初值在空间 Ḃσ0

2,∞ 有界时热方程的柯西问题解的最优时间衰减速率；然

而, 由于耦合拉力 (drag force) 项带来的阻尼效应, 相对速度 u−w 在空间 Ḃσ
2,1 中的时间衰减

速率 (1+ t)−
1
2 (1+σ−σ0) 比扰动 (ρ − ρ̄,u,n− n̄,w) 的时间衰减速率 (1+ t)−

1
2 (σ−σ0) 更快.

若初始扰动低频部分还在 Besov 空间 Ḃσ0
2,∞ (σ0 ∈ [−d

2 ,
d
2 − 1)) 中充分小, 我们也可以得

到如下可压缩 NS­Euler 方程组 (1.1.11) 柯西问题整体解的最优收敛速率.

定理 1.3.18. 对维数 d ≥ 2, 在定理 1.3.14 的假设下, 令 (ρ,u,n,w) 为柯西问题 (4.1.1) 由定

理 1.3.14给出的整体强解. 对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −1),如果初值 (ρ0,u0,n0,w0)还满足

‖(ρ0 − ρ̄,u0,n0 − n̄,w0)
`‖Ḃ

σ0
2,∞

≤ δ ∗
1 , (1.3.32)

18



两相流方程组的适定性与渐近行为

其中 δ ∗
1 > 0为一个充分小的常数,则对任意 t ≥ 1,该整体解 (ρ,u,n,w)满足:

‖(ρ − ρ̄,u,n− n̄,w)(t)‖`Ḃσ
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
+1],

‖(ρ − ρ̄)(t)‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖(u,n− n̄,w)(t)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (d+1−2σ0−2ε1),

‖(u−w)(t)‖Ḃ
σ0
2,∞

≤C(1+ t)−
1
2 ,

‖(u−w)(t)‖Ḃσ
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (1+σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
],

(1.3.33)

此处 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1和 4.5.4, ε1 ∈ (0,1)为充分小的常数, C > 0为一个

与时间无关的常数.

注记 1.3.19. 与定理 1.3.16 中的时间衰减速率 (1.3.29)­(1.3.30) 相比, 在定理 1.3.16 中, 扰

动的低频部分 (ρ − ρ̄,u,n− n̄,w)` 在更一般的空间 Ḃσ
2,1 (σ ∈ (σ0,

d
2 + 1]) 中有时间衰减速率

(1+ t)−
1
2 (σ−σ0), 扰动的高频部分 (ρ − ρ̄,u,n− n̄,w)h 在相同空间中有更快的时间衰减速率

(1+ t)−
1
2 (d+1−2σ0−2ε1), 并且相对速度 u−w 在更一般的空间 Ḃσ

2,1 (σ ∈ (σ0,
d
2 ]) 中有时间衰减

速率 (1+ t)−
1
2 (1+σ−σ0) (此时不需要限制 d ≥ 3 及 σ0 <

d
2 −2).

注记 1.3.20. 根据 (1.3.33) 及插值不等式, 对 Λ := (−∆)−
1
2 、p ≥ 2 和 t ≥ 1, 我们得到整体解

(ρ,u,n,w) 和相对速度 u−w 的 Lp 型时间收敛速率:

‖Λσ (ρ − ρ̄)(t)‖Lp ≲ (1+ t)−
1
2 (σ+ d

2−
d
p−σ0), σ +

d
2
− d

p
∈ (σ0,

d
2
],

‖Λσ (u,n− n̄,w)(t)‖Lp ≲ (1+ t)−
1
2 (σ+ d

2−
d
p−σ0), σ +

d
2
− d

p
∈ (σ0,

d
2
+1],

‖Λσ (u−w)(t)‖Lp ≲ (1+ t)−
1
2 (1+σ+ d

2−
d
p−σ0), σ +

d
2
− d

p
∈ (σ0,

d
2
].

注记 1.3.21. 定理 1.3.14、1.3.16 和 1.3.18 的证明见第四章, 也可以参见 [157].

下面我们简要说明上述定理证明的主要困难和想法. 可压缩 NS­Euler 方程组 (1.3.25)1­
(1.3.25)2 可看做带外力项 −κn(u−w) 的可压缩 NS 方程组 (1.3.25)1­(1.3.25)2 和带外力项

κn(u−w) 的可压缩 Euler 方程组 (1.3.25)3­(1.3.25)4 相互耦合而成. 然而, 根据文献 [64] 中

可压缩 Navier­Stokes 方程组在临界 Besov 空间中的整体存在性结果, 为了建立 (1.3.25)1­
(1.3.25)2 中速度 u 的临界正则性 L1(R+; Ḃ

d
2+1
2,1 ), 我们需要外力项 −κn(u−w) 中 w 的正则性

L1(R+; Ḃ
d
2−1
2,1 ); 同时类似于文献 [61] 中关于带阻尼可压缩 Euler 方程组在临界 Besov 空间中

的证明方法, 为了建立 (1.3.25)3­(1.3.25)4 中速度 w 的临界正则性 L1(R+; Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 ), 我们需要

外力项 κn(u−w) 中 u 的正则性 L1(R+; Ḃ
d
2−1, d

2+1
2,1 ). 然而, 上述对速度 w 在 (1.3.25)1­(1.3.25)2

中所要求的正则性 L1(R+; Ḃ
d
2−1
2,1 ) 与其在 (1.3.25)1­(1.3.25)2 中临界的正则性 L1(R+; Ḃ

d
2 ,

d
2+1

2,1 )
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不匹配, 并且 u 也有类似的问题, 这造成了建立解一致先验估计的本质困难.
为了克服这个困难, 对于线性部分, 我们在频率截断意义下观察到 u−w 的估计 (由拉力

(drag­force) 项给出) 和 u 的估计 (由粘性项给出) 揭示了

22 j‖∆̇ ju‖2
L2 +‖∆̇ j(u−w)‖2

L2 ≳

22 j‖∆̇ jw‖2
L2, 若 j ≤ 0,

‖∆̇ jw‖2
L2. 若 j ≥−1.

因而, 我们能够将 (1.3.25)1­(1.3.25)2 和 (1.3.25)3­(1.3.25)4 的结构联立, 进而对 (ρ,∇ρ,u,n,w)
建立低阶 Ḃ

d
2−1
2,1 ­估计. 然后, 利用粘性项给出 u 的高阶正则性, 我们在高频单独分析 (1.3.25)3­

(1.3.25)4 以得到 (n,w) 的高阶 Ḃ
d
2+1
2,1 ­估计. 值得强调的是,, 我们建立了速度 u, w 的 L1

t (Ḃ
d
2+1
2,1 )

正则性而非其作为外力项一部分所需的 L1
t (Ḃ

d
2−1
2,1 ) 正则性.

然而, 对于非线性估计, (1.3.25)2 中的非线性项 −κ( n
ρ − n̄

ρ̄ )(u−w) 会导致额外的困难.
事实上, 与其他非线性项不同的是, −κ( n

ρ − n̄
ρ̄ )(u−w) 在空间 L1(R+; Ḃ

d
2−1
2,1 ) 中不是尺度不变

的. 为此, 我们观察到相对速度 u−w 满足一个带阻尼的方程 (4.2.29), 并以此建立了相对

速度 u−w 在低频相比解更优的 L̃2
t (Ḃ

d
2−1
2,1 )∩L1

t (Ḃ
d
2
2,1) 估计, 并将其结合解 (ρ,u,n,w) 的先验

估计来控制 −κ( n
ρ − n̄

ρ̄ )(u−w) 的 L1
t (Ḃ

d
2−1
2,1 ) 范数, 最终封闭了解的一致先验估计 (参见小节

4.2.1­4.2.2).
当 (ρ0 − ρ̄,u0,n0 − n̄,w0)

` 还在 Besov 空间 Ḃσ0
2,∞ 中有界时, 受到文献 [96,224] 的启发, 我

们利用一个新的时间加权能量方法证明定理 1.3.16 中柯西问题 (1.3.25) 解的最优收敛速率

(1.3.29), 即对带时间权 tθ 的能量作类似于整体存在性部分的先验估计, 并在加权能量和解

的 Ḃσ0
2,∞ 正则性之间建立时­空插值不等式, 最终证明了该时间加权能量泛函由 tθ− 1

2 (
d
2−1−σ0)

所控制, 进而证明了解 (ρ,u,n,w) 在 (1.3.29) 中的最优时间收敛速率. 然后, 利用已得解的衰

减估计和带阻尼方程 (4.2.29), 我们可知 u−w 在低频对应 ∇(ρ,u,n) 的衰减, 因而其中的一

阶导数蕴含了 u−w 比解的时间收敛速率快 (1+ t)−
1
2 (参见小节 4.3.2).

当 (ρ0 − ρ̄,u0,n0 − n̄,w0)
` 还在 Besov 空间 Ḃσ0

2,∞ 中充分小时, 通过线性化方程组的半群

估计、Duhamel 原理以及非线性项的二次时间加权估计, 我们证明定理 1.3.18 中柯西问题

(1.3.25) 解 (ρ,u,n,w) 和相对速度 u−w 在 (1.3.33) 中的时间收敛速率. 值得强调的是, 相对

速度 u−w 在空间 Ḃσ0
2,∞ 中的衰减速率 (1+ t)−

1
2 用于控制非线性项 ‖κ( n

ρ − n̄
ρ̄ )(u−w)‖Ḃ

σ0
2,∞
, 而

这对封闭能量估计起到了关键作用 (参见节 4.4).
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1.3.5 高维可压缩 Navier­Stokes­Vlasov­Fokker­Planck方程组

定理 1.3.14 和 1.3.16 的方法也可用于研究到高维可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.1) 解的整

体适定性和最优时间衰减速率. 我们考虑高维可压缩 NS­VFP 方程组 (1.1.11) 的柯西问题:

ρt +div x(ρu) = 0,

(ρu)t +div x(ρu⊗u)+∇xP(ρ) = µ∆xu+(µ +λ )∇xdiv xu−
∫
Rd

κ(u− v)Fdv,

Ft + v ·∇xF +div v
(
κ(u− v)F −κ∇vF

)
= 0, (x,v) ∈ Rd ×Rd, t > 0,

(ρ(x,0),u(x,0),F(x,v,0)) = (ρ0(x),u0(x),F0(x,v)), (x,v) ∈ Rd ×Rd,

(ρ0(x),u0(x),F0(x,v))→ (ρ̄,0,M), |x| → ∞,

(1.3.34)

其中 κ > 0, ρ̄ > 0 为常数, 粘性系数 µ , λ 是满足 µ > 0, 2µ +λ > 0 的常数, P(ρ) 为光滑压力

函数, 且对 ρ > 0 满足 P′(ρ)> 0, M 表示整体 Maxwellian

M = M(v) :=
1

(2π)
d
2

e−
|v|2

2 .

我们研究可压缩 NS­VFP 方程组柯西问题 (1.3.34) 解在低正则的临界 Besov 空间中的整体

存在性和唯一性.

定理 1.3.22. 对维数 d ≥ 2, 如果初值 (ρ0,u0,F0) 满足 (ρ0 − ρ̄,u0,M− 1
2 (F0 −M)) ∈ Ḃ

d
2−1, d

2
2,1 ×

Ḃ
d
2−1
2,1 × Ḃ

d
2−1
2,1 以及

δ̂∗ := ‖(ρ0 − ρ̄,u0)
`‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(∇ρ0,u0)
h‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖M− 1
2 (F0 −M)‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

≤ δ∗,

此处 δ∗> 0为一个充分小的常数,那么柯西问题 (1.3.34)有唯一的整体解 (ρ,u,F),且 (ρ,u,F)

满足
‖(ρ − ρ̄,u)‖`

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖(∇ρ,u)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖M− 1
2 (F −M)‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖(ρ − ρ̄,u)‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖M− 1
2 (F −M)‖`

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖ρ − ρ̄‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖u‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖M− 1
2 (F −M)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖u−w‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖L
1
2{I−P}M− 1

2 (F −M)‖
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≤Cδ̂∗, t > 0,

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1­4.5.6, w表示粒子分布函数的宏观速度, {I−P} f 表

示 f 的宏观部分, L
1
2 f := (|∇v f |2 +(1+ |v|2) f 2)

1
2 , C > 0为一个与时间无关的常数.
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注记 1.3.23. 与可压缩 NS­E 方程组相比 (见定理 1.3.14), 在定理 1.3.22 中, 由于介观 Fokker­
Planck 算子的影响, 可压缩 NS­VFP 方程组柯西问题 (1.3.34) 的解在高频和低频有完全不同

的耗散特性: 解的高频部分对应 L1 时间可积性的耗散结构, 然而其低频部分对应 L2 时间

可积性的耗散结构; 此外, 由于拉力 (drag force) 项和微观部分的阻尼效应, 在低频, u−w 和

{I−P}M− 1
2 (F −M) 的正则性要优于 (ρ − ρ̄,u,M− 1

2 (F −M)) 的正则性.

此外, 我们建立可压缩 NS­VFP 方程组柯西问题 (1.3.34) 解在 Besov 空间中的最优时间

衰减速率.

定理 1.3.24. 对维数 d ≥ 2, 在定理 1.3.22 的假设下, 令 (ρ,u,F) 为柯西问题 (4.1.1) 由定

理 1.3.22给出的整体强解. 如果对σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −1),初值 (ρ0,u0,F0)还满足 (ρ0−1,u0)

` ∈ Ḃσ0
2,∞

以及 M− 1
2 (F0 −M)` ∈ Ḃσ0

2,∞, 则对任意 t > 0, 该整体解 (ρ,u,F) 以最优时间速率收敛到平衡

态: 
‖(ρ − ρ̄,u)(t)‖`Ḃσ

2,1
+‖M− 1

2 (F −M)(t)‖`Ḃσ
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−1],

‖(∇ρ,u)(t)‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖M− 1
2 (F −M)(t)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (

d
2−1−σ0),

且相对速度 u−w和宏观部分 {I−P} f 满足

‖(u−w)(t)‖Ḃ
σ0
2,∞

+‖{I−P}M− 1
2 (F −M)(t)‖Ḃσ0

2,∞
≤C(1+ t)−min{ 1

2 ,
1
2 (

d
2−1−σ0)}.

若 d ≥ 3及 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −2),则 u−b和 {I−P}M− 1

2 (F −M)进一步满足

‖(u−w)(t)‖Ḃσ
2,1
+‖{I−P}M− 1

2 (F −M)(t)‖Ḃσ
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (1+σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−2].

注记 1.3.25. 定理 1.3.16 揭示了扰动 (ρ − ρ̄,u,M− 1
2 (F −M)) 在空间 Ḃσ

2,1 × Ḃσ
2,1 × Ḃσ

2,1 中的

时间衰减速率 (1+ t)−
1
2 (σ−σ0) 等同于当初值在空间 Ḃσ0

2,∞ 有界时热方程的柯西问题解的最

优时间衰减速率；然而, 由于耦合拉力 (drag force) 项以及微观部分的阻尼效应, (u−w,{I−
P}M− 1

2 (F−M))在空间 Ḃσ
2,1×Ḃσ

2,1 中的时间衰减速率 (1+t)−
1
2 (1+σ−σ0) 比 (ρ− ρ̄,u,M− 1

2 (F−
M)) 的时间衰减速率 (1+ t)−

1
2 (σ−σ0) 更快.

注记 1.3.26. 定理 1.3.22 和 1.3.24 的证明参见 [158].

1.3.6 具有趋化性的双曲­抛物方程组

Keller­Segel 方程组 (1.3.37) 是生物数学中的一类基本模型, 用以模拟细胞的聚集运动

或者趋化性影响下细菌密度的变化等 (参见 [5, 146, 147, 184, 193]). 具有趋化性的双曲抛物

方程组 (1.1.12) 可以形式逼近 Keller­Segel 方程组 (1.3.37), 用以更好地模拟新生血管生成
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(参见 [2, 92]). 一个自然的问题是研究具有趋化性的双曲­抛物方程组 (1.1.12) 和其当松弛参

数 ε → 0 时与极限方程组之间的联系. 与带阻尼可压缩 Euler 方程组类似 (参见 [59,229]), 双

曲­抛物方程组 (1.1.12) 的解 (ρ,u,ϕ)(x, t), 引入时间尺度变换

(ρε ,uε ,ϕ ε)(x, t) := (ρ,
1
ε

u,ϕ)(x,
1
ε

t), (1.3.35)

则 (ρε ,uε ,ϕ ε)(x, t) 满足柯西问题

ρε
t +div(ρεuε) = 0,

ε2(ρεuε)t + ε2div(ρεuε ⊗uε)+∇P(ρε)−χρε∇ϕ ε +ρεuε = 0,

εϕ ε
t −∆ϕ ε −aρε +bϕ ε = 0, x ∈ Rd, t > 0,

(ρε ,uε ,ϕ ε)(x,0) = (ρ0,u0,ϕ0)(x), x ∈ Rd,

(ρ0,u0,ϕ0)(x)→ (ρ̄,0, ϕ̄), |x| → ∞.

(1.3.36)

形式上, 当 ε → 0 时, 若 (ρε ,uε ,ϕ ε) 收敛到极限 (ρ∗,u∗,ϕ∗), 那么 (ρ∗,u∗) 为如下 Keller­Segel
方程组的解: {

ρ∗
t −div(∇P(ρ∗)−χρ∗∇ϕ∗) = 0,

−∆ϕ∗−aρ∗+bϕ∗ = 0,
(1.3.37)

且 u∗ 由如下关系决定:

ρ∗u∗ =−∇P(ρ∗)+χρ∗∇ϕ∗. (1.3.38)

(1.3.38) 可看做 Darcy law (参见 [119, 178]) 的等价形式.
我们研究双曲­抛物方程组 (1.1.12) 在低正则的临界 Besov 空间中收敛到 Keller­Segel

方程组 (1.3.37) 的松弛极限, 给出双曲­抛物方程组 (1.1.12) 作为 Keller­Segel 方程组 (1.3.37)
一个合理逼近系统的严格证明. 此外, 我们也研究双曲­抛物方程组 (1.1.12) 在临界 Besov 空

间中的最优时间衰减速率. 考虑任意维数双曲­抛物方程组 (1.1.12) 的柯西问题:

ρt +div(ρu) = 0,

(ρu)t +div(ρu⊗u)+∇P(ρ)+
1
ε

ρu−χρ∇ϕ = 0,

ϕt −∆ϕ −aρ +bϕ = 0, x ∈ Rd, t > 0,

(ρ,u,ϕ)(x,0) = (ρ0,u0,ϕ0)(x), x ∈ Rd,

(ρ0,u0,ϕ0)(x)→ (ρ̄,0, ϕ̄), |x| → ∞,

(1.3.39)

其中 ρ̄ > 0 和 ϕ̄ := a
b ρ̄ > 0 为常数, ε ∈ (0,1) 为松弛参数, P(ρ) 为光滑压力函数, 且对 ρ > 0

满足 P′(ρ)> 0.
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首先, 我们建立柯西问题 (1.3.39) 经典解在临界 Besov 空间中的整体存在性和唯一性.

定理 1.3.27. 对维数 d ≥ 1,假设

P′(ρ̄)>
aχ
b

ρ̄ > 0, (1.3.40)

且高低频分界点取为
Jε :=−[log2 ε]− k0, (1.3.41)

此处 k0 > 0为一个与 ε无关的常数. 如果初值 (ρ0,u0,ϕ0)满足 (ρ0− ρ̄,u0,ϕ0− ϕ̄)∈ Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 ×
Ḃ

d
2 ,

d
2+1

2,1 × Ḃ
d
2 ,

d
2+2

2,1 且

δ̂2 := ‖(ρ0 − ρ̄,u0,ϕ0 − ϕ̄)`,Jε‖
Ḃ

d
2
2,1

+ ε‖(ρ0 − ρ̄,u0,∇ϕ0)
h,Jε‖

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤ δ2, (1.3.42)

其中 δ2 > 0 是一个与 ε 无关且充分小的常数, 则柯西问题 (1.3.39) 有唯一的整体经典解
(ρ,u,ϕ),且 (ρ,u,ϕ)满足

ρ − ρ̄ ∈Cb(R+; Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 )∩L1(R+; Ḃ
d
2+2, d

2+1
2,1 ),

u ∈Cb(R+; Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 )∩L1(R+; Ḃ
d
2+2, d

2+1
2,1 ),

ϕ − ϕ̄ ∈Cb(R+; Ḃ
d
2 ,

d
2+2

2,1 )∩L1(R+; Ḃ
d
2+2, d

2+3
2,1 ),

(1.3.43)

以及

‖(ρ − ρ̄,u,ϕ − ϕ̄)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(ρ − ρ̄,u,∇ϕ)‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖(ρ − ρ̄,ϕ − ϕ̄)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε−
1
2‖u‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖ϕt‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(ρ − ρ̄,u)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖ϕ − ϕ̄‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+‖ϕt‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖1
ε

ρu+∇P(ρ)−χρ∇ϕ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖ϕ − ϕ̄ − (b−∆)−1(ρ − ρ̄)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≤Cδ̂2, t > 0,

(1.3.44)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1、4.5.2、4.5.4和 5.5.1, C > 0为一个与时间和 ε 无关
的常数.

注记 1.3.28. 通过选取满足 2Jε ∼ 1
ε 的高低频的分界点 (1.3.41), 我们将频率空间分为低频空

间 {ξ ∈ Rd||ξ | ≤ 2−k0 8
3ε } 和高频空间 {ξ ∈ Rd||ξ | ≥ 2−k0 3

4ε }, 从而建立了解 (ρ,u,ϕ) 关于 ε
及时间的一致估计 (1.3.44). 该高低频分界点 (1.3.41) 和一致估计 (1.3.44) 揭示了当松弛参数

ε → 0 时方程组 (1.1.12) 从双曲­抛物耦合结构向完全抛物结构的转化.
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注记 1.3.29. 定理 1.3.27 中建立一致估计 (1.3.44) 的关键观察是: 在低频区域, 有效变量
1
ε ρu+∇P(ρ)− χρ∇ϕ 和 ϕ − ϕ̄ − a(b−∆)−1(ρ − ρ̄) 相比解 (ρ,u,ϕ) 有更优的正则性和 ε 的

衰减性.

然后, 当初始扰动还在 Besov 空间 Ḃσ0
2,∞ (σ0 ∈ [−d

2 ,
d
2 )) 中有界时, 我们证明双曲­抛物方

程组柯西问题 (1.3.39) 的经典解以最优时间代数速率收敛到平衡态.

定理 1.3.30. 对维数 d ≥ 1,设定理 1.3.27的假设成立,且令 (ρ,u,ϕ)为柯西问题 (1.3.39)由定
理 1.3.27给出的整体经典解. 若对 σ0 ∈ [−d

2 ,
d
2 ),初值 (ρ0,u0,ϕ0)还满足 (ρ0− ρ̄,u0,ϕ0− ϕ̄)`,Jε

在 Ḃσ0
2,∞中关于 ε 一致有界,则对 t > 0,该整体解 (ρ,u,ϕ)满足

‖(ρ − ρ̄,u,ϕ − ϕ̄)(t)‖`,Jε
Ḃσ

2,1
≤C(1+ εt)−

1
2 (σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
],

‖(ρ − ρ̄,u,∇ϕ)(t)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤C(1+ εt)−
1
2 (

d
2−σ0),

(1.3.45)

且 u和 aρ −bϕ 满足

‖(u,bϕ −aρ)(t)‖Ḃ
σ0
2,∞

≤ C
ε
(1+ εt)−min{ 1

2 ,
1
2 (

d
2−σ0)}, (1.3.46)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1、4.5.4和 5.5.1, C > 0为与 ε 及时间无关的常数.
若 d ≥ 2及 σ0 ∈ [−d

2 ,
d
2 −1),则 u和 aρ −bϕ 进一步满足

‖(u,bϕ −aρ)(t)‖Ḃσ
2,1

≤ C
ε
(1+ εt)−

1
2 (1+σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−1]. (1.3.47)

注记 1.3.31. 由 (1.3.45) 以及 Besov 空间中的插值不等式, 对 Λ := (−∆)−
1
2 、p ≥ 2 及 t > 0, 整

体解 (ρ,u,ϕ) 有如下 Lp­型时间收敛估计:

‖Λσ (ρ − ρ̄,u,ϕ − ϕ̄)(t)‖Lp ≲ (1+ εt)−
1
2 (σ+ d

2−
d
p−σ0), σ +

d
2
− d

p
∈ (σ0,

d
2
].

若 d ≥ 2 及 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −1), 则 (1.3.47) 进一步给出

‖Λσ (u,bϕ −aρ)(t)‖Lp ≲ 1
ε
(1+ εt)−

1
2 (1+σ+ d

2−
d
p−σ0), σ +

d
2
− d

p
∈ (σ0,

d
2
−1].

因而, (1.3.45) 揭示了 aρ −bϕ 相比化学物质的产生 aρ 和化学物质的消耗 bϕ 的时间收敛速

率快 (1+ t)−
1
2 . 这是我们观察到并证明的新现象.

注记 1.3.32. 类似于定理 1.3.18 的论证过程, 如果在定理 1.3.30 中假设 ‖(ρ0 − ρ̄,u0,ϕ0 −
ϕ̄)`,Jε‖Ḃ

σ0
2,∞

充分小, 则我们可以建立 (ρ − ρ̄,u,ϕ − ϕ̄) 在更一般的空间 Ḃσ
2,1 (σ ∈ (σ0,

d
2 + 1])

的时间衰减速率 (1+ t)−
1
2 (σ−σ0), 以及 u 和 aρ −bϕ 在更一般的空间 Ḃσ

2,1 (σ ∈ (σ0,
d
2 ]) 中的时

间衰减速率 (1+ t)−
1
2 (1+σ−σ0) (此时不需要限制 d ≥ 2 及 σ0 <

d
2 −1).
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最后, 我们研究双曲­抛物方程组 (1.1.12) 收敛到 Keller­Segel 方程组的松弛极限问题.
在严格证明 (1.3.36) 当 ε → 0 时强收敛到 (1.3.37)­(1.3.38) 前, 我们先考虑 Keller­Segel 方程

组的柯西问题 

ρ∗
t −div(∇P(ρ∗)−χρ∗∇ϕ∗) = 0,

−∆ϕ∗−aρ∗+bϕ∗ = 0, x ∈ Rd, t > 0,

ρ∗(x,0) = ρ∗
0 (x), x ∈ Rd,

ρ∗
0 (x)→ ρ̄, |x| → ∞.

(1.3.48)

我们证明 Keller­Segel 方程组的柯西问题 (1.3.48) 在 Besov 空间中强解的整体存在性和唯一

性.

定理 1.3.33. 设 (1.3.40)成立. 对维数 d ≥ 1及 p ∈ [1,∞],如果初值 ρ∗
0 满足

‖ρ∗
0 − ρ̄‖

Ḃ
d
p
p,1

≤ δ ∗
2 , (1.3.49)

其中 δ ∗
2 > 0为一个充分小的常数,则柯西问题 (1.3.48)有唯一的整体强解 (ρ∗,ϕ∗),且 (ρ∗,ϕ∗)

满足

ρ∗− ρ̄ ∈Cb(R+; Ḃ
d
p
p,1)∩L1(R+; Ḃ

d
p+2
p,1 ), ϕ∗− ϕ̄ ∈ L1(R+; Ḃ

d
p+2
p,1 ∩ Ḃ

d
p+4
p,1 ), (1.3.50)

以及

‖ρ∗− ρ̄‖
L̃∞

t (Ḃ
d
p
p,1)∩L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

+‖ϕ∗− ϕ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 ∩Ḃ

d
p+4
p,1 )

≤C‖ρ∗
0 − ρ̄‖

Ḃ
d
p
p,1

, t > 0, (1.3.51)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1和 4.5.4, C > 0为一个与时间无关的常数.

我们严格证明当松弛参数 ε → 0 时, (ρε ,ϕ ε) 以速率 ε 收敛到 Keller­Segel 方程组柯西

问题 (1.3.48) 的解 (ρ∗,u∗), 且 uε 以速率 ε 收敛到由 (1.3.38) 决定的 u∗.

定理 1.3.34. 对维数 d ≥ 1,设定理 1.3.27中的假设成立,且令 (ρε ,uε ,ϕ ε)为柯西问题 (1.3.36)
由定理 1.3.27及尺度变换 (1.3.35)给出的整体解. 则 (ρε ,uε ,ϕ ε)满足

‖∇P(ρε)−χρε∇ϕ ε +ρεuε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖aρε +∆ϕ ε −bϕ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≤Cε, t > 0, (1.3.52)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1及 4.5.4, C > 0为一个与时间及 ε 无关的常数.
进一步,设 (1.3.49) (p = 2)成立, (ρ∗,ϕ∗)为柯西问题 (1.3.48)由定理 1.3.30给出的整体

解,且 u∗由 (1.3.38)给定. 若初值 ρ0和 ρ∗
0 还满足

‖ρ0 −ρ∗
0‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

= O(ε), (1.3.53)
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则以下收敛速率估计成立:

‖ρε −ρ∗‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )∩L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖uε −u∗‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖ϕ ε −ϕ∗‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≤Cε, t > 0, (1.3.54)

因而,当 ε → 0时, (ρε ,uε ,ϕ ε)在如下意义下强收敛到 (ρ∗,u∗,ϕ∗):
ρε → ρ∗ 于 L̃∞(R+; Ḃ

d
2−1
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1
2,1 ),

uε → u∗ 于 L1(R+; Ḃ
d
2
2,1),

ϕ ε → ϕ∗ 于 L1(R+; Ḃ
d
2+1
2,1 ∩ Ḃ

d
2+2
2,1 ).

(1.3.55)

注记 1.3.35. 定理 1.3.34 是双曲抛物方程组 (1.1.12) 收敛到 Keller­Segel 方程组 (1.3.37) 松弛

极限的第一个严格结果.

注记 1.3.36. 值得强调的是, (1.3.52) 对应于 (1.3.44) 中关于有效变量 1
ε ρu+∇P(ρ)− χρ∇ϕ

和 ϕ − ϕ̄ − a(b−∆)−1(ρ − ρ̄) 的一致估计. 该估计是研究双曲抛物方程组 (1.1.12) 当 ε → 0

时到 Keller­Segel 方程组 (1.3.37) 收敛速率估计 (1.3.54) 的关键所在.

注记 1.3.37. 定理 1.3.27、1.3.30、1.3.33 和 1.3.34 的证明详见第五章, 也可以参见 [63].

我们解释上述定理证明的主要困难和想法. 由于 (5.1.1) 缺少对称性条件, 我们很难直接

应用以往耗散双曲方程组 (如带阻尼 Euler 方程组, 参见 [61, 226, 227] 等) 或一般的双曲­抛
物方程组 (如可压缩 Navie­Stokes 方程组, 参见 [143,144,201] 等) 的经典理论分析双曲­抛物

方程组 (1.3.39)1­(1.3.39)3 的耗散结构. 此外, 当研究带阻尼 Euler 方程组的松弛极限时, 通常

可以将证明归结于 ε = 1, 再通过尺度变换直接得到与 ε 无关的估计 (参见 [60–62]). 然而, 双

曲方程 (1.3.39)1­(1.3.39)2 和抛物方程 (1.3.39)3 具有不同的尺度不变性, 对方程组 (1.3.39)1­
(1.3.39)3 不易找到这样的尺度变换, 因而需要在计算中考虑到解对参数 ε 的精确依赖性, 而

这导致了建立解与 ε 无关先验估计的本质困难.
为了克服这些困难, 我们首先定义 ρ 和 ϕ 的扰动为

n :=
∫ ρ

ρ̄

P′(s)
s

ds, ψ := ϕ − ϕ̄ ,

从而 ρ 可以改写为 ρ = ρ̄ +aρ̄P′(ρ̄)−1n+H(n), 其中 H(n)∼ n2 (|n|<< 1). 该扰动变量 n 可

以简化方程 (1.3.39)2, 并且将方程 (1.3.39)3 改写为一个带阻尼和二次非线性项 H(n) 的热方

程 (参见改写后的柯西问题 (5.1.1)).
为证明定理 1.3.27 中柯西问题 (5.1.1) 经典解整体存在性, 其关键是建立 (n,u,ψ) 与 ε 及

时间无关的先验估计. 在低频估计中, 受到文献 [60, 107, 116] 启发, 我们引入两个新的有效

变量
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φ := ψ − (b−∆)−1(
aρ̄

P′(ρ̄)
n+H(n)), ω := u+ ε∇n− εχ∇ϕ ,

以利用如下耦合特性: ut +u ·∇u =−1
ε

ω,

ψt = (∆−b)φ.
(1.3.56)

将方程组 (5.1.1)1­(5.1.1)3 用 (n,φ,ω) 的形式改写成扩散阻尼耦合的方程组 (5.2.5), 然后通

过选取一个满足 2Jε ∼ 1
ε 的高低频分界点 (1.3.41), 建立了 (n,φ,ω) 的一致估计, 进而得到了

(u,ψ) 的一致估计 (参见小节 5.2.1). 值得强调的是, 有效变量 (φ,ω) 在低频的正则性和关

于 ε 的依赖性要优于 (n,φ,ω), 而这是方程组 (1.1.12) 松弛极限的关键所在. 在高频估计中,
我们引入了一个新的非线性 Lyapunov 能量泛函 (5.2.41), 并以此建立了 (n,u,ψ) 高频部分的

一致估计. 值得强调的是, (5.2.41) 中权函数 w j ∼ 1 的引入是为了抵消 (5.1.1)1 中非线性项

G(n)divu. 此外, 为了克服二次非线性项 H(n) 带来的困难, 我们将交叉项
∫
Rd ∆̇ jH(n)∆̇ jψdx

和非线性项 2−2 j‖∆̇ jH(n)‖2
L2 加入能量泛函 (5.2.41), 并证明了关于二次函数 H(n)在Besov空

间中的一些新估计 (见引理 5.5.6). 利用高频和低频的估计, 我们能够封闭柯西问题 (1.3.39)
解关于 ε 一致的先验估计, 最终证明其整体存在性. 值得强调的是, (1.3.40) 是一个自然的结

构性条件, 其保证了在低频估计时算子 (5.2.6)1 的严格椭圆性以及在高频估计 (5.2.49) 时能

量泛函的强制性.
其次, 当证明定理 1.3.30 时, 由于抵消非线性项需要 L1 时间可积性和 L2 时间可积性

的混合耗散结构 (参见 (1.3.44)), 我们无法直接应用文献 [96, 229] 中的方法. 为此, 基于定

理 1.3.16 的想法, 我们先建立 (n,ω,φ) 的时间加权估计, 然后转化为 (u,ψ) 的时间加权估

计, 最终通过时­空插值不等式证明解的最优时间收敛速率 (1.3.45). 此外, 我们观察到方程

(5.1.1)2­(5.1.1)3 的阻尼效应, 得到了 (1.3.46)­(1.3.47) 中 u 和 aρ −bϕ 相比解 (ρ,u,ϕ) 更快的

时间收敛速率.
然后, 为证明双曲­抛物方程组 (1.1.12) 收敛到 Keller­Segel 方程组 (1.3.37) 的松弛极限,

我们需要先建立 Keller­Segel 系统柯西问题 (1.3.48) 强解的整体存在性和唯一性. 为此, 我们

将 Keller­Segel 方程组 (1.3.37) 改写如下:

ρ∗
t − ∆̃∗ρ∗ = 二次非线性项.

在 P′(ρ̄)> χa
b ρ̄ 的假设下, 上式中微分算子 ∆̃∗ 的性质与拉普拉斯算子 ∆ 类似, 因而我们建立

了柯西问题 (1.3.48) 解相应的先验估计 (参见见小节 5.4.1). 为了得到收敛速率, 我们观察到

ρ̃ε := ρε −ρ∗ 满足

ρ̃ε
t − ∆̃∗ρ̃ε = Rε +二次非线性项,

基于 (1.3.56) 以及 (1.3.44) 中有效变量 (φ,ω) 的一致估计, 我们证明余项 Rε 当 ε → 0 时在

L1(R+;B
d
2−1
2,1 )中以速率 ε 收敛到零,从而建立相应的收敛速率估计,最终严格证明 (ρε ,uε ,ϕ ε)

强收敛到 (ρ∗,u∗,ϕ∗) (参见小节 5.4.2).
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第二章 一维可压缩 Navier­Stokes­Vlasov方程组
的整体弱解

2.1 引言

在本章, 我们考虑可压缩 NS­V 方程组在一维周期域上的初值问题:

ρt +(ρu)x = 0,

(ρu)t +(ρu2)x +(P(ρ))x = (µ(ρ)ux)x −
∫
R

κ(ρ)(u− v)Fdv,

Ft + vFx +(κ(ρ)(u− v)F)v = 0, (x,v) ∈ T×R, t > 0,

(ρ(x,0),u(x,0),F(x,v,0)) = (ρ0(x),u0(x),F0(x,v)), (x,v) ∈ T×R,

(1.3.1)

我们证明定理 1.3.1 关于一维可压缩 NS­V 方程组的初值问题 (1.3.1) 整体弱解的存在性、唯

一性和正则性, 并分析该整体弱解的长时行为. 为阅读方便, 我们重新陈述定理 1.3.1 如下:

定理 1.3.1.对给定的常数 r0 > 0,假设初值 (ρ0,u0,F0)满足 inf
x∈T

ρ0(x)> 0, ρ0 ∈W 1,∞(T), u0 ∈ H1(T),

0 ≤ F0 ∈ L∞(T×R), SuppvF0(x, ·)⊂ {v ∈ R
∣∣ |v| ≤ r0}, x ∈ T,

(1.3.5)

则初值问题 (1.3.1)有唯一的整体弱解 (ρ,u,F),且对任意给定的时间 T > 0, (ρ,u,F)满足

ρ− ≤ ρ ≤ ρ+, ‖ρ‖L∞(0,T ;H1) ≤C, 0 ≤ F ≤ eρ+T‖F0‖L∞
x,v ,

ρ ∈C([0,T ];H1(T))∩L∞(0,T ;W 1,∞(T)),

u ∈C([0,T ];H1(T))∩L2(0,T ;H2(T)),

F ∈C([0,T ];L1(T×R))∩L∞(0,T ;L∞(T×R)),

(1.3.6)

29



第二章 一维可压缩 Navier­Stokes­Vlasov 方程组的整体弱解

及长时行为 
‖(ρ −ρc)(t)‖L∞ +‖(u−uc)(t)‖L2 ≤Ce−ct , 0 < t < T,

W1(F,nδ (v−uc))(t)+‖n(w−uc)(t)‖L1 ≤Ce−ct , 0 < t < T,

SuppvF(x, ·, t)⊂ {v ∈ R | |v−uc| ≤Ce−ct}, (x, t) ∈ T× [0,T ],

(1.3.7)

其中常数 ρ− > 0、ρ+ > 0、C > 0和 c > 0与时间 T > 0无关,常数 ρc 和 uc 由 (1.3.8)给出,
W1( f ,g)为由定义 2.4.1给出的 1­Wasserstein度量, δ (·)为 Dirac测度, n和 nw由 (1.3.9)给
出.

进一步,若初值 (ρ0,u0,F0)还满足

ρ0 ∈ H2(T), u0 ∈ H2(T), F0 ∈C1(T×R), (1.3.10)

则 (ρ,u,F)即为初值问题 (1.3.1)满足如下正则性的整体强解:
ρ ∈C([0,T ];H2(T)), ρt ∈C([0,T ];H1(T)),

u ∈C([0,T ];H2(T)), t
1
2 u ∈ L∞(0,T ;H3(T)),

F ∈C([0,T ];C1(T×R)), Ft ∈C([0,T ];C0(T×R)).

(1.3.11)

我们回顾定理 1.3.1 证明的主要困难和想法. 对满足 (1.3.5) 和 (1.3.10) 的正则化初值,
我们易证初值问题 (1.3.1) 强解的局部存在性, 对该局部强解建立一致的先验估计, 从而将

该解延拓为整体强解, 最终证明逼近强解序列收敛到初值问题 (1.3.1) 的整体弱解. 其中, 建

立解先验估计的关键一步是证明密度有 ρ 一致的上界. 然而, 方程 (1.3.1)2 右端非线性拉

力 (drag force) 项 ρn(w−u) 在估计密度 ρ 上界时会造成本质的困难. 事实上, 如果我们在估

计方程 (1.3.1)2 时将 ρn(w− u) 当成已知的外力项, 则我们需要分布函数 F 的上界估计. 由

Vlasov 方程 (1.3.1)1 的性质, 在估计 F 之前我们需要密度 ρ 的上界:

‖F‖L∞(0,T ;L∞
x,v)

≤ eT‖ρ‖L∞(0,T ;L∞).

从而, 以往对一维可压缩 NS 方程估计密度 ρ 的上界的方法 (参见 [116,137,145,182,203] 等)
不能直接应用于一维可压缩 NS­V 方程组情形. 为了克服非线性拉力 (drag force) 项 ρn(w−
u) 的困难, 我们通过引入一个新的有效速度

u+ I(n),

将动量方程 (1.3.1)2 改写为(
ρ(u+ I(n))

)
t +
(
ρu(u+ I(n))

)
x +(ργ)x = (µ(ρ)ux)x +ρ

∫ 1

0
nwdy. (1.3.12)
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利用基本能量估计、方程 (1.3.12) 以及 Zlotnik 不等式, 我们建立了密度 ρ 与时间无关的上界

和与时间有关的下界 (参见定理 2.2.2). 然后, 通过建立流体部分的相对熵估计, 我们证明压

力函数 P(ρ) 的 L1(T)­范数在一个充分大时间后是严格正的, 进而得到了密度 ρ 关于时间一

致的下界 (参见引理 2.2.5­2.2.6). 此外, 我们也引入另一个新的有效速度

U := u+ I(n)+ρ−2µ(ρ)ρx.

根据 (1.3.1)1 和 (1.3.12), U 满足一个带阻尼的输运方程

ρ(Ut +uUx)+ γργ+1µ(ρ)−1U = γργ+1µ(ρ)−1(u+ I(n))+ρ
∫ 1

0
nwdy. (1.3.13)

利用 (1.3.13) 及密度 ρ 的一致上下界, 我们证得 ρ 与时间无关的 H1(T) 估计 (见定理 2.2.7).

本章其余部分的安排如下: 在节 2.2, 我们对初值问题 (1.3.1) 的解建立一致的先验估计.
在节 2.3, 我们将定理 1.3.1 的证明分成三部分: 在小节 2.3.1, 我们利用先验估计和紧性证明

初值问题 (1.3.1) 弱解的整体存在性和正则性; 在小节 2.3.2, 我们证明初值问题 (1.3.1) 弱解

的唯一性; 在小节 2.3.3, 我们研究初值问题初值问题 (1.3.1) 弱解的渐近行为. 在附录中, 我

们给出 Wasserstein 度量的定义和 Zlotnik 不等式.

2.2 先验估计

不失一般性, 在本章的计算中我们取

A = µ0 = µ1 = κ = 1.

对满足 (1.3.5) 和 (1.3.10) 的正则化初值, 我们需要以对初值问题的局部强解建立一致的先

验估计, 从而将该解延拓为整体强解, 最终用紧性证明逼近强解序列收敛到初值问题 (1.3.1)

的整体弱解 (参见小节 2.3.1).
首先, 我们建立基本能量估计.

引理 2.2.1. 对任意给定的时间 T > 0, 若 (ρ,u,F) (ρ > 0,F ≥ 0)为当 t ∈ (0,T )时初值问题

(1.3.1)的一个强解,则在定理 1.3.1的假设下, (ρ,u,F)满足

∫
T

ρdx =
∫
T

ρ0dx,
∫
T×R

Fdvdx =
∫
T

ndx =
∫
T×R

F0dx, t ∈ (0,T ),

sup
t∈(0,T )

(∫
T
(
1
2

ρ|u|2 + ργ

γ −1
)dx+

∫
T×R

1
2
|v|2Fdvdx

)
+
∫ T

0

∫
T

µ(ρ)|ux|2dxdt +
∫ T

0

∫
T×R

ρ|u− v|2Fdvdxdt ≤ E0,

(2.2.1)
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其中

E0 :=
∫
T
(
1
2

ρ0|u0|2 +
ργ

0
γ −1

)dx+
∫
T×R

1
2
|v|2F0dvdx. (2.2.2)

证明. 将方程 (1.3.1) 和 (1.3.1)3 积分, 我们得到 (2.2.1)1. 为证 (2.2.1)2, 在方程 (1.3.1)1 与

(1.3.1)2 两边各自乘以 γ
γ−1ργ−1 和 u, 在 T 上积分, 并把所得的两个等式相加得到

d
dt

∫
T
(
1
2

ρ|u|2 + ργ

γ −1
)dx+

∫
T

µ(ρ)|ux|2dx =−
∫
T×R

ρ(u− v)uFdvdx. (2.2.3)

同时, 方程 (1.3.1)3 两边乘以 1
2 |v|

2 并在 T×R 上积分, 我们得

d
dt

∫
T×R

1
2
|v|2Fdvdx =

∫
T×R

ρ(u− v)vFdvdx. (2.2.4)

结合 (2.2.3)­(2.2.4) 得到 (2.2.1)2. 引理 2.2.1 证毕.

由引理 2.2.1, 我们证明密度 ρ 关于时间一致的上界估计:

引理 2.2.2. 对任意给定的时间 T > 0, 若 (ρ,u,F) (ρ > 0,F ≥ 0)为当 t ∈ (0,T )时初值问题

(1.3.1)的一个强解,则在定理 1.3.1的假设下, ρ 满足

0 <
1

CT
≤ ρ(x, t)≤ ρ+, (x, t) ∈ T× (0,T ), (2.2.5)

此处 ρ+ > 0为一个与时间 T > 0无关的常数, CT > 0为一个与时间 T > 0有关的常数.

证明. 我们引入一个新的有效速度

u+ I(n),

其中

I(g)(x) :=
∫ x

0
g(y)dy−

∫ 1

0

∫ y

0
g(z)dzdy, g ∈ L1(T). (2.2.6)

对任意 g = g(x) ∈W 1,1(T), 算子 I 满足

sup
x∈T

I(g)(x)≤ ‖g‖L1, I(g)x = g, I(gx) = g−
∫ 1

0
g(y)dy. (2.2.7)

将方程 (1.3.1)3 关于变量 v 在 R 上积分, 我们得

nt +(nw)x = 0, (2.2.8)

其中 n 和 w 由 (1.3.9) 给出. 对方程 (2.2.8) 作用算子 I 并利用 (2.2.7), 我们有

(I(n))t +nw−
∫ 1

0
nwdy = 0.
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将上述方程与 (1.3.1)1、(1.3.9) 及 (2.2.7) 相结合, 我们得到

(ρI(n))t +(ρuI(n))x = ρI(n)t +ρuI(n)x =−ρnw+ρun+ρ
∫ 1

0
nwdy. (2.2.9)

根据 (2.2.9), 我们可以将动量方程 (1.3.1)2 改写为

(
ρ(u+ I(n))

)
t +
(
ρu(u+ I(n))

)
x +(ργ)x = (µ(ρ)ux)x +ρ

∫ 1

0
nwdy. (2.2.10)

从 (2.2.7) 及 (2.2.10), 我们可得

I(ρu+ I(n))t +uI(ρu+ I(n))x +ργ

= µ(ρ)ux + I(ρ)
∫ 1

0
nwdy+

∫ 1

0

(
ρ|u|2 +ρuI(n)+ργ −µ(ρ)uy

)
dy.

(2.2.11)

又由质量方程 (1.3.1)1, 以下不等式成立:

d
dt

θ(ρ)+uθ(ρ)x =−µ(ρ)ux, (2.2.12)

其中

θ(ρ) :=
∫ ρ

1

µ(s)
s

ds =

2logρ, 若 β = 0,

logρ + ρβ−1
β , 若 β > 0.

(2.2.13)

将 (2.2.12) 代入 (2.2.11) 并将方程限制在着粒子轨道 Xx,t
(s) 定义为

d
ds

Xx,t
(s) = u(Xx,t

(s),x), s ∈ [0, t], Xx,t
(t) = x, (x, t) ∈ T× [0,T ], (2.2.14)

我们有
d
ds

(
θ(ρ)+ I(ρu+ρI(n))

)
(Xx,t

(s),s)+ργ(Xx,t
(s),s)

= H1(X
x,t
(s),s)−

∫ 1

0
µ(ρ)uy(y,s)dy,

(2.2.15)

其中

H1(x, t) := I(ρ)
∫ 1

0
nwdy+

∫ 1

0

(
ρ|u|2 +ρuI(n)+ργ)dy.

由 (1.3.9)、(2.2.1) 以及 (2.2.7) 可证, 对任意 (x, t) ∈ T× [0,T ], 存在与时间无关的常数 C > 0 使
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得如下不等式成立:
|I(ρu+ρI(n))(x, t)| ≤ ‖ρ(t)‖

1
2
L1‖

√
ρu(t)‖L2 +‖ρ(t)‖L1‖n(t)‖L1 ≤C,

|H1(x, t)| ≤ ‖ρ(t)‖L1‖F(t)‖
1
2
L1

x,v
‖|v|2F(t)‖

1
2
L1

x,v
+‖

√
ρu(t)‖2

L2

+‖n(t)‖L1‖ρ(t)‖
1
2
L1‖

√
ρu(t)‖L2 +‖ργ(t)‖L1 ≤C.

(2.2.16)

注意到对 0 ≤ ρ ≤ 1 有 µ(ρ)≤ 2, 而对 ρ ≥ 1 成立 µ(ρ)≤ βθ(ρ)+2. 由此, 我们得到∣∣∣∫ 1

0
µ(ρ)uydy

∣∣∣≤ 1+
∫ 1

0
µ(ρ)|uy|2dy+

β
4

sup
x∈Ω0

θ(ρ)(x, t)
∫ 1

0
µ(ρ)|uy|2dy. (2.2.17)

其中 Ω0 := {y ∈ (0,1) | ρ(y, t)≥ 1}.
然后, 利用 (2.2.16)­(2.2.17) 和引理 2.4.3 中的 Zlotnik 不等式, θ(ρ) 满足

sup
x∈Ω0

θ(ρ)(x, t)≤ θ(C∗)+2C+E0 +
β
4

∫ T

0
sup
x∈Ω0

θ(ρ)(x,τ)
∫ 1

0
µ(ρ)|uy|2dydτ. (2.2.18)

由 (2.2.1)、(2.2.18) 及 Grönwall 不等式, 我们证明

sup
x∈Ω0

θ(ρ)(x, t)≤ e
βE0

4
(
θ(C∗)+2C+E0

)
. (2.2.19)

因而, 我们得到 (2.2.5) 中 ρ 关于时间一致的上界估计.
此外, 将 (2.2.15) 在 [0, t] 上积分并利用 (2.2.1)、(2.2.14)、(3.3.5) 及 ρ 的上界, 对任意

(x, t) ∈ T× [0,T ], 我们有

θ(ρ)(x, t)≥ inf
x∈T

θ(ρ0)(x)−2C− (ργ
++C)T − (µ(ρ+)T )

1
2‖
√

µ(ρ)ux‖L2(0,T ;L2). (2.2.20)

由于

θ(ρ) = 2logρ, 若 β = 0, θ(ρ)≤ logρ +
ρβ
+

β
, 若 β > 0,

从而 (2.2.20) 蕴含了密度 ρ 与时间有关的下界估计. 引理 2.2.2 得证.

引理 2.2.3. 对任意给定的时间 T > 0, 若 (ρ,u,F) (ρ > 0,F ≥ 0)为当 t ∈ (0,T )时初值问题
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(1.3.1)的一个强解,则在定理 1.3.1的假设下,以下估计成立:

sup
t∈(0,T )

‖F(t)‖L∞
x,v ≤ eρ+T‖F0‖L∞

x,v ,

SuppvF(x, ·, t)⊂ {v ∈ R
∣∣ |v| ≤ rT}, (x, t) ∈ T× (0,T ),

sup
t∈(0,T )

(
‖n(t)‖L∞ +‖ρx(t)‖L∞ +‖ux(t)‖L2

)
+‖(ut ,uxx)‖L2(0,T ;L2) ≤CT ,

(2.2.21)

其中常数 ρ+ > 0由 (2.2.5)给出, rT > 0和CT > 0为两个依赖于时间 T 的常数.

证明. 首先, 对任意 (x,v, t) ∈ T×R× (0,T ), 双特征线 (Xx,v,t(s),V x,v,t(s)) 由如下方程给出:
d
ds

Xx,v,t(s) =V x,v,t(s), s ∈ [0, t], Xx,v,t(t) = x,

d
ds

V x,v,t(s) = ρ(Xx,v,t(s),s)
(
u(Xx,v,t(s),s)−V x,v,t(s)

)
, s ∈ [0, t], V x,v,t(t) = v.

(2.2.22)

我们将 Vlasov 方程 (1.3.1)3 沿着双特征线 (Xx,v,t(s),V x,v,t(s)) 改写如下:

d
ds

F(Xx,v,t(s),V x,v,t(s),s)−ρ(Xx,v,t(s),s)F(Xx,v,t(s),V x,v,t(s),s) = 0.

因而, 分布函数 F 有如下表达式:

F(x,v, t) = e
∫ t

0 ρ(Xx,v,t(s),s)dsF0(Xx,v,t(0),V x,v,t(0)). (2.2.23)

由 (2.2.5) 及 (2.2.23), (2.2.21)1 成立.
其次, 将 (2.2.22)3 在 [0, t] 上求解可得

v = e−
∫ t

0 ρ(Xx,v,t(τ),τ)dτV x,v,t(0)+
∫ t

0
e−

∫ t
τ ρ(Xx,v,t(τ̄),τ̄)dτ̄ρu(Xx,v,t(τ),τ)dτ. (2.2.24)

对任意 (x, t) ∈ T× [0,T ] 及 Σ(x, t) := {v ∈ R
∣∣ F(x,v, t) 6= 0}, 根据 (2.2.23), 我们由 (1.3.5)2、

(2.2.1)、(2.2.5) 和 (2.2.23)­(2.2.24) 推出

sup
v∈Σ(x,t)

|v| ≤ r0 +ρ+

∫ t

0
|u(x,s)|ds ≤ rT := r0 +ρ+E

1
2
0

(
T

1
2 +

2
1
2 T

‖ρ0‖
1
2
L1

)
, (2.2.25)

此处用到以下事实:

u(x, t)≤ ‖ux(t)‖L2 +
‖(√ρu)(t)‖L2

‖ρ0‖
1
2
L1

. (2.2.26)

根据 (2.2.25), 我们有 (2.2.21)2.
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下一步, 为证明 (2.2.21)3, 我们通过引入第二个有效速度

U := u+ I(n)+ρ−2µ(ρ)ρx, (2.2.27)

将方程 (2.2.10) 改写为

ρ(Ut +uUx)+ γργ+1µ(ρ)−1U = γργ+1µ(ρ)−1(u+ I(n))+ρ
∫ 1

0
nwdy. (2.2.28)

将方程 (2.2.28)乘以 p|U |p−2U (p∈ [2,∞))并在T上分部积分, 并利用 (2.2.1)、(2.2.5)及 (2.2.7),
我们得到

d
dt
‖(ρ

1
pU)(t)‖p

Lp + pγ
∫
T

ργ+1µ(ρ)−1|U |pdx ≤ pC
(
1+‖u(t)‖L∞

)
‖(ρ

1
pU)(t)‖p−1

Lp . (2.2.29)

将 (2.2.29) 除以
(
‖(ρ

1
pU)(t)‖p

Lp +η p) p−1
p 后在 [0, t] 上积分, 再结合 (2.2.1)、(2.2.5)、(2.2.7) 及

(2.2.26), 最后取极限 η → 0, 我们有

sup
t∈(0,T )

‖(ρ
1
pU)(t)‖Lp ≤C(1+T ), (2.2.30)

其中常数 C > 0 与 T > 0 和 p ∈ [2,∞) 无关.
由 (2.2.5) 及 (2.2.30), 我们推出

sup
t∈(0,T )

‖U(t)‖Lp ≤C
1
p

T sup
t∈(0,T )

‖(ρ
1
pU)(t)‖Lp ≤C(CT +1)

1
2 (1+T ). (2.2.31)

因为 (2.2.31) 右端的估计与 p ∈ [2,∞) 无关, 我们通过 (2.2.31) 中取极限 p → ∞ 得到

sup
t∈(0,T )

‖U(t)‖L∞ ≤C(CT +1)
1
2 (1+T ). (2.2.32)

我们在 (2.2.31) 中选取 p = 2 并利用 (2.2.1)、(2.2.5) 及 (2.2.27) 得到

sup
t∈(0,T )

‖ρx(t)‖L2 ≤ ρ2
+ sup

t∈(0,T )

(
‖U(t)‖L2 +‖u(t)‖L2 +‖n(t)‖L1

)
≤CT . (2.2.33)

下一步, 将方程 (1.3.1)2 除以 ρ , 我们得到

ut −µ(ρ)ρ−1uxx = H2 := nw−nu− γργ−2ρx −uux +βρβ−2ρxux. (2.2.34)
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由 (1.3.9) 及 (2.2.21)1­(2.2.21)2 可得

sup
t∈(0,T )

‖n(t)‖L∞ ≤ 2rT sup
t∈(0,T )

‖F(t)‖L∞
x,v ≤ 2rT eρ+T‖F0‖L∞

x,v . (2.2.35)

联立 (2.2.1)、(2.2.5)、(2.2.33) 及 (2.2.35) 并使用 Gagliardo­Nirenberg 不等式, (2.2.34) 的右端

可如下估计:
‖H2‖L2(0,T ;L2) ≤CT

(
1+‖ux‖

1
2
L2(0,T ;L2)

‖uxx‖
1
2
L2(0,T ;L2)

)
. (2.2.36)

我们将 (2.2.34) 乘以 −uxx 并在 T× [0, t] 上积分, 然后利用 (2.2.36) 及 Young 不等式得到

‖ux(t)‖2
L2 +‖uxx‖2

L2(0,t;L2)

≤C
(
‖u0x‖2

L2 +‖uxx‖L2(0,t;L2)‖H2‖L2(0,t;L2)

)
≤CT +

1
2
‖uxx‖2

L2(0,t;L2).

由上式可得
sup

t∈(0,T )
‖ux(t)‖L2 +‖uxx‖L2(0,T ;L2) ≤CT . (2.2.37)

结合 (2.2.5) 及 (2.2.34)­(2.2.37), 我们有

‖ut‖L2(0,T ;L2) = ‖µ(ρ)ρ−1uxx +G‖L2(0,T ;L2) ≤CT . (2.2.38)

又由 (2.2.1)、(2.2.7)、(2.2.27)、(2.2.32)、(2.2.37) 及 Sobolev 嵌入 H1(T) ↪→ L∞(T), 我们得到

sup
t∈(0,T )

‖ρx(t)‖L∞ ≤ ρ2
+ sup

t∈(0,T )

(
‖U(t)‖L∞ +‖u(t)‖L∞ +‖n(t)‖L1

)
≤CT . (2.2.39)

将 (2.2.35) 与 (2.2.37)­(2.2.39) 联立得到 (2.2.21)3. 引理 2.2.3 证毕.

我们估计 (ρ,u,F) 的高阶导数.

引理 2.2.4. 对任意给定的时间 T > 0, 若 (ρ,u,F) (ρ > 0,F ≥ 0)为当 t ∈ (0,T )时初值问题

(1.3.1)的一个强解,则在定理 1.3.1的假设下,以下估计成立:

sup
t∈(0,T )

(
‖(ρxx,uxx)(t)‖L2 +‖ρt(t)‖H1 + t

1
2‖(uxxx,utx)(t)‖L2

)
+ sup

t∈(0,T )

(
‖F(t)‖C1

x,v
+‖Ft(t)‖C0

x,v

)
+‖(uxxx,uxt)‖L2(0,T ;L2) ≤CT ,

(2.2.40)

其中CT > 0为一个与时间 T 有关的常数.
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证明. 将 (1.3.1)3 关于变量 x 和 v 分别微分, 我们得到{
(Fv)t + v(Fv)x +ρ(u− v)(Fv)v −2ρFv =−Fx,

(Fx)t + v(Fx)x +ρ(u− v)(Fx)v −ρFx = ρxvFv − (ρu)xFv +ρxF.
(2.2.41)

从而, 对任意 (x,v, t) ∈ T×R× (0,T ), Fx 和 Fv 可沿双特征线 (Xx,v,t(s),V x,v,t(s)) (由 (2.2.22) 给

出) 表示为

Fv(x,v, t) = e2
∫ t

0 ρ(Xx,v,t(s),s)dsF0v(Xx,v,t(0),V x,v,t(0))

−
∫ t

0
e2
∫ t

s ρ(Xx,v,t(τ),τ)dτFx(Xx,v,t(s),V x,v,t(s),s)ds,

Fx(x,v, t) = e
∫ t

0 ρ(Xx,v,t(s),s)dsF0x(Xx,v,t(0),V x,v,t(0))

+
∫ t

0
e
∫ t

s ρ(Xx,v,t(τ),τ)dτ(ρxvFv − (ρu)xFv +ρxF
)
(Xx,v,t(s),V x,v,t(s),s)ds.

(2.2.42)

利用该表示及估计 (2.2.5) 和 (2.2.21), 我们得到

sup
t∈(0,T )

‖Fv(t)‖L∞
x,v ≤ e2ρ+T(‖F0v‖L∞

x,v +
∫ T

0
‖Fx(t)‖L∞

x,vdt
)
, (2.2.43)

及

sup
t∈(0,T )

‖Fx(t)‖L∞
x,v ≤ eρ+T(‖F0x‖L∞

x,v +CT +CT

∫ T

0

(
1+‖u(t)‖H2

)
‖Fv(t)‖L∞

x,vdt
)
, (2.2.44)

将 (2.2.44) 代入 (2.2.43) 并且应用 Grönwall 不等式, 可证

sup
t∈(0,T )

‖(Fx,Fv)(t)‖L∞
x,v ≤CT . (2.2.45)

又由 (1.3.1)3、(2.2.5)、(2.2.21) 及 (2.2.45), Ft 有如下估计:

sup
t∈(0,T )

‖Ft(t)‖L∞
x,v = sup

t∈(0,T )
‖
(
vFx +ρ(u− v)Fv −ρF

)
(t)‖L∞

x,v ≤CT . (2.2.46)

结合 (2.2.21) 与 (2.2.45)­(2.2.46), 我们有
sup

t∈(0,T )
‖(nx,nt)(t)‖L∞ ≤ 2rT sup

t∈(0,T )
‖(Fx,Ft)(t)‖L∞

x,v ≤CT ,

sup
t∈(0,T )

‖
(
(nw)x,(nw)t

)
(t)‖L∞ ≤ 2r2

T sup
t∈(0,T )

‖(Fx,Ft)(t)‖L∞
x,v ≤CT .

(2.2.47)
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我们进一步估计 ρ 的高阶导数. 将 (2.2.28) 除以 ρ 然后关于变量 x 求导得到

(Ux)t + γργ µ(ρ)−1Ux =−(uUx)x − γ(ργ µ(ρ)−1)xρ−2µ(ρ)ρx + γργ µ(ρ)−1(ux +n). (2.2.48)

将 (2.2.48) 乘以 Ux 并在 T 上积分, 然后利用 (2.2.5) 及 (2.2.21), 我们有

1
2

d
dt
‖Ux(t)‖2

L2 + γ
∫
T

ργ µ(ρ)−1|Ux|2dx

≤CT
(
‖ux(t)‖H1 +1

)
‖Ux(t)‖2

L2 +CT‖ux(t)‖2
H1 +CT .

由上式我们可得

sup
t∈(0,T )

‖Ux(t)‖2
L2 ≤CT eCT ‖ux‖L1(0,T ;H1)

(
‖U0x‖2

L2 +‖ux‖2
L2(0,T ;H1)+1

)
. (2.2.49)

因而, 根据 (2.2.5)、(2.2.21)、(2.2.27) 及 (2.2.49), ρxx 满足

sup
t∈(0,T )

‖ρxx(t)‖L2 ≤ ρ2
+ sup

t∈(0,T )

(
‖Ux(t)‖L2 +‖ux(t)‖L2 +‖n(t)‖L2

)
≤CT . (2.2.50)

为建立 u 的 H2(T) 估计, 我们将方程 (2.2.34) 关于变量 x 微分得到

uxt −µ(ρ)ρ−1uxxx = H2x +(µ(ρ)ρ−1)xuxx. (2.2.51)

将 (2.2.51) 乘以 −uxxx, 在 T× [0, t] 上分部积分并利用 (2.2.1)、(2.2.5)、(2.2.21)、(2.2.47) 和

(2.2.50), 我们易得

sup
t∈(0,T )

‖uxx(t)‖2
L2 +‖uxxx‖2

L2(0,T ;L2)

≤C
(
‖u0x‖2

H1 +‖H2x +(µ(ρ)ρ−1)xuxx‖2
L2(0,T ;L2)

)
≤CT .

(2.2.52)

根据 (1.3.1)1、(2.2.34) 及 (2.2.50)­(2.2.52), 我们有
sup

t∈(0,T )
‖ρt(t)‖H1 = sup

t∈(0,T )
‖(ρu)x(t)‖H1 ≤CT ,

‖uxt‖L2(0,T ;L2) = ‖ρ−1µ(ρ)uxxx +H2x +(µ(ρ)ρ−1)xuxx‖L2(0,T ;L2) ≤CT .

(2.2.53)

为建立 u 的时间加权 H3(T) 估计, 我们将 (2.2.34) 关于时间 t 微分得到

utt −µ(ρ)ρ−1utxx = H2t +(µ(ρ)ρ−1)tuxx. (2.2.54)

将 (2.2.54) 与 −tutxx, 在 T 上作内积并应用估计 (2.2.5)、(2.2.47)、(2.2.50) 及 (2.2.52)­(2.2.53),
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我们有
1
2

d
dt

(
t‖uxt(t)‖2

L2

)
+

t
ρ+

‖uxxt(t)‖2
L2

≤ t
2ρ+

‖uxxt(t)‖2
L2 +CT t‖uxt(t)‖2

L2 +
1
2
‖uxt(t)‖2

L2 +CT .

(2.2.55)

因而, 由 (2.2.53)、(2.2.55)、Grönwall 不等式及 tuxt |t=0 = 0, 以下时间加权估计成立:

sup
t∈(0,T )

t
1
2‖uxt(t)‖L2 ≤CT . (2.2.56)

又由 (2.2.5)、(2.2.50)­(2.2.53) 及 (2.2.56), 我们得到 u 的时间加权 H3(T) 估计

sup
t∈(0,T )

t
1
2‖uxxx(t)‖L2 ≤ ρ+ sup

t∈(0,T )
t

1
2‖
(
uxt −H2x − (µ(ρ)ρ−1)xuxx

)
(t)‖L2 ≤CT . (2.2.57)

因为 (2.2.50) 及 (2.2.52), (ρ,u) 满足 C1 估计:

sup
t∈(0,T )

‖(ρ,u)(t)‖C1 ≤CT ,

进而, 类似于 (2.2.41)­(2.2.46) 的论证过程, 我们有

sup
t∈(0,T )

(
‖F(t)‖C1

x,v
+‖Ft(t)‖C0

x,v

)
≤CT . (2.2.58)

我们将 (2.2.45)­(2.2.46)、(2.2.50)、(2.2.52)­(2.2.53) 及 (2.2.56)­(2.2.58) 联立得 (2.2.40). 引理

2.2.4 证毕.

受到文献 [203] 中关于单相可压缩流长时行为研究的启发, 我们证明压力函数 P(ρ) 的

L1(T) 范数在时间足够大时是严格正的, 这是证明密度 ρ 关于时间一致下界的关键.

引理 2.2.5. 存在一个充分大的时间 T0 > 0使得对给定的时间 T > T0,若 (ρ,u,F) (ρ > 0,F ≥
0)为当 t ∈ (0,T )时初值问题 (1.3.1)的一个强解,则在定理 1.3.1的假设下,以下估计成立:∫

T
ργ(x, t)dx ≥ P∗ > 0, T0 ≤ t < T, (2.2.59)

其中 P∗ > 0为一个与时间无关的常数.

证明. 我们断言密度 ρ 满足如下长时行为:

lim
t→+∞

‖(ρ −ρc)(t)‖L2 = 0, ρc :=
∫
T

ρ0(x)dx. (2.2.60)
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若 (2.2.60) 成立, 则我们易证

lim
t→∞

∣∣∣∫
T

ργdx−ργ
c

∣∣∣≤ γ(ρ++ρc)
γ−1 lim

t→∞
‖(ρ −ρc)(t)‖L2 = 0,

从而 (2.2.59) 得证.
下面, 为证明 (2.2.60), 我们利用引理 2.2.1­2.2.2 及可压缩 NS 方程 (1.3.1)1­(1.3.1)2 的相

对熵估计. 我们引入

ENS(t) :=
∫
T

(1
2

ρ|u−m1|2 +Πγ(ρ|ρc)
)
dx−η

∫
T

ρ(u−m1)I(ρ −ρc)dx,

DNS(t) :=
∫
T

µ(ρ)|ux|2dx+η
∫
T
(ργ −ργ

c )(ρ −ρc)dx

−η
∫
T

(
ρcρ|u−m1|2 +µ(ρ)ux(ρ −ρc)

)
dx

+η
∫
T

I(ρ −ρc)
(
−ρn(u−w)+

ρ
ρc

∫
T

ρn(u−w)dy
)
dx,

此处 
m1(t) :=

∫
Tρudx∫
Tρ0dx

,

Πγ(ρ|ρc) :=
ργ

γ −1
− ργ

c

γ −1
− γργ−1

c

γ −1
(ρ −ρc).

(2.2.61)

基于方程组 (1.3.1), 我们可证

d
dt

ENS(t)+DNS(t) =−
∫
T

ρn(u−w)(u−m1)dx, (2.2.62)

且对一个充分小的常数 η > 0,
ENS(t)≤C(‖(ρ −ρc)(t)‖2

L2 +‖
√

ρ(u−m1)(t)‖2
L2),

ENS(t)≥
1
C
(‖(ρ −ρc)(t)‖2

L2 +‖
√

ρ(u−m1)(t)‖2
L2),

DNS(t)≥
1
2
‖ux(t)‖2

L2 +
1
C

ENS(t)−C‖
√

ρF(u− v)(t)‖2
L2

x,v
,

(2.2.63)

其中 C > 1 表示一个与时间无关的常数.
此外, 我们有

∣∣∣∫
T

ρn(u−w)(u−m1)dx
∣∣∣≤ 1

2
‖ux(t)‖2

L2 +
ρ+‖F0‖L1

x,v

2
‖
√

ρF(u− v)(t)‖2
L2

x,v
, (2.2.64)
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此处我们用到 (2.2.1)、(2.2.5) 及事实

(u−m1)(x, t) =

∫
Tρ(y, t)

∫ x
y uz(z, t)dzdy∫

Tρ(y, t)dy
≤ ‖ux(t)‖L2 , x ∈ T, t > 0. (2.2.65)

根据 (2.2.62)­(2.2.64), 我们可得

d
dt

ENS(t)+
1
C

ENS(t)≤C‖
√

ρF(u− v)(t)‖2
L2

x,v
. (2.2.66)

对 (2.2.66) 应用 Grönwall 不等式并利用 (2.2.1), 当 t → ∞ 时, 我们有

ENS(t)≤ e−
1
C tENS(0)+Ce−

1
2C t
∫ t

2

0
‖
√

ρF(u− v)(s)‖2
L2

x,v
ds

+C
∫ t

t
2

‖
√

ρF(u− v)(s)‖2
L2

x,v
ds → 0.

(2.2.67)

将 (2.2.67) 与 (2.2.63)2 联立, 我们证得 (2.2.60).

引理 2.2.6. 对任意给定的时间 T > 0, 若 (ρ,u,F) (ρ > 0,F ≥ 0)为当 t ∈ (0,T )时初值问题

(1.3.1)的一个强解,则在定理 1.3.1的假设下,密度 ρ 满足

ρ(x, t)≥ ρ− > 0, (x, t) ∈ T× (0,T ), (2.2.68)

其中 ρ− > 0为一个与时间 T 有关的常数.

证明. 由 (2.2.5), 我们有

ρ(x, t)≥ 1
CT0

> 0, (x, t) ∈ T× (0,T0), (2.2.69)

其中时间 T0 > 0 由引理 2.2.5 给出.
下面, 我们证明密度 ρ 在 t ∈ [T0,T ) 上有一致的正下界. 我们只考虑情形 β = 0, 而情形

β > 0 同理易证. 对 β = 0, 方程 (1.3.1)2 可改写为

(ρ(u−m1))t +(ρu(u−m1))x +(ργ)x = 2uxx −ρn(u−w)+
ρ

‖ρ0‖L1

∫
T

ρn(u−w)dy, (2.2.70)

其中 m1(t) 由 (2.2.61)1 给出. 对 (2.2.70) 作用算子 I (由 (2.2.6) 定义) 并将得到的方程沿着

粒子轨道 Xx,t
(s) (对任意 (x, t) ∈ T× [T0,T ) 及 s ∈ [T0, t], 由 (2.2.14) 定义), 根据 (2.2.7) 和

(2.2.12), 我们得到

d
ds

((
2logρ + I(ρ(u−m1))

)
(Xx,t

(s),s)+
∫ s

T0

R2(X
x,t
(τ),τ)dτ

)
=−ργ(Xx,t

(s),s), (2.2.71)
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其中 R2 = R2(x, t) 为

R2 :=−
∫ 1

0

(
ργ +ρu(u−m1)−µ(ρ)uy

)
dy+ I(ρn(u−w))− I(ρ)

‖ρ0‖L1

∫
T

ρn(u−w)dy.

利用 (2.2.1)、(2.2.5)、(2.2.7) 及 (2.2.61), 我们得到

sup
t∈[T0,T )

‖I(ρ(u−m1))(t)‖L∞ ≤ sup
t∈(0,T )

‖ρ(u−m1)(t)‖L1 ≤ 2(2‖ρ0‖L1E0)
1
2 . (2.2.72)

同时, 由 (2.2.1)、(2.2.5)、(2.2.7)、(2.2.59) 及 (2.2.65), 对任意 t ∈ [T0,T ) 及 s ∈ [T0, t], 我们有∫ t

s
R2(X

x,t
(τ),τ)dτ

≤−
∫ t

s

∫
T

ργdydτ +
∫ t

s

∫
T
(ρ|u||u−m1|+µ(ρ)|uy|)dydτ

+2
∫ t

s

∫
T×R

ρ|u− v|Fdvdydτ ≤−P∗
2
(t − s)+C,

(2.2.73)

其中 C > 0 表示与时间 T 无关的常数. 将 (2.2.71) 乘以

−1
2

e−
1
2

(
2logρ+I(ρ(u−m1))

)
(Xx,t

(s),s)− 1
2
∫ s

T0
R2(X

x,t
(τ),τ)dτ

,

我们得到
d
ds

(
ρ−1(Xx,t

(s),s)e−
1
2 I(ρ(u−m1))(X

x,t
(s),s)− 1

2
∫ s

T0
R2(X

x,t
(τ),τ)dτ)

=
1
2

ργ−1(Xx,t
(s),s)e−

1
2 I(ρ(u−m1))(X

x,t
(s),s)− 1

2
∫ s

T0
R2(X

x,t
(τ),τ)dτ

.

上式与 (2.2.14) 及 (2.2.72)­(2.2.73) 可推出如下估计:

ρ−1(x, t) = ρ−1(Xx,t
(T0),T0)e

1
2 I(ρ(u−m1))(x,t)− 1

2 I(ρ(u−m1))(X
x,t
(T0),T0)+

1
2
∫ t

T0
R2(X

x,t
(τ),τ)dτ

+
1
2

∫ t

T0

ργ−1(Xx,t
(s),s)e

1
2 I(ρ(u−m1))(x,t)− 1

2 I(ρ(u−m1))(X
x,t
(s),s)+ 1

2
∫ t

s R2(X
x,t
(τ),τ)dτds

≤ 1
CT0

eC−P∗
4 (t−T0)+

1
2

ργ−1
+ eC

∫ t

T0

e−
P∗
4 (t−s)ds, (x, t) ∈ T× [T0,T ].

我们将上式与 (2.2.69) 相结合得到 (2.2.68). 引理 2.2.6 证毕.

引理 2.2.7. 对任意给定的时间 T > 0, 若 (ρ,u,F) (ρ > 0,F ≥ 0)为当 t ∈ (0,T )时初值问题

(1.3.1)的一个强解,则在定理 1.3.1的假设下,密度 ρ 满足

sup
t∈(0,T )

‖ρx(t)‖L2 ≤C, (2.2.74)
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其中C > 0为一个与时间 T 无关的常数.

证明. 将方程 (2.2.28) 乘以有效速度 U (由 (2.2.27 定义), 在 T 上分部积分并使用估计 (2.2.1)、
(2.2.5) 及 (2.2.68), 我们有

1
2

d
dt
‖
√

ρU(t)‖2
L2 + γργ

−µ−1(ρ+)‖
√

ρU(t)‖2
L2

≤
(
γ‖ρ(t)‖γ

L∞‖(
√

ρu)(t)‖L2 + γ‖ρ(t)‖γ
L∞‖ρ(t)‖

1
2
L1‖n(t)‖L1

+‖ρ(t)‖
1
2
L1‖F(t)‖

1
2
L1

x,v
‖|v|2F(t)‖

1
2
L1

x,v

)
‖
√

ρU(t)‖L2 ≤C‖
√

ρU(t)‖L2.

(2.2.75)

对任意 η > 0, 将 (2.2.75) 除以 (‖√ρU(t)‖2
L2 +η2)

1
2 , 然后应用 Grönwall 不等式, 最后取极限

η → 0, 我们得到

sup
t∈(0,T )

‖
√

ρU(t)‖L2 ≤ e−γργ
−µ−1(ρ+)t‖(

√
ρU)(0)‖L2 +C

∫ T

0
e−γργ

−µ−1(ρ+)sds. (2.2.76)

从而, 将 (2.2.1)、(2.2.5)、(2.2.27) 及 (2.2.76) 结合, 我们有 (2.2.74).

2.3 定理 1.3.1的证明

2.3.1 整体存在性

对满足 (1.3.5) 和 (1.3.10) 的初值 (ρ0,u0,F0), 利用线性化技术和不动点定理 (参见 [10,
153, 173]), 我们易证存在一个最大时间 T∗ > 0 使得初值问题 (1.3.1) 在 [0,T∗) 上存在唯一的

强解.
若 T∗ < ∞, 我们借助引理 2.2.1­2.2.4 中和局部存在时间无关的先验估计, 易将局部强解

(ρ,u,F) 继续延拓使得存在时间超过 T∗, 从而与 T∗ 的最大性矛盾. 所以, 该解为初值问题

(1.3.1) 满足特性 (1.3.6) 及 (1.3.11) 的一个整体强解.
若初值 (ρ0,u0,F0) 仅满足 (1.3.5), 对 δ ∈ (0,1), 我们正则化初值如下:

(ρδ
0 (x),u

δ
0 (x),F

δ
0 (x,v)) = (Jδ

1 ∗ρ0(x),Jδ
1 ∗u0(x),Jδ

1 ∗ Jδ
2 ∗F0(x,v)), (2.3.1)

其中 Jδ
1 (x) 及 Jδ

2 (v) 分别表示关于变量 x 和 v 的 Friedrichs 磨光核.
从而, 我们易证

inf
x∈T

ρδ
0 (x)≥ inf

x∈T
ρ(x)> 0, ‖ρδ

0 ‖W 1,∞ ≤ ‖ρ0‖W 1,∞ ,

‖uδ
0‖H1 ≤ ‖u0‖H1, Fδ

0 ≥ 0, ‖Fδ
0 ‖L∞

x,v ≤ ‖F0‖L∞
x,v ,

SuppvFδ
0 (x, ·)⊂ {v ∈ R | |v| ≤ r0 +1}, x ∈ T.

(2.3.2)
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此外, 当 δ → 0 时, 存在一个子序列 (为简单起见, 我们仍记为 (ρδ
0 ,u

δ
0 ,F

δ
0 )) 使得对 p ∈ [1,∞),

(ρδ
0 ,u

δ
0 ,F

δ
0 ) 在如下意义下强收敛到原初值 (ρ0,u0,F0):{

(ρδ
0 ,u

δ
0 ,F

δ
0 )→ (ρ0,u0,F0) 于 W 1,p(T)×H1(T)×Lp(T×R),

(ρδ
0 ,F

δ
0 )

∗
⇀ (ρ0,F0) 于 W 1,∞(T)×L∞(T×R).

(2.3.3)

对任意给定的时间 T > 0, 根据第一步, 初值问题 (1.3.1) 以 (ρδ
0 ,u

δ
0 ,F

δ
0 ) 为初值的逼近问

题在 T×R× [0,T ] 上存在一个强解 (ρδ ,uδ ,Fδ ).
根据引理 2.2.1­2.2.3 中关于 δ ∈ (0,1) 一致的先验估计及 Aubin­Lions 紧性定理 (参见

[202]), 在一个极限 (ρ,u,F) 使得当 δ → 0 时, 在取子序列的意义下 ( 仍记为 (ρδ ,uδ ,Fδ )), 以

下收敛性成立:
(ρδ ,Fδ )

∗
⇀ (ρ,F) 于 L∞(0,T ;W 1,∞(T))×L∞(0,T ;L∞(T×R)),

uδ ⇀ u 于 L2(0,T ;H2(T))∩H1(0,T ;L2(T)),

(ρδ ,uδ )→ (ρ,u) 于 C([0,T ];C0(T))×C([0,T ];C0(T)).

因而, (ρ,u,F) 在分布意义下满足方程组 (1.3.1). 又由 Sobolev 嵌入定理, 我们有

u ∈C([0,T ];H1(T)). (2.3.4)

根据输运方程 (1.3.1)1 重整化解的性质 (参见 [75]), 我们易知

ρ ∈C([0,T ];H1(T)), F ∈C([0,T ];L1(T×R)). (2.3.5)

从而, 由引理 2.2.1­2.2.3 及 (2.3.3)­(2.3.5), 弱解 (ρ,u,F) 满足特性 (2.2.1) 及 (2.2.5). 最后, 我

们重复引理 2.2.5­2.2.7 中相同的证明, 可知 (ρ,u,F) 满足一致估计 (1.3.11).

2.3.2 唯一性

假设初值 (ρ0,u0,F0) 满足 (1.3.5). 让 (ρ1,u1,F1) 和 (ρ2,u2,F2) 为两个以 (ρ0,u0,F0) 为初

值的初值问题 (1.3.1) 在 T×R× [0,T ] 上满足 (1.3.6)­(1.3.11) 的弱解. 记

(ρ̃, ũ, F̃) := (ρ1 −ρ2,u1 −u2,F1 −F2).

对任意 (x,v, t) ∈ T×R× [0,T ], 我们定义双特征线 (Xi(t),Vi(t)) (i = 1,2) 如下:
d
dt

Xi(t) =Vi(t), Xi(0) = x,

d
dt

Vi(t) = ρi(Xi(t), t)
(
ui(Xi(t), t)−Vi(t)

)
, Vi(0) = v.

(2.3.6)
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记

(X̃(t),Ṽ (t)) := (X1(t)−X2(t),V1(t)−V2(t)).

受到文献 [103, 171] 启发, 为估计 f̃ , 我们引入如下泛函:

Q(t) :=
1
2

∫
Ω×R

F0(x,v)
(
|X̃(t)|2 + |Ṽ (t)|2

)
dvdx. (2.3.7)

(2.3.7) 对应于定义 2.4.1 中的 2­wasserstein 度量 (参见 [171]). 我们将 fi (i = 1,2) 沿双特征线

(Xi(t),Vi(t)) 表示为

Fi
(
Xi(t),Vi(t), t

)
= e

∫ t
0 ρi(Xi(s),s)dsF0(x,v), (x,v, t) ∈ T×R× [0,T ]. (2.3.8)

对任意 φ∗ ∈C0(T×R), 由 (2.3.6) 及 (2.3.8) 可得如下坐标变换 (x,v) 7→ (Xi(t),Vi(t))(i = 1,2):∫
T×R

φ∗(Xi(t),Vi(t))F0(x,v)dvdx

=
∫
T×R

φ∗(Xi(t),Vi(t))Fi(Xi(t),Vi(t), t)dXi(t)dVi(t) =
∫
T×R

φ∗(x,v)Fi(x,v, t)dvdx.
(2.3.9)

利用 (2.3.6), 我们可得

d
dt

Q(t)+
∫
T×R

ρ1(X1(t), t)F0(x,v)|Ṽ (t)|2dvdx

=
∫
T×R

F0(x,v)X̃(t)Ṽ (t)dvdx+
∫
T×R

F0(x,v)Ṽ (t)(ρ1u1 −ρ2u2)(X1(t), t)dvdx

+
∫
T×R

F0(x,v)Ṽ (t)
(
(ρ2u2)(X1(t), t)− (ρ2u2)(X2(t), t)

)
dvdx

+
∫
T×R

F0(x,v)Ṽ (t)
(
ρ2(X2(t), t)−ρ2(X1(t), t)

)
V2(t)dvdx

+
∫
T×R

F0(x,v)Ṽ (t)ρ̃(X1(t), t)V2(t)dvdx.

(2.3.10)

我们逐项估计 (2.3.10) 等式右侧的项. 首先, 我们易知∫
T×R

F0(x,v)X̃(t)Ṽ (t)dvdx ≤ Q(t).

由 (2.3.9), (2.3.10) 等式右侧第二项估计如下:∫
T×R

F0(x,v)Ṽ (t)(ρ1u1 −ρ2u2)(X1(t), t)dvdx

≤ 1
2

∫
T×R

F0(x,v)|Ṽ (t)|2dvdx+
1
2

∫
T×R

(
ρ2

1 |ũ|2 + |ρ̃|2|u2|2
)
(X1(t), t)F0(x,v)dvdx

≤ Q(t)+C
(
‖
√

ρ1ũ(t)‖2
L2 +‖ρ̃(t)‖2

L2

)
.
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对 (2.3.10) 等式右侧第三项和第四项, 我们有∫
T×R

F0(x,v)Ṽ (t)
(
(ρ2u2)(X1(t), t)− (ρ2u2)(X2(t), t)

)
dvdx

+
∫
T×R

F0(x,v)Ṽ (t)
(
ρ2(X2(t), t)−ρ2(X1(t), t)

)
V2(t)dvdx

≤C
(
‖u2x(t)‖L∞ +1

)
Q(t).

此处我们用到 F0 初始紧支集假设以及如下事实:

F0(x,v)|Vi(t)| ≤
(
e−ρ−t |v|+ρ+

∫ t

0
e−ρ−s|ui(x, t)|ds

)
F0(x,v)≤CF0(x,v), (2.3.11)

由 (2.3.9) 及 (2.3.11), 以下等式成立:∫
T×R

F0(x,v)Ṽ (t)ρ̃(X1(t), t)V2(t)dvdx

≤ 1
2

∫
T×R

F0(x,v)|Ṽ (t)|2|V2(t)|dvdx+
1
2

∫
T×R

|ρ̃(X1(t), t)|2|V2(t)|F0(x,v)dvdx

≤CQ(t)+C‖ρ̃(t)‖2
L2.

将上述估计代入 (2.3.10), 我们得到

d
dt

Q(t)≤CT
(
1+‖u2x(t)‖L∞

)(
Q(t)+‖

√
ρ1ũ(t)‖2

L2 +‖ρ̃(t)‖2
L2

)
. (2.3.12)

下一步, 我们估计 (ρ1 −ρ2,u1 − u2). 不失一般性, 我们仅证明情形 β = 0. 根据方程, 我

们易知

ρ̃t +(ρ1)xũ+ρ1ũx +(u2ρ̃)x = 0, (2.3.13)

ρ1ũt +ρ1u1ũx −2ũxx +ρ1ũ
∫
R

F1dv

=−(ργ
1 −ργ

2 )x −ρ1ũu2x − ρ̃(u2t +u2u2x)+
∫
R

ρ̃(v−u2)F1dv+
∫
R

ρ2(v−u2)F̃dv. (2.3.14)

将 (2.3.13) 与 ρ̃ 作 L2(T) 内积并使用 (1.3.6)­(1.3.11), 我们有

d
dt
‖ρ̃(t)‖2

L2 ≤CT
(
1+‖u2x(t)‖L∞

)(
‖ρ̃(t)‖2

L2 +‖
√

ρ1ũ(t)‖2
L2

)
+

1
100

‖ũx(t)‖2
L2. (2.3.15)
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此外, 将 (2.3.14) 与 ũ 作 L2(T) 内积并利用 (1.3.6)­(1.3.11), 我们可得

d
dt
‖
√

ρ1ũ(t)‖2
L2 +4‖ũx(t)‖2

L2 +2‖
√

ρ1F1ũ(t)‖2
L2

≤C
(
1+‖u2t(t)‖2

L2

)(
‖
√

ρ1ũ(t)‖2
L2 +‖ρ̃(t)‖2

L2

)
+

1
100

‖ũx(t)‖2
L2

+
∫
T×R

ρ2
(
v−u2

)
ũF̃dvdx.

(2.3.16)

根据 (1.3.6)­(1.3.11)、(2.3.9) 及 (2.3.11), (2.3.16) 右端最后一项估计如下:∫
T×R

ρ2
(
v−u2

)
ũF̃dvdx

=CT
(
1+‖u2x(t)‖2

L∞
)(

Q(t)+‖
√

ρ1ũ(t)‖2
L2

)
+

1
100

‖ũx(t)‖2
L2

+
∫
T×R

ρ2(X2(t), t)
(
V2(t)−u2(X2(t), t)

)(
ũ(X1(t), t)− ũ(X2(t), t)

)
F0(x,v)dvdx.

(2.3.17)

利用 (1.3.6)­(1.3.11) 和 (2.3.11) 并结合极大函数 M|g| 的特性 (3.5.6)­(3.5.9), 我们可得∫
T×R

ρ2(X2(t), t)
(
V2(t)−u2(X2(t), t)

)(
ũ(X1(t), t)− ũ(X2(t), t)

)
F0(x,v)dvdx

≤C
∫
T×R

(M|ũx|(X1(t), t)+M|ũx|(X2(t), t))dz|X̃(t)|F0(x,v)dvdx

≤CT Q(t)+
1

100
‖ũx(t)‖2

L2,

(2.3.18)

将 (2.3.12)­(2.3.18) 联立, 我们得到

d
dt

(
Q(t)+‖

√
ρ1ũ(t)‖2

L2 +‖ρ̃(t)‖2
L2

)
+‖ũx(t)‖2

L2

≤CT
(
1+‖u2x(t)‖2

L∞ +‖u2t(t)‖2
L2

)(
Q(t)+‖

√
ρ1ũ(t)‖2

L2 +‖ρ̃(t)‖2
L2

)
.

对上式应用 Grönwall 不等式及 (1.3.6), 我们证明 (ρ1,u1,F1) = (ρ2,u2,F2) 成立. 唯一性证毕.
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2.3.3 渐近行为

我们利用相对熵估计证明初值问题 (1.3.1) 的整体解 (ρ,u, f ) 以时间指数速率收敛到其

平衡态 (ρc,uc,nδ (v−uc)), 其中常数 ρc 及 uc 由 (1.3.8) 确定. 对待定的常数 η0, 我们引入如

下相对熵及相应的耗散:

E(t) :=
∫
T

(1
2

ρ|u−m1|2 +Πγ(ρ|ρc)
)
dx+

∫
T×R

1
2
|v−m2(t)|2Fdvdx

+
ρc nc

2(nc +ρc)
|(m2 −m1)(t)|2 −η0

∫
T
[ρ(u−m1)I(ρ −ρc)](x, t)dx,

D(t) :=
∫
T

µ(ρ)|ux|2dx+
∫
T×R

ρ|u− v|2Fdvdx+η0

∫
T
(ργ −ργ

c )(ρ −ρc)dx

−η0

∫
T

(
ρcρ|u−m1|2 +µ(ρ)ux(ρ −ρc)

)
dx

+η0

∫
T

I(ρ −ρc)
(
−ρn(u−w)+

ρ
ρc

∫
T

ρn(u−w)dy
)
dx.

其中 m1(t) 及 Πγ(ρ|ρc) 由 (2.2.61) 给出,

m2(t) :=
∫
T×R vFdvdx∫

TFdvdx
, ρc :=

∫
T

ρ0dx, nc :=
∫
T×R

F0dvdx.

通过对方程 (1.3.1) 的直接计算, 我们可证如下相对熵­耗散不等式:

d
dt

Eη0(t)+Dη0(t) = 0. (2.3.19)

利用基本能量估计 (2.2.1) 及密度的一致上界 (2.2.5), 我们易得
1
C
‖Πγ(ρ|ρc)(t)‖L1 ≤ ‖(ρ −ρc)(t)‖2

L2 ≤C‖Πγ(ρ|ρc)(t)‖L1,

(1−Cη0)E(t)≤ Eη0(t)≤ (1+Cη0)E(t),
(2.3.20)

以及
d
dt

∫
T

ρ(u−m1)I(ρ −ρc)dx

≥ 1
C
‖Πγ(ρ|ρc)(t)‖L1 −C(‖ux(t)‖2

L2 +‖
√

ρF(u− v)(t)‖2
L2

x,v
),

(2.3.21)

其中 C > 1 表示一个充分大且与时间无关的常数.
然后, 利用 ρ 有一致的下界 (2.2.68), 我们得∫
T×R

ρ|u− v|2Fdvdx

≥ ρ−

∫
T×R

|u−m1|2Fdvdx+ρ−|(m1 −m2)(t)|2
∫
T×R

Fdvdx+ρ−

∫
T×R

|v−m2|2Fdvdx

+2ρ−(m1 −m2)(t)
∫
T×R

(u−m1)Fdvdx+2ρ−

∫
T×R

(u−m1)(m2 − v)Fdvdx,
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将上式与 (2.2.1) 及 (2.2.65) 联立, 我们有

‖
√

ρF(u− v)(t)‖2
L2

x,v

≥−3ρ−nc‖ux(t)‖2
L2 +

ρ−nc

2
|(m1 −m2)(t)|2 +

ρ−
2
‖(v−m2) f (t)‖2

L2
x,v
.

(2.3.22)

结合 (2.2.63) 及 (2.3.21)­(2.3.22), 我们得到

Dη0(t)≥ 1
C
‖Πγ(ρ|ρc)(t)‖L1 +

1
C
(1−Cη0)

(
‖
√

ρ(u−m1)(t)‖2
L2

+‖(v−m2) f (t)‖2
L2

x,v
+ |(m1 −m2)(t)|2

)
.

(2.3.23)

我们选取 η0 =
1

2C 并利用 (2.3.20) 及 (2.3.23) 证得

Dη0(t)≥ 1
C

Eη0(t),
d
dt

Eη0(t)+
1
C

Eη0(t)≤ 0.

因而, 对上式应用 Grönwall 不等式以及估计 (2.2.68) 和 (2.3.20), 我们有‖(ρ −ρc)(t)‖L2 +‖(u−m1)(t)‖L2 ≤Ce−
1
C t

‖
√

F(v−m2)(t)‖L2
x,v
+ |(m1 −m2)(t)| ≤Ce−

1
C t .

(2.3.24)

利用质量守恒和 (2.3.24)2, 我们得

‖n(w−uc)(t)‖L1 ≤ ‖F(v−uc)(t)‖L1
x,v
≤ ‖F0‖

1
2
L1

x,v
‖
√

F(v−uc)(t)‖L2
x,v
≤Ce−

1
C t ,

进一步, 我们利用 (2.2.74) 及 (2.3.24) 得到密度 ρ 的点态估计:

‖(ρ −ρc)(t)‖L∞ ≤C‖(ρ −ρc)(t)‖
1
2
L2‖ρx(t)‖

1
2
L2 ≤Ce−

1
C t . (2.3.25)

注意到由质量和动量守恒可知

m1(t) =
1
ρc

(∫
T

ρ0u0dx+
∫
T×R

vF0dvdx−ncm2(t)
)
,

从而我们有

|(m1 −m2)(t)|=
ρc +nc

ρc
|(m2 −uc)(t)|, uc :=

∫
Tρ0u0(x)dx+

∫
T×R vF0(x,v)dvdx∫

Tρ0(x)dx+
∫
T×RF0(x,v)dvdx

. (2.3.26)

我们结合 (2.3.24) 及 (2.3.26) 得到

|(m1 −uc)(t)|+ |(m2 −uc)(t)| ≤C|(m1 −m2)(t)| ≤Ce−
1
C t . (2.3.27)
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对流体速度 u, 我们利用 (2.2.68) 及 (2.3.24) 可得

‖(u−uc)(t)‖L2 ≤ ρ− 1
2

− ‖
√

ρ(u−m1)(t)‖L2 + |(m1 −uc)(t)| ≤Ce−
1
C t . (2.3.28)

我们进一步证明 f 的长时行为. 根据质量守恒,衰减估计 (2.3.24)1 以及Monge­Kantorovich
对偶定理 (参见引理 2.4.2), 我们有

W1(F,nδ (v−uc))(t) = sup
‖(ψx,ψv)‖L∞(T×R)≤1

{∫
T×R

f (x,v, t)(ψ(x,v)−ψ(x,uc))dvdx
}

≤ sup
‖(ψx,ψv)‖L∞(T×R)≤1

{
‖ψv‖L∞(T×R)

∫
T×R

|v−uc| f (x,v, t)dvdx
}

≤ ‖F0‖
1
2
L1

x,v
‖
√

F(v−uc)(t)‖L2(T×R) ≤Ce−
1
C t .

此外, 对于由 (2.2.22) 定义的双特征线 (Xx,v,t(s),V x,v,t(s)), 注意到

v−uc = e−
∫ t

0 ρ(Xx,v,t(τ),τ)dτ(V x,v,t(0)−uc)+
∫ t

0
e−

∫ t
τ ρ(Xx,v,t(τ̄),τ̄)dτ̄ρ(u−uc)(Xx,v,t(τ),τ)dτ.

(2.3.29)
根据 (2.3.27)­(2.3.28) 及 Gagliardo­Nirenberg 不等式, 我们可证

‖(u−uc)(t)‖L∞

≤ ‖(u−
∫
T

udx)(t)‖L∞ + |(
∫
T

udx−uc)(t)|

≤C(‖(u−m1)(t)‖L2 + |(m1 −
∫
T

udx)(t)|)
1
2‖ux(t)‖

1
2
L2 +‖(u−uc)(t)‖L2

≤Ce−
1
C t‖ux(t)‖

1
2
L2 +Ce−

1
C t .

(2.3.30)

因而, 根据 (2.2.1)、(2.2.23)、(2.3.28)、(2.3.29) 及 (2.3.30), 对任意 (x, t) ∈ T× [0,∞), 我们有

sup
v∈Σ(x,t)

|v−uc| ≤ e−ρ−t(|uc|+ r0)+C
∫ t

0
e−ρ−(t−τ)(e− 1

C τ‖ux(τ)‖
1
2
L2 + e−

1
C τ)dτ ≤Ce−

1
C t , (2.3.31)

此处 Σ(x, t) := {v ∈ R|F(x,v, t) 6= 0}. 联立 (2.3.25)、(2.3.28) 及 (2.3.31), 我们得到 (1.3.7)3. 定

理 1.3.1 证毕.
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2.4 附录

下面, 我们给出 Wasserstein 度量的定义.

定义 2.4.1. [211]设 Fi (i = 1,2)为两个在 Y = T×R上的 Borel概率测度. 对 p ∈ [1,∞), F1和

F2间的 p­Wasserstein度量定义为

Wp(F1,F2) =:
(

inf
Θ∈Γ(F1,F2)

∫
Y×Y

|z− z′|pdΘ(z,z′)
) 1

p

,

其中 Γ(F1,F2)表示在 Y ×Y 上所有投影为 Fi (i = 1,2)的测度集合.

为了估计定理 1.3.1 中分布函数 F 和 nδ (v−uc) 间的 1­Wasserstein 度量, 我们需要如下

Monge­Kantorovich 对偶定理.

引理 2.4.2. [211] 设 Fi (i = 1,2) 为两个在 Y = T×R 上的 Borel 概率测度. 则 F1 和 F2 间

的 1­Wasserstein度量W1(F1,F2)可等价表示为

W1(F1,F2) = sup
{∫

Y
g(z)dF1(z)−

∫
Y

g(z)dF2(z)
∣∣ ∀g ∈ Lip(Y ), ‖∇g‖L∞(Y ) ≤ 1

}
.

如下 Zlotnik 不等式在引理 2.2.2 中被用于证明密度 ρ 的一致上界.

引理 2.4.3. [242]对时间 T > 0,假设 f0 ≥ 0, f (t),g∗(t) ∈W 1,1(0,T ), g( f ) ∈C(R),并且

d
dt

f (t) = g( f )+
d
dt

g∗(t), t ∈ (0,T ), f (0) = f0.

如果 g(∞) =−∞,且存在两个常数 N1,N1 ≥ 0使得如下估计成立:

g∗(t2)−g∗(t1)≤ N0 +N1(t2 − t1), 0 < t1 < t2 < T,

则 f (t)有和时间无关的上界:

f (t)≤ max{ f0, f̄}+N0 < ∞, t ∈ (0,T ),

其中 f̄ 为满足 g( f )≤−N1 ( f ≥ f̄ )的常数.
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3.1 引言

在本章, 我们考虑高维 drift­flux 方程组的初值问题

ρt +div(ρu) = 0,

nt +div(nu) = 0,

((ρ +n)u)t +div((ρ +n)u⊗u)+∇P(ρ,n) = µ∆u+(µ +λ )∇divu, x ∈ Td, t > 0,

(ρ,n,(ρ +n)u)(x,0) = (ρ0,n0,m0)(x), x ∈ Td.

(1.3.15)

我们证明定理 1.3.8 和 1.3.10 关于带非单调二元压力函数的高维 drift­flux 方程组初值问题

(1.3.15) 弱解的整体存在性. 为了阅读方便, 我们重新叙述定理 1.3.8 和 1.3.10 如下:

定理 1.3.8.对维数 d ≥ 2,假设初值 (ρ0,n0,m0)满足

0 ≤ cρ0(x)≤ n0(x)≤ cρ0(x), x ∈ Td,

m0(x)√
(ρ0 +n0)(x)

= 0, 若 (ρ0 +n0)(x) = 0, x ∈ Td,

(ρ0,n0,
m0√

ρ0 +n0
) ∈ Lγ(Td)×Lα(Td)×L2(Td),

(1.3.18)

其中常数 c和 c满足 0 < c ≤ c < ∞. 若压力函数 P(ρ,n)由 (1.3.16)给出,且绝热常数 γ , α 满
足 

γ ≥ 3d
d +2

(d = 2,3), γ >
d
2
(d ≥ 4), α ≥ 1,

γ̃, α̃ ≤ max{γ,α}+θ , θ0 :=
2
d

max{γ,α}−1 > 0,
(1.3.19)

则初值问题 (1.3.15)存在一个满足定义 1.3.7的整体弱解 (ρ,n,(ρ +n)u).
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定理 1.3.10.对维数 d ≥ 2,假设初值 (ρ0,n0,m0)满足

ρ0(x)≥ 0, n0(x)≥ 0, x ∈ Td,

m0(x)√
(ρ0 +n0)(x)

= 0, 若 (ρ0 +n0)(x) = 0, x ∈ Td,

(ρ0,n0,
m0√

ρ0 +n0
) ∈ Lγ(Td)×Lα(Td)×L2(Td).

(1.3.21)

若压力函数 P(ρ,n)由 (1.3.16)给出,且绝热常数 γ , α 满足

γ,α ≥ 3d
d +2

(d = 2,3), γ,α >
d
2
(d ≥ 4),

γ̃ ≤ γ +θ1, θ1 :=
2
d

γ − γ
min{γ,α}

> 0,

α̃ ≤ α +θ2, θ2 :=
2
d

α − α
min{γ,α}

> 0,

(1.3.22)

则初值问题 (1.3.15)存在一个满足定义 1.3.7的整体弱解 (ρ,n,(ρ +n)u).

我们回顾定理 1.3.8­1.3.10 证明的主要困难和想法. 下面我们简要说明定理 1.3.8­1.3.10
证明的主要困难和想法. 对参数 ε,δ ∈ (0,1), 我们将 P(ρ,n) 正则化为单调压力函数 Pδ (ρ,n)
并在 (1.3.15)1­(1.1.8)2 中考虑人工粘性项,首先利用Faedo­Galerkin方法构造逼近解 (ρε ,uε ,(ρε +

nε)uε),然后证明当 ε → 0 时 (ρε ,uε ,(ρε +nε)uε)收敛到带压力函数 Pδ (ρ,n)初值问题 (1.3.15)

的弱解 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ ).
为了证明当 δ → 0 时 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ )收敛到初值问题 (1.3.15)的整体弱解 (ρ,n,(ρ+

n)u), 其关键是建立密度 (ρδ ,nδ ) 强收敛到 (ρ,n) 的紧性估计. 然而, 由于二元非单调压力函

数 P(ρδ ,nδ ) 不满足已有文献中为建立压力函数先验估计所需的条件 (参见 [29, 87, 164, 209]
等), 如何建立密度的紧性估计有本质的困难. 为了克服这个困难, 受到文献 [209] 的启发, 我

们先证明
(ρδ ,nδ )→ (ρ,n) 于 L1(0,T ;L1(Td))×L1(0,T ;L1(Td))

⇐⇒ ρδ +nδ → ρ +n 于 L1(0,T ;L1(Td)), δ → 0.

从而, 根据在 [13,29] 引入的紧性标准, 我们需要对密度和 ϑδ := ρδ +nδ 作如下估计 (等价于

ϑδ 的空间等度连续性):

lim
h→0

limsup
δ→0

1
‖Kh‖L1

∫ T

0

∫
T2d

Kh(x− y)|ϑ x
δ −ϑ y

δ |dxdydt = 0,

其中 Kh 为由 (3.4.15) 给出的周期对称核. 利用质量方程 (3.3.1)1­(3.3.1)2 的特性, 我们将上

述估计转化为散度部分 divux
δ −divuy

δ 的先验估计, 而其又可分解为压力函数的先验估计和

有效粘性通量的先验估计 (参见引理 3.4.8).
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对关键的压力函数先验估计, 我们引入如下分解:

P(ρx
δ ,n

x
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ )

= P(ρx
δ ,n

x
δ )−P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )

+P(Ayϑ y
δ ,B

yϑ y
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ )

+P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )−P(Ayϑ y

δ ,B
yϑ y

δ )

+P(Axϑ x
δ ,B

xϑ x
δ )−P(Axϑ y

δ ,B
xϑ y

δ ),

(1.3.23)

其中

(A,B) :=

( ρ
ρ+n ,

n
ρ+n), 若 ρ +n > 0,

(0,0), 若 ρ +n = 0.
(1.3.24)

我们证明存在集合 Q⊂ T2d × (0,T ), 其中 |T2d × (0,T )/Q| 可以任意小, 使得分解 (1.3.23) 右

端前三项当 δ → 0, x → y 时在 Q 上一致地趋于 0, 并且将 P(Aϑδ ,Bϑδ ) 当做关于单变量 ϑδ

的非单调压力函数来估计 (参见引理 3.4.9). 分解 (1.3.23) 给出了建立二元一般压力函数估

计的方法. 特别地, 当 ρδ = nδ 时, (1.3.23) 等同于以往关于一元非单调压力函数先验估计所

对应的分解 (参见 [29]).
此外, 为了处理有效粘性通量的先验估计, 我们利用动量方程 (3.3.1)3 的特性以及 Riesz

算子的交换子估计 (参见引理 3.4.10). 这是有效粘性通量的先验估计的一个新的证明, 并且

适用于其他流体动力学中的相关方程组 (如可压缩 NS 方程组 (1.1.2)).

本章其余部分的安排如下: 在节 3.2, 我们利用 Faedo­Galerkin 方法得到了带人工粘性

和人工压力的逼近初值问题的整体弱解并建立了逼近解的一致估计. 在节 3.3, 我们将人工

粘性消失并利用 [88, 165, 209] 中的紧性方法证明带人工压力的逼近初值问题弱解的整体存

在性. 在节 3.4 中, 我们先建立密度的最优可积性估计, 再将人工压力消失并推广 [29] 中的

紧性估计以证明其极限为 drift­flux 方程组初值问题 (1.3.15) 的整体弱解. 在附录 3.5 中, 我

们叙述应用文献 [29] 方法所需要的一些技术性引理.
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3.2 逼近解的构造

对 η ,δ ∈ (0,1), 我们考虑如下初值问题 (1.3.15) 的逼近问题:

ρt +div(ρu) = η∆ρ,

nt +div(nu) = η∆n,

((ρ +n)u)t +div((ρ +n)u⊗u)+∇Pδ (ρ,n)+η∇u ·∇(ρ +n)

= µ∆u+(µ +λ )∇divu,

(ρ,n,u)(x,0) = (ρ0,δ ,n0,δ ,u0,δ )(x),

(3.2.1)

其中人工压力函数 Pδ (ρ,n) 为

Pδ (ρ,n) := Iρ+n≥δ P(ρ,n)+δ (ρ +n)p0, p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1, (3.2.2)

正则化初值 (ρ0,δ ,n0,δ ,u0,δ ) 为

(ρ0,δ ,n0,δ ,u0,δ ) := (ρ0 ∗ jδ +δ ,n0 ∗ jδ +δ ,
m0√

ρ0+n0
∗ jδ√

ρ0 ∗ jδ +n0 ∗ jδ +2δ
). (3.2.3)

此处 jδ 为一个 Td 上的光滑函数满足

‖ jδ‖L1 = 1, 0 ≤ jδ ≤ δ− 1
2p0 , lim

δ→0
‖ jδ ∗ f − f‖Lp = 0, f ∈ Lp(Td), p ∈ [1,∞). (3.2.4)

我们易证 (ρ0,δ ,n0,δ ,(ρ0,δ +n0,δ )u0,δ ) 当 δ → 0 时在 Lγ(Td)×Lα(Td)×L
2min{γ,α}

min{γ,α}+1 (Td) 中强收

敛于 (ρ0,u0,m0), 且满足

‖ρ0,δ‖Lγ ≤ ‖ρ0‖Lγ , ‖n0,δ‖Lα ≤ ‖n0‖Lα ,

‖
√

ρ0,δ +n0,δ u0,δ‖L2 ≤ ‖ m0√
ρ0 +n0

‖L2,

0 < δ ≤ ρ0,δ (x),n0,δ (x)≤Cδ− 1
2p0 , x ∈ Td,

1
c∗,δ

≤
n0,δ (x)
ρ0,δ (x)

≤ c∗,δ , x ∈ Td, c∗,δ :=Cδ− 1
2p0

−1
> 1,

cρ0,δ (x)≤ n0,δ (x)≤ cρ0,δ (x), 若 cρ0(x)≤ n0(x)≤ cρ0(x), x ∈ Td.

(3.2.5)

不失一般性, 在证明中我们不妨设 P(ρ,n) 满足

P(ρ,n) ∈C2(R+×R+), |∂nnP(ρ,n)| ≤C(1+ρ p0−3 +np0−3), (3.2.6)
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其中 C > 0 某个与 η 无关的常数. 上述性质用于推导对柯西问题 (3.2.1) 解的基本能量估计

(参见 (3.2.16)), 但不影响节 3.4 中取极限 δ → 0 的过程. 事实上, 若 P(ρ,n) 不满足 (3.2.6), 我

们可以用一列满足 (3.2.6) 的压力函数序列来逼近 P(ρ,n).
我们可以计算出一个常数 cδ (cδ → ∞, δ → 0) 使得对满足 ρ + n ≥ cδ > 0 的二元变量

(ρ,n) ∈ R+×R+, ∂ρPδ (ρ,n)> 0 及 ∂nPδ (ρ,n)> 0 成立. 设{
P1,δ (ρ,n) := Pδ (ρ,n)+C∗1ρ+n≤C∗cδ

(
(ρ +n)γ̃+α̃ +ρ +n

)
,

P2,δ (ρ,n) :=C∗1ρ+n≤C∗cδ

(
(ρ +n)γ̃+α̃ +ρ +n

)
,

(3.2.7)

其中 C∗ > 1 为一个充分大的常数. 从而压力函数 Pδ (ρ,n) 可改写为

Pδ (ρ,n) = P1,δ (ρ,n)−P2,δ (ρ,n). (3.2.8)

注意到 P1,δ (ρ,n) ∈ C2(R+ ×R+) 关于二元变量 (ρ,n) ≥ 0 ×R+ 单调递增, 且 P2,δ (ρ,n) ∈
C∞(R+×R+) 满足 P2,δ (ρ,n)≥ 0, 且当 ρ +n ≥ 2C∗cδ 时 P2,δ (ρ,n) = 0, 因而我们可以对初值

问题 (3.2.1) 的弱解应用与 [88,165] 类似的紧性方法证其当 ε → 0 时收敛到带人工压力函数

逼近问题 (3.3.1) 的弱解.
记 ψl ∈ C∞(Td) (l = 1, ...) 为 L2(Rd) 上的正交基. 定义有限维线性空间 Xl ⊂ L2 以及它

的投影 Pl : L2 → Xl 为

Xl := span{∆̇ jψ}l
j=1, Pl f :=

l

∑
i=1

ψi

∫
Td

ψi f dx, ∀ f ∈ Xl.

命题 3.2.1. 对任意 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1、δ ,η ∈ (0,1)及整数 l ≥ 1,在定理 1.3.8或 1.3.10的
假设下, (3.2.1)以 (ρ0,δ ,n0,δ ,Plu0,δ )为初值的初值问题 (3.2.1)存在唯一的正则解 (ρl,nl,ul),
且对给定的时间 T > 0满足

‖(ρl,nl)‖L∞(0,T ;Lp0)+η
1
2‖(∇ρl,∇nl)‖L2(0,T ;L2) ≤Cδ ,

‖
√

ρl +nlul‖L∞(0,T ;L2)+‖ul‖L2(0,T ;H1) ≤Cδ ,

0 ≤ 1
c∗,δ

ρl(x, t)≤ nl(x, t)≤ c∗,δ ρl(x, t), (x, t) ∈ Td × (0,T ),

cρl(x, t)≤ nl(x, t)≤ cρl(x, t), 若 cρ0(x)≤ n0(x)≤ cρ0(x), (x, t) ∈ Td × (0,T ),

(3.2.9)

其中Cδ > 0为一个与 η 及 l 无关的常数,常数 c∗,δ > 1由 (3.2.5)2给定.
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进一步,能量不等式成立:∫
Td
[
1
2
(ρl +nl)|ul|2 +Hδ (ρl,nl)]dx+

∫ t

0

∫
Td
[µ|∇ul|2 +(µ +λ )(divul)

2]dxdτ

≤
∫
Td
[
1
2
(ρ0,δ +n0,δ )|u0,δ |2 +Hδ (ρ0,δ ,n0,δ )]dx+Cδ η ,

(3.2.10)

其中

Hδ (ρ,n) := (ρ +n)
∫ ρ+n

1
Pδ (

ρs
ρ +n

,
ns

ρ +n
)s−2ds = ρ

∫ ρ

ρ
ρ+n

Pδ (s,
n
ρ

s)s−2ds. (3.2.11)

证明. 由Faedo­Galerkin方法及不动点定理,存在一个时间 Tl ∈ (0,T ]使得以 (ρ0,δ ,n0,δ ,Plu0,δ )

为初值的逼近问题 (3.2.1) 在 [0,Tl] 上是局部适定的. 具体的证明细节参见 [87, 89, 189].
为了证明 Tl = T , 我们需要对 (3.2.9) 在 (0,Tl) 上建立关于 l 一致的先验估计. 由于在

有限维空间 Xl 中所有 Sobolev 范数是等价的, ul 在 Td × (0,Tl) 上是正则的. 根据质量方程

(3.2.1)1­(3.2.1)2 的比较原理, 密度满足

0 ≤ 1
c∗,δ

ρl(x, t)≤ nl(x, t)≤ c∗,δ ρl(x, t), (x, t) ∈ Td × (0,Tl). (3.2.12)

考虑如下方程

∂ρ
(Hδ (ρ,n)

ρ
)
+

n
ρ

∂n
(Hδ (ρ,n)

ρ
)
=

Pδ (ρ,n)
ρ2 , H(

ρ
ρ +n

,
n

ρ +n
) = 0, (3.2.13)

以求满足如下等式的 Hδ (ρ,n):

ρ∂ρHδ (ρ,n)+n∂nHδ (ρ,n)−Hδ (ρ,n) = Pδ (ρ,n). (3.2.14)

应用特征线法,我们易证由 (3.2.11)给出的 Hδ (ρ,n)为问题 (3.2.13)的一个解. 将方程 (3.2.1)1、

(3.2.1)2 和 (3.2.1)3 分别乘以 ∂ρl Hδ (ρl,nl)、∂nl Hδ (ρl,nl) 以及 ul , 然后利用 (3.2.14), 我们有

d
dt

∫
Td

(1
2
(ρl +nl)|ul|2 +Hδ (ρl,nl)

)
dx+

∫
Td

(
µ|∇ul|2 +(µ +λ )(divul)

2

+ηδ p0ρ p0−2
l |∇ρl|2 +ηδ p0np0−2

l |∇nl|2
)
dx

=−η
∫
Td

(
∂ 2

ρlρl
Hδ |∇ρl|2 +2∂ 2

ρlnl
Hδ ∇ρl ·∇nl +∂ 2

nlnl
Hδ |∇nl|2

)
dx, t ∈ [0,Tl].

(3.2.15)

由 (3.2.6)、(3.2.2) 及 (3.2.11)­(3.2.12), Hδ (ρl,nl) 满足以下特性:Hδ (ρl,nl)≥
δ

p0 −1
(ρl +nl)

p0 −Cδ ,

|∂ 2
ρlρl

Hδ |+ |∂ 2
ρlnl

Hδ |+ |∂ 2
nlnl

Hδ | ≤Cδ (ρl +nl)
p0−2 +Cδ .

(3.2.16)
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又由 (3.2.16)2 及 Young 不等式, 等式 (3.2.15) 右端项可作如下估计:

−η
∫
Td

(
∂ 2

ρlρl
Hδ |∇ρl|2 +2∂ 2

ρlnl
Hδ ∇ρl ·∇nl +∂ 2

nlnl
Hδ |∇nl|2

)
dx

≤ ηδ p0

2

∫
Td

(
ρ p0−2

l |∇ρl|2 +np0−2
l |∇nl|2

)
dx+Cδ η

∫
Td
(|∇ρl|2 + |∇nl|2)dx+Cδ η .

(3.2.17)

为了控制 (3.2.17) 右端的第二项, 利用 (3.2.1)1­(3.2.1)2, 我们可得

Cδ
d
dt

∫
Td
(|ρl|2 + |nl|2)dx+2Cδ η

∫
Rd
(|∇ρl|2 + |∇nl|2)dx

≤ 1
2

∫
Td

(
µ|∇ul|2 +(µ +λ )(divul)

2)dx+Cδ

∫
Td
(|ρl|2 + |nl|2)dx.

(3.2.18)

将 (3.2.15) 及 (3.2.17)­(3.2.18) 相加并使用 (3.2.5)、(3.2.16)1 及 Grönwall 不等式, 我们有

sup
t∈(0,Tl)

∫
Td
[(ρl +nl)|ul|2 +ρ p0

l +np0
l ]dx

+
∫ T

0

∫
Td
[|∇ul|2 +η(1+ρ p0−2

l +np0−2
l )(|∇ρl|2 + |∇nl|2)]dxdt ≤Cδ .

(3.2.19)

将 (3.2.12)、(3.2.19)、Sobolev 不等式以及 [89, 引理 3.2] 联立, 我们证明 (3.2.9) 及 (3.2.10). 命

题 3.2.1 证毕.

根据命题 3.2.1, 易证初值问题 (3.2.1) 弱解的整体存在性 (参见 [190, 209]).

命题 3.2.2. 对任意 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1、δ ,η ∈ (0,1)及整数 l ≥ 1,在定理 1.3.8或 1.3.10的
假设下, (3.2.1)存在一个整体弱解 (ρη ,nη ,(ρη +nη)uη),且对给定的时间 T > 0满足

‖(ρη ,nη)‖L∞(0,T ;Lp0)+η
1
2‖(∇ρη ,∇nη)‖L2(0,T ;L2) ≤Cδ ,

‖
√

ρη +nηuη‖L∞(0,T ;L2)+‖uη‖L2(0,T ;H1) ≤Cδ ,

‖(ρη ,nη)‖Lp0+1(0,T ;Lp0+1) ≤Cδ ,

0 ≤ 1
c∗,δ

ρη(x, t)≤ nη(x, t)≤ c∗,δ ρη(x, t), (x, t) ∈ Td × (0,T ),

cρη(x, t)≤ nη(x, t)≤ cρη(x, t), 若 cρ0(x)≤ n0(x)≤ cρ0(x), (x, t) ∈ Td × (0,T ),

(3.2.20)

其中Cδ > 0为一个与 η 无关的常数,常数 c∗,δ > 1由 (3.2.5)2给出.
进一步,能量不等式成立:∫
Td
[
1
2
(ρη +nη)|uη |2 +Hδ (ρη ,nη)]dx+

∫ t

0

∫
Td
[µ|∇uη |2 +(µ +λ )(divuη)

2]dxdτ

≤
∫
Td
[
1
2
(ρ0,δ +n0,δ )|u0,δ |2 +Hδ (ρ0,δ ,n0,δ )]dx+Cδ η ,

(3.2.21)

其中 Hδ (ρ,n)由 (3.2.11)定义.
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3.3 人工粘性消失极限

在本节中, 我们考虑如下带人工压力的初值问题:

ρt +div(ρu) = 0,

nt +div(nu) = 0,(
(ρ +n)u

)
t +div

(
(ρ +n)u⊗u

)
+∇Pδ (ρ,n) = µ∆u+(µ +λ )∇divu,

(ρ,n,u)(x,0) = (ρ0,δ ,n0,δ ,u0,δ )(x),

(3.3.1)

其中人工压力函数 Pδ (ρ,n) 及正则化初值 (ρ0,δ ,n0,δ ,u0,δ ) 分别由 (3.2.2) 及 (3.2.3) 给出.
首先, 根据 (3.2.20), 易证如下收敛性.

引理 3.3.1. 对任意 T > 0、p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1及 δ ,η ∈ (0,1),若 (ρη ,nη ,(ρη +nη)uη)为初

值问题 (3.3.1)由命题 3.2.2给出的整体弱解,则存在一个极限 (ρ,n,(ρ +n)u)使得当 η → 0

时,如下收敛性在抽子列意义下成立:

(ρη ,nη)⇀ (ρ,u) 于 Lp0+1(0,T ;Lp0+1(Td))×Lp0+1(0,T ;Lp0+1(Td)),

η(∇ρη ,∇nη)→ 0 于 L2(0,T ;L2(Td)),

uη ⇀ u 于 L2(0,T ;H1(Td)),

(ρη ,nη)→ (ρ,n) 于C([0,T ];Lp0
weak(T

d))×C([0,T ];Lp0
weak(T

d)),

(ρη ,nη)→ (ρ,n) 于C([0,T ];H−1(Td))×C([0,T ];H−1(Td)),

(ρη +nη)uη → (ρ +n)u 于C([0,T ];L
2p0

p0+1
weak (T

d))∩C([0,T ];H−1(Td)).

(3.3.2)

为了证明密度强收敛, 我们需要如下引理.

引理 3.3.2. 对任意 T > 0、p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1及 δ ,η ∈ (0,1),若 (ρη ,nη ,(ρη +nη)uη)为初

值问题 (3.3.1)由命题 3.2.2给出的整体弱解,且 (ρ,n,(ρ + n)u)为由引理 3.3.1给出的极限,
则如下收敛性成立:

lim
η→0

∫ T

0

∫
Td
(ρη +nη)|Aη −A|pdxdt = 0, p ∈ [1,∞),

lim
η→0

∫ T

0

∫
Td
(ρη +nη)|Bη −B|pdxdt = 0, p ∈ [1,∞),

(3.3.3)

其中 (A,B)由 (1.3.24)定义, (Aη ,Bη)为

(Aη ,Bη) :=

(
ρη

ρη+nη
,

nη
ρη+nη

), 若 ρη +nη > 0,

(0,0), 若 ρη +nη = 0.
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进一步,当 η → 0时,以下收敛等价性成立:

(ρη ,nη)→ (ρ,n) 于 L1(0,T ;L1(Td))×L1(0,T ;L1(Td))

⇐⇒ ρη +nη → ρ +n 于 L1(0,T ;L1(Td)).
(3.3.4)

证明. (3.3.3) 的类似证明可见 [209]. 对 σ > 0, 引入 Fσ (ρ,n) := ρ2

ρ+n+σ . 我们易证
|ρ∂ρFσ +n∂nFσ −Fσ |=

σρ2

(ρ +n+σ)2 ≤ σ ,

∂ 2
ρρFσ |∇ρ|2 +2∂ 2

ρnFσ ∇ρ ·∇n+∂ 2
nnFσ |∇n|2 ≥ 0,

|∂ρFσ |+ |∂nFσ | ≤ 4.

(3.3.5)

设 Jσ ∈C∞
c (Td) 为 Friedrichs 磨光核. 对质量方程 (3.2.1)1­(3.2.1)2 应用 Jσ∗ 得到

(Jσ ∗ρη)t +div
(
(Jσ ∗ρη)uη

)
= η∆(Jσ ∗ρη)+ r1,σ ,

r1,σ := div
(
(Jσ ∗ρη)uη

)
− Jσ ∗div(ρηuη),

(Jσ ∗nη)t +div
(
(Jσ ∗nη)uη

)
= η∆(Jσ ∗nη)+ r2,σ ,

r2,σ := div
(
(Jσ ∗nη)uη

)
− Jσ ∗div(nηuη).

(3.3.6)

根据 Friedrichs 磨光核的交换子估计 (参见 [75, 164]), 余项 r1,σ (i = 1,2) 当 σ → 0 时在

L1(0,T ;L1(Td)) 强收敛于 0. 对 (3.3.6)1 及 (3.3.6)3 分别乘以 ∂Jσ∗ρη Fσ (Jσ ∗ ρη ,Jσ ∗ nη) 及

∂Jσ∗nη Fσ (Jσ ∗ρη ,Jσ ∗nη), 将得到的两个方程相加后再利用 (3.3.5), 我们得

(Fσ (Jσ ∗ρη ,Jσ ∗nη))t +div
(
Fσ (Jσ ∗ρη ,Jσ ∗nη)uη

)
≤ σ |divuη |+η∆Fσ (Jσ ∗ρη ,Jσ ∗nη)+4(|r1,σ |+ |r2,σ |).

由此, 我们推出∫ T

0

∫
Td

Fσ (Jσ ∗ρη ,Jσ ∗nη)dxdt ≤ T
∫
Td

Fσ (Jσ ∗ρ0,δ ,Jσ ∗n0,δ )dx

+σT
3
2‖divuη‖L2(0,T ;L2)+4T‖(r1,σ ,r2,σ )‖L1(0,T ;L1).

(3.3.7)

根据控制收敛定理, 我们在 (3.3.7) 中取极限 σ → 0 后得到

∫ T

0

∫
Td

ρ2
η

ρη +nη
dxdt ≤ T

∫
Td

ρ2
0,δ

ρ0,δ +n0,δ
dx. (3.3.8)
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类似地, 我们有 ∫ T

0

∫
Td

ρ2

ρ +n
dxdt = T

∫
Td

ρ2
0,δ

ρ0,δ +n0,δ
dx. (3.3.9)

应用 (3.3.2)、(3.3.8)­(3.3.9) 及事实

ρ = (ρ +n)A,
ρ2

ρ +n
= ρA = (ρ +n)A2, n = (ρ +n)B,

n2

ρ +n
= nB = (ρ +n)B2, (3.3.10)

我们得到

lim
η→0

∫ T

0

∫
Td
(ρη +nη)|Aη −A|2dxdt ≤

∫ T

0

∫
Td

( ρ2

ρ +n
−2ρA+(ρ +n)A2

)
dxdt = 0.

根据上式、Hölder 不等式及事实
0 ≤ A,B ≤ 1, (3.3.11)

(3.3.3)1 成立. 相似地, 我们易证 (3.3.3)2.
我们证明 (3.3.4). 其左端显然可以推出右端. 假设当 η → 0 时, ρη +nη 在 L1(0,T ;L1(Td))

中强收敛到 ρ +n, 则根据 (3.3.3)1 及 (3.3.10)­(3.3.11), 我们有如下收敛:

lim
η→0

‖ρη −ρ‖L1(0,T ;L1)

≤ lim
η→0

(
‖ρη − (ρη +nη)A‖L1(0,T ;L1)+‖Aρ,n‖L∞(0,T ;L∞)‖ρη +nη −ρ −n‖L1(0,T ;L1)

)
= 0.

类似地, 我们可证 nη 当 η → 0 时在 L1(0,T ;L1(Td)) 中强收敛到 n. 引理 3.3.2 证毕.

我们考虑截断函数

Tk(s) :=


s, 若 0 ≤ s ≤ k,

光滑凹函数, 若 k ≤ s ≤ 3k,

2k, 若 s ≥ 3k.

(3.3.12)

类似于文献 [87, 165], 易证如下有效粘性通量的弱紧性特性.

引理 3.3.3. 对任意 T > 0、p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1及 δ ,η ∈ (0,1),令 (ρη ,nη ,(ρη +nη)uη)为初

值问题 (3.3.1)由命题 3.2.2给出的整体弱解,且 (ρ,n,(ρ + n)u)为由引理 3.3.1给出的极限.
则以下等式成立:

lim
η→0

∫ T

0

∫
Td

(
Pδ (ρη ,nη)− (2µ +λ )divuη

)
Tk(ρη +nη)dxdt

=
∫ T

0

∫
Td

(
Pδ (ρ,n)− (2µ +λ )divu

)
Tk(ρ +n)dxdt,

(3.3.13)

其中 Tk(ρ +n)表示 Tk(ρη +nη)的弱极限.
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在本节最后, 我们证明两个密度的强收敛性.

引理 3.3.4. 对任意 T > 0、p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1及 δ ,η ∈ (0,1),令 (ρη ,nη ,(ρη +nη)uη)为初

值问题 (3.3.1)由命题 3.2.2给出的整体弱解,且 (ρ,n,(ρ + n)u)为由引理 3.3.1给出的极限.
那么对 p ∈ [1, p0 +1),以下强收敛性成立:

(ρη ,nη)→ (ρ,n) 于 Lp(0,T ;Lp(Td))×Lp(0,T ;Lp(Td)). (3.3.14)

证明. 对 s ≥ 0 及 σ > 0, 定义 ϑη := ρη + nη , ϑ := ρ + n 及 bσ (s) := (s+σ) log(s+σ). 由

(3.3.6), 我们有

(Jσ ∗ϑη)t +div
(
(Jσ ∗ϑη)uη

)
= η∆(Jσ ∗ϑη)+ r1,σ + r2,σ , (3.3.15)

其中 Jσ ∈C∞
c (Td) 为 Friedrichs 磨光核, ri,σ (i = 1,2) 由 (3.3.6) 给出. 将 (3.3.15) 乘以 b′(Jσ ∗

ϑη) = 1+ log(Jσ ∗ϑη +σ), 我们得到(
b(Jσ ∗ϑη)

)
t +div

(
b(Jσ ∗ϑη)uη

)
+
(
b′(Jσ ∗ϑη)Jσ ∗ϑη −b(Jσ ∗ϑη)

)
divuη

≤ η∆
(
b(Jσ ∗ϑη)

)
+b′(Jσ ∗ϑη)(r1,σ + r2,σ ).

(3.3.16)

对 (3.3.16) 在 Td × [0, t] 上积分并取极限 σ → 0, 我们证得∫
Td

ϑη logϑηdx ≤
∫
Td
(ρ0,δ +n0,δ ) log(ρ0,δ +n0,δ )dx−

∫ t

0

∫
Td

ϑηdivuηdxdτ. (3.3.17)

类似地, 我们有等式∫
Td

ϑ logϑdx =
∫
Td
(ρ0,δ +n0,δ ) log(ρ0,δ +n0,δ )dx−

∫ t

0

∫
Td

ϑdivudxdτ. (3.3.18)

设 f 表示序列 fη 的弱极限, 且 P1,δ (ρ,n)、P2,δ (ρ,n)、(A,B) 及 Tk( f ) 分别由 (3.2.7)1, (3.2.7)2,
(1.3.24) 和 (3.3.12) 给出. 根据 (3.2.8)、(3.3.10)、(3.3.13) 与 (3.3.17)­(3.3.18), 我们可证∫

Td
(ϑ logϑ −ϑ logϑ)dx

≤ lim
η→0

∫ t

0

∫
Td
(ϑdivu−ϑηdivuη)dxdτ

= lim
η→0

∫ t

0

∫
Td

((
ϑ −Tk(ϑ)

)
divu−

(
ϑη −Tk(ϑη)

)
divuη

+
1

2µ +λ
(
Pδ (ρη ,nη)−Pδ (Aϑη ,Bϑη)

)(
Tk(ϑ)−Tk(ϑη)

)
+

1
2µ +λ

(
P1,δ (Aϑη ,Bϑη)−P1,δ (ρ,n)

)
(Tk
(
ϑ)−Tk(ϑη)

)
+

1
2µ +λ

(
P2,δ (Aϑη ,Bϑη)−P2,δ (ρ,n)

)(
Tk(ϑη)−Tk(ϑ)

)
dxdτ.

(3.3.19)
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利用 (3.2.20)、(3.3.2) 以及弱极限 ϑ −Tk(ϑ) 的下半连续性, 我们可以推出

lim
η→0

∫ t

0

∫
Td

(
ϑ −Tk(ϑ)

)
divu−

(
ϑη −Tk(ϑη)

)
divuηdxdτ

≤ suplim
η→0

‖divuη‖L2(0,T ;L2)

(
‖ϑ −Tk(ϑ)‖L2(0,T ;L2)+‖ϑη −Tk(ϑη)‖L2(0,T ;L2)

)

≤
Cδ‖ϑδ‖

p0+1
2

Lp0+1(0,T ;Lp0+1)

k
p0−1

2

≤ Cδ

k
p0−1

2

.

注意到对任意 x1,x2,y1,y2 ≥ 0 及 F(x,y) ∈C1(R+×R+), 我们有

F(x1,y1)−F(x2,y2) = (x1 − x2)
∫ 1

0
∂xF
(
x2 +θ(x1 − x2),y2 +θ(y1 − y2)

)
dθ

+(y1 − y2)
∫ 1

0
∂yF
(
x2 +θ(x1 − x2),y2 +θ(y1 − y2)

)
dθ ,

(3.3.20)

联立 (1.3.16)、(3.2.2)、(3.3.3)、(3.2.20)4 及 (3.3.20), 我们证明

lim
η→0

∫ t

0

∫
Td

(
Pδ (ρη ,nη)−Pδ (Aϑη ,Bϑη)

)(
Tk(ϑ)−Tk(ϑη)

)
dxdτ

≤Cδ k lim
η→0

(∫ t

0

∫
Td

ϑη
(
|Aη −A|p0 + |Bη −B|p0

)
dxdτ

) 1
p0 = 0.

注意到 Tk(s) 及 P1,δ (As,Bs) 关于 s ≥ 0 的单调性, 我们应用 [90, 定理 10.19] 以得到

lim
η→0

∫ t

0

∫
Td

(
P1,δ (Aϑη ,Bϑη)−P1,δ (Aϑ ,Bϑ)

)
(Tk
(
ϑ)−Tk(ϑη)

)
dxdτ ≤ 0.

将上述估计代入 (3.3.19), 取极限 k → ∞ 并注意到 Tk
(
ϑ) 几乎处处收敛于 ϑ , 我们有∫

Td
(ϑ logϑ −ϑ logϑ)dx

≤ 1
2µ +λ

lim
η→0

∫ t

0

∫
Td

(
P2,δ (Aϑη ,Bϑη)−P2,δ (ρ,n)

)(
Tk(ϑη)−Tk(ϑ)

)
dxdτ

=
1

2µ +λ
lim
η→0

∫ t

0
P2,δ (Aϑη ,Bϑη)ϑη −P2,δ (ρ,n)ϑdxdτ

+
1

2µ +λ
lim
η→0

∫ t

0

(
P2,δ (ρ,n)−P2,δ (Aϑη ,Bϑη)

)
ϑ
)
dxdτ.

(3.3.21)

由于 P2,δ (sA,sB) 在 {s∈R+ | s≤ 2C∗cδ} 中有紧支集, 存在一个常数 C∗,δ > 0 使得 C∗,δ s logs−
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sP2,δ (As,Bs) 及 C∗,δ s logs+P2,δ (As,Bs) 对 s ≥ 0 是严格凸的. 因而, 我们得到

lim
η→0

∫ t

0

∫
Td

(
P2,δ (Aϑη ,Bϑη)ϑη −P2,δ (ρ,n)ϑ

)
dxdτ

≤C∗,δ

∫ t

0

∫
Td
(ϑ logϑ −ϑ logϑ)dxdτ,

(3.3.22)

以及

lim
η→0

∫ t

0

∫
Td

(
P2,δ (ρ,n)−P2,δ (Aϑη ,Bϑη)

)
ϑdxdτ

≤C∗,δ lim
η→0

∫
{(x,τ)∈Td×[0,t]|ϑ≤2C∗cδ }

(ϑη logϑη −ϑ logϑ)ϑdxdτ

≤ 2C∗,δC∗cδ

∫ t

0

∫
Td
(ϑ logϑ −ϑ logϑ)dxdτ,

(3.3.23)

此处我们用到 (3.3.10), P2,δ (sA,sB)≥ 0, P2,δ (sA,sB)关于 s 的紧支集以及C∗,δ s logs−P2,δ (sA,sB)

的凸性. 由 (3.3.21)­(3.3.23), 我们得到∫
Td
(ϑ logϑ −ϑ logϑ)dx ≤

C∗,δ (2C∗cδ +1)
2µ +λ

∫ t

0

∫
Td
(ϑ logϑ −ϑ logϑ)dxdτ. (3.3.24)

结合 (3.2.20)4、(3.3.4)、(3.3.24)、Grönwall 不等式以及 s logs 的凸性, (3.3.14) 得证.

利用命题 3.2.2 及引理 3.3.1­3.3.4, 我们证明初值问题 (3.3.1) 整体弱解的存在性.

命题 3.3.5. 对任意 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1及 δ ∈ (0,1),在定理 1.3.8或者定理 1.3.10的假设
下,初值问题 (3.3.1)存在一个整体弱解 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ ),且对任意时间 T > 0满足一致

估计
‖ρδ‖L∞(0,T ;Lγ )+‖nδ‖L∞(0,T ;Lα )+δ

1
p0 ‖(ρδ ,nδ )‖L∞(0,T ;Lp0) ≤C,

‖
√

ρδ +nδ uδ‖L∞(0,T ;L2)+‖uδ‖L2(0,T ;H1) ≤C,

ρδ (x, t)≥ 0, nδ (x, t)≥ 0, (x, t) ∈ Td × (0,T ),

cρδ (x, t)≤ nδ (x, t)≤ cρδ (x, t), 若 cρ0(x)≤ n0(x)≤ cρ0(x), (x, t) ∈ Td × (0,T ),

(3.3.25)

其中C > 0为一个与 δ 无关的常数.
进一步,对几乎处处的 t ∈ (0,T ),能量不等式成立:∫
Td
[
1
2
(ρδ +nδ )|uδ |2 +Hδ (ρδ ,nδ )]dx+

∫ t

0

∫
Td
[µ|∇uδ |2 +(µ +λ )(divuδ )

2]dxdτ

≤
∫
Td
[
1
2
(ρ0,δ +n0,δ )|u0,δ |2 +Hδ (ρ0,δ ,n0,δ )]dx,

(3.3.26)

其中 Hδ (ρ,n)由 (3.2.11)给出.
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3.4 人工压力消失极限

3.4.1 密度的可积性

在这节中, 我们对方程 (3.3.1) 取极限 δ → 0 以证明定理 1.3.8 和 1.3.10. 由于一致估计

(3.3.25) 不足以证明 Pδ (ρδ ,nδ ) 当 δ → 0 时强收敛到 P(ρ,n), 我们需要如下密度 ρδ 及 nδ 更

高的一致可积性.

引理 3.4.1. 对任意 T > 0、δ ∈ (0,1)及 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ + 1,若 (ρδ ,nδ ,(ρδ + nδ )uδ )为当

t ∈ (0,T )时初值问题 (3.3.1)由命题 3.3.5给出的弱解,则在定理 1.3.8的假设下,ϑδ := ρδ +nδ

满足 ∫ T

0

∫
Td
(ϑ max{γ,α}+θ0

δ +δϑ p0+θ0
δ )dxdt ≤C, (3.4.1)

这里C > 0为一个与 δ 无关的常数, θ0 := 2
d max{γ,α}−1 > 0.

此外,在定理 1.3.10的假设下, ρδ 和 nδ 满足∫ T

0

∫
Td
(ργ+θ1

δ +nα+θ2
δ +δϑ p0+θ1

δ +δϑ p0+θ2
δ )dxdt ≤C, (3.4.2)

其中 θ1 := 2
d γ − γ

min{γ,α} > 0, θ2 := 2
d α − α

min{γ,α} > 0.

注记 3.4.2. 在定理 1.3.8 的假设下, 由于 cn ≤ ρ ≤ cρ 成立, 我们只需要 γ 充分大, 而 α 可以放

宽成任意大于或等于 1 的常数. 绝热常数 γ 满足的条件 (1.3.19)是为了保证 max{γ,α}+θ0 ≥
2, 从而方程 (1.3.15)1­(1.3.15)2 在重整化解的意义下成立.

注记 3.4.3. 在定理 1.3.10 的假设下, 由于 ρ 和 n 之间没有相互依赖的关系, 从而我们需要

γ,α 满足限制 (1.3.22) 以保证 γ +θ1 ≥ 2 和 α +θ2 ≥ 2.

证明. 我们只给出 (3.4.2) 的证明, 而 (3.4.1) 类似可证. 有效粘性通量 Fδ 由如下定义:

Fδ := Pδ (ρδ ,nδ )−
∫
Td

Pδ (ρδ ,nδ )dx− (2µ +λ )divuδ . (3.4.3)

我们从动量方程 (3.3.1)3 知

Fδ = (−∆)−1div
(
(ϑδ uδ )t +div(ϑδ uδ ⊗uδ )

)
, (3.4.4)

此处算子 (−∆)−1 : W k−2,p(Td)→W k,p(Td) (k ∈ R, p ∈ (1,∞)) 定义如下:

(−∆)−1 f = g, g 满足椭圆问题 −∆g = f ,
∫
Td

f = 0. (3.4.5)
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根据 (3.3.1) 及 (3.4.4), 我们得到∫ T

0

∫
Td

ρθ1
δ Pδ (ρδ ,nδ )dxdt =

∫ T

0

∫
Td

ρθ1
δ
(∫

Td
Pδ (ρδ ,nδ )dx+(2µ +λ )divuδ

)
dxdτ

+
∫
Td

ρθ1
δ (−∆)−1div(ϑδ uδ )dx

∣∣∣T
0

+(θ −1)
∫ T

0

∫
Td

ρθ1
δ divuδ (−∆)−1div(ϑδ uδ )dxdt

+
d

∑
i, j=1

∫ T

0

∫
Td

ρθ1
δ [RiR j,u

j
δ ](ϑδ ui

δ )dxdt,

(3.4.6)

其中 Ri := (−∆)−
1
2 ∂i (i = 1, ...,d) 为 Riesz 算子, [A,B] = AB−BA 为交换子.

首先, 对待选取的小常数 ε0 > 0, 由 (3.3.25) 及 2θ1 < γ +θ1, 我们有∫ T

0

∫
Td

ρθ1
δ
(∫

Td
Pδ (ρδ ,nδ )dx+(2µ +λ )divuδ

)
dxdτ

≤ T‖ρθ1
δ ‖L∞(0,T ;L1)‖Pδ (ρδ ,nδ )‖L∞(0,T ;L1)+(2µ +λ )T

1
2‖ρθ1

δ ‖L2(0,T ;L2)‖divuδ‖L2(0,T ;L2)

≤C(1+
1
ε0
)+ ε0

∫ T

0

∫
Td

ργ+θ1
δ dxdt,

注意到 (3.3.25) 意味着

‖ϑδ‖L∞(0,T ;Lγ0)+‖ϑδ uδ‖
L∞(0,T ;L

2γ0
γ0+1 )

≤C, (3.4.7)

此处和下面的计算中我们使用记号

γ0 := min{γ,α}.

通过 Sobolev 不等式及奇异积分算子 ∇(−∆)−1div 的 Lp(Td) (p ∈ (1,∞)) 有界性, 我们有

‖(−∆)−1div f‖
L

pd
d−p

≤C‖∇(−∆)−1div f‖Lp ≤C‖ f‖Lp , p ∈ (1,d). (3.4.8)

利用 (3.2.5)、(3.3.25)、(3.4.7)­(3.4.8) 及 1
d +1− θ1

γ > γ0+1
2γ0

, 我们有

∫
Td

ρθ1
δ (−∆)−1div(ϑδ uδ )dx

∣∣∣T
0

≤ ‖ρθ1
δ ‖

L∞(0,T ;L
γ

θ1 )
‖(−∆)−1div(ϑδ uδ )‖

L∞(0,T ;L
2γ0d

(d−2)γ0+d )

+‖ρ0,δ‖
L

γ
θ1
‖(−∆)−1div

(
(ρ0,δ +n0,δ )u0,δ

)
‖

L
2γ0d

(d−2)γ0+d

≤C‖ρδ‖
θ1
L∞(0,T ;Lγ )‖ϑδ uδ‖

L∞(0,T ;L
2γ0

γ0+1 )

+C‖ρ0,δ‖θ
Lγ‖(ρ0,δ +n0,δ )u0,δ‖

L
2γ0

γ0+1
≤C.
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与文献 [165] 类似, 我们分别从情形 d ≥ 3 及情形 d = 2 分析项 I2
i (i = 3,4).

• 情形 1: d ≥ 3.

利用 θ1
γ + 1

γ0
+ d−2

d = 1、(3.3.25)、(3.4.7)、Sobolev 嵌入 H1(Td) ↪→ L
2d

d−2 (Td) 及 Riesz 算子的有

界性, 我们有 ∫ T

0

∫
Td

ρθ1
δ divuδ (−∆)−1div(ϑδ uδ )dxdt

≤C‖ρθ1
δ ‖

L∞(0,T ;L
γ

θ1 )
‖ϑδ‖L∞(0,T ;Lγ0)‖uδ‖2

L2(0,T ;L
2d

d−2 )
≤C.

类似地, 我们可证∫ T

0

∫
Td

ρθ1
δ [RiR j,u

j
δ ](ϑδ ui

δ )dxdt

≤C‖ρδ‖
θ1
L∞(0,T ;Lγ )‖divuδ‖L2(0,T ;L2)‖ϑδ‖L∞(0,T ;Lγ0)‖uδ‖

L2(0,T ;L
2d

d−2 )
≤C.

对 d = 3, 根据 (3.3.25)、(3.4.7)­(3.4.8) 及 Sobolev 嵌入 H1(T3) ↪→ L6(T3), 我们得到∫ T

0

∫
T3

ρθ1
δ [RiR j,u

j
δ ](ϑδ ui

δ )dxdt

≤C‖ρθ1
δ ‖

L
γ+θ1

θ1 (0,T ;L
γ+θ1

θ1 )

‖divuδ‖L2(0,T ;L2)‖ϑδ‖
γ0+3
5γ0−3

L∞(0,T ;Lγ0)
‖uδ‖

γ0+3
5γ0−3

L2(0,T ;L6)
‖ϑδ uδ‖

2(2γ0−3)
5γ0−3

L∞(0,T ;L
2γ0

γ0+1 )

≤C(1+
1
ε0
)+ ε0

∫ T

0

∫
T3

ργ+θ1
δ dxdt.

• 情形 2: d = 2.

从 (3.3.25) 及 (3.4.8), 我们可得∫ T

0

∫
Td

ρθ1
δ divuδ (−∆)−1div(ϑδ uδ )dxdt

≤C‖ρδ‖
θ1
Lγ+θ1(0,T ;Lγ+θ1)

‖divuδ‖L2(0,T ;L2)‖
√

ϑδ‖L2(2γ0−1)(0,T ;L2(2γ0−1))‖
√

ϑδ uδ‖L∞(0,T ;L2)

≤C(1+
1
ε0
)+ ε0

∫ T

0

∫
T2
(ργ+θ1

δ +nα+θ2
δ )dxdt.

此外, 由临界 Sobolev 不等式 H1(T2) ↪→ BMO(T2) 及交换子估计 (3.5.11), 我们得到∫ T

0

∫
T2

ρθ1
δ [RiR j,u

j
δ ](ϑδ ui

δ )dxdt

≤C‖ρδ‖
θ1
Lγ+θ1(0,T ;Lγ+θ1)

‖uδ‖L2(0,T ;BMO)‖ϑδ uδ‖
L2(2γ0−1)(0,T ;L

2γ0−1
γ0 )

≤C‖ρδ‖
θ1
Lγ+θ1(0,T ;Lγ+θ1)

‖
√

ϑδ‖L2(2γ0−1)(0,T ;L2(2γ0−1))‖uδ‖L2(0,T ;H1)‖
√

ϑδ uδ‖L∞(0,T ;L2)

≤C(1+
1
ε0
)+ ε0

∫ T

0

∫
T2
(ργ+θ1

δ +nα+θ2
δ )dxdt.
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将上述的估计代入 (3.4.6), 我们有∫ T

0

∫
Td

ρθ1
δ Pδ (ρδ ,nδ )dxdt ≤ C

ε0
+3ε0

∫ T

0

∫
Td
(ργ+θ1

δ +nα+θ2
δ )dxdt. (3.4.9)

类似地, 我们易证∫ T

0

∫
Td

nθ2
δ Pδ (ρδ ,nδ )dxdt ≤ C

ε0
+3ε0

∫ T

0

∫
Td
(ργ+θ1

δ +nα+θ2
δ )dxdt. (3.4.10)

我们从 (1.3.16) 及 (3.2.2) 可知

(ρθ1
δ +nθ2

δ )Pδ (ρδ ,nδ )≥
1

2C
(ργ+θ1

δ +nα+θ2
δ )+δ (ρ p0+θ1

δ +np0+θ2
δ )−C. (3.4.11)

联立 (3.4.9)­(3.4.11) 并选择 ε0 =
1

24C , 我们得到 (3.4.2). 引理 3.4.1 证毕.

根据 (3.3.25) 及 (3.4.1), 我们可证得如下逼近解序列 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ ) 的收敛性.

引理 3.4.4. 对任意 T > 0、δ ∈ (0,1)及 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1,如果 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ )为当

t ∈ (0,T )时初值问题 (3.3.1)由命题 3.3.5给出的弱解,则在定理 1.3.8或者定理 1.3.10的假
设下,存在一个极限 (ρ,n,(ρ +n)u)使得当 δ → 0时,在取子列的意义下,如下收敛性成立:

(ρδ ,nδ )
∗
⇀ (ρ,n) 于 L∞(0,T ;Lγ(Td))×L∞(0,T ;Lα(Td)),

δ (ρδ +nδ )
p0 → 0 于 L1(0,T ;L1(Td)),

uδ ⇀ u 于 L2(0,T ;H1(Td)),

(ρδ ,nδ )→ (ρ,n) 于C([0,T ];Lγ
weak(T

d))×C([0,T ];Lα
weak(T

d)),

(ρδ ,nδ )→ (ρ,n) 于C([0,T ];H−1(Td))×C([0,T ];H−1(Td)),

(ρδ +nδ )uδ → (ρ +n)u 于C([0,T ];L
2min{γ,α}

min{γ,α}+1
weak (Td))∩C([0,T ];H−1(Td)).

(3.4.12)

3.4.2 密度的强收敛

类似于引理 3.3.2, 我们可以证明密度 (ρδ ,nδ ) 的强收敛等价于 ρδ +nδ 的强收敛.

引理 3.4.5. 对任意 T > 0、δ ∈ (0,1)及 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ + 1,若 (ρδ ,nδ ,(ρδ + nδ )uδ )为当

t ∈ (0,T )时初值问题 (3.3.1)由命题 3.3.5给出的弱解,则在定理 1.3.8或者定理 1.3.10的假
设下,当 δ → 0时,如下收敛性成立:{

ρδ − (ρδ +nδ )A → 0 于 L1(0,T ;L1(Td)),

nδ − (ρδ +nδ )B → 0 于 L1(0,T ;L1(Td)),
(3.4.13)

其中 (A,B)由 (1.3.24)定义.
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进一步,以下收敛等价性成立:

(ρδ ,nδ )→ (ρ,n) 于 L1(0,T ;L1(Td))×L1(0,T ;L1(Td))

⇐⇒ ρδ +nδ → ρ +n 于 L1(0,T ;L1(Td)).
(3.4.14)

受到文献 [13, 29, 30] 启发, 我们引入周期对称核

Kh(x) :=



1
(h+|x|)d , 若 0 ≤ |x| ≤ 1

2 ,

光滑函数, 若 1
2 ≤ |x| ≤ 2

3 ,

与 h 无关的光滑函数, 若 2
3 ≤ |x| ≤ 3

4 ,

0, 若 3
4 ≤ |x| ≤ 1.

(3.4.15)

易知存在一个与 h 无关的常数 C > 1 以及充分小的常数 h0 ∈ (0,1) 满足

|x||∇Kh(x)| ≤CKh(x),
1
C
| logh| ≤ ‖Kh‖L1 ≤C| logh|, h ∈ (0,h0). (3.4.16)

我们定义能量泛函

Lh,p( f ) :=
∫
T2d

Kh(x− y)|Λ[ f ]|pdxdy, (3.4.17)

其中 
Λ[ f ] := f x − f y,

f x := f (x, t),

Kh :=
Kh

‖Kh‖L1
.

(3.4.18)

根据引理 3.5.3, 为了证明 ϑδ := ρδ +nδ 的强收敛, 我们需要

lim
h→0

limsup
δ→0

ess sup
t∈(0,T )

Lh,1(ϑδ ) = 0.

由下面的引理 3.4.6, 上述估计等价于

lim
h→0

limsup
δ→0

ess sup
t∈(0,T )

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])(w
x
δ +wy

δ )dxdy = 0,

其中 wδ 为问题 (3.4.21) 的一个解, 光滑函数 ς 由如下给出:

ς(s) :=


|s|2, 若 |s| ≤ 1,

光滑函数, 若 1 ≤ |s| ≤ 2,

|s|, 若 |s| ≥ 2.

(3.4.19)
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我们易证 ς 满足
|ς(s)− 1

2
ς ′(s)s| ≤ 1

2
ς ′(s)s, 0 ≤ ς ′(s)s ≤Cς(s)≤C|s|, s ∈ R,

ς(s)≥ 1
C
|s|, |s| ≥ 1.

(3.4.20)

引理 3.4.6. 对任意 T > 0、δ ∈ (0,1)及 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ + 1,设 (ρδ ,nδ ,(ρδ + nδ )uδ )为当

t ∈ (0,T )时初值问题 (3.3.1)由命题 3.3.5给出的弱解,且 ϑδ := ρδ +nδ 为密度和. 如果 wδ

为如下问题的解:
(wδ )t +uδ ·∇wδ +λ0Ξδ wδ = 0, x ∈ Td, t ∈ (0,T ),

Ξδ := ϑδ |divuδ |+ |divuδ |+M|∇uδ |+ργ
δ +ρ γ̃

δ +nα
δ +nα̃

δ +1,

wδ (x,0) = e−λ0(ρ0,δ+n0,δ )(x), x ∈ Td,

(3.4.21)

其中 λ0 ≥ 1 为一待选取的常数, M 为由 (3.5.9) 定义的极大函数, 则在定理 1.3.8 或者定
理 1.3.10的假设下, wδ 满足一致估计

0 ≤ wδ ≤ e−λ0ϑδ ≤ 1,

ess sup
t∈(0,T )

∫
Td

ϑδ log(1+ | logwδ |)dx ≤C(1+λ0),
(3.4.22)

以及

ess sup
t∈(0,T )

(
Lh,1(ϑδ )

)2

≤ C(1+λ0)

log(1+ | logσ∗|)
+

1
σ∗

ess sup
t∈(0,T )

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])(w
x
δ +wy

δ )dxdy,
(3.4.23)

其中 Lh,1( f )、Λ[ f ]、f x、Kh及 ς 分别由 (3.4.17)、(3.4.18)1、(3.4.18)2、(3.4.18)3及 (3.4.19)给

出, C > 0为一个与 δ、h和 σ∗无关的常数, σ∗ > 0为某一待选取的常数.

证明. 首先, 由输运方程 (3.4.21)1 的极值原理, 我们有

0 ≤ wδ ≤ 1. (3.4.24)

因为 ϑδ 在分布意义下满足

(ϑδ )t +uδ ·∇ϑδ +ϑδdivuδ = 0, (3.4.25)

71



第三章 高维 drift­flux 方程组的整体弱解

我们利用 (3.4.21)2 及类似于 (3.3.15)­(3.3.17) 中重整化解技术证明

(e−λ0ϑδ )t +uδ ·∇e−λ0ϑδ +λ0Ξδ e−λ0ϑδ

= λ0(Ξδ +ϑδdivuδ )e
−λ0ϑδ ≥ 0 在分布意义下成立.

(3.4.26)

从而, 利用方程 (3.4.21)1 及 (3.4.26) 的比较原理, 我们得到 (3.4.22)1.
下一步, 我们根据 (3.4.22)1 及重整化解技术 (形式上将 −ϑδ (1+ | logwδ |)w−1

δ 乘以方程

(3.4.21)1), 证明如下方程在分布意义下成立:

(
ϑδ log(1+ | logwδ |)

)
t +div

(
uδ ϑδ log(1+ | logwδ |)

)
=

λ0ϑδ Ξδ
1+ | logwδ |

≤ Ξδ . (3.4.27)

注意到 ∫
Td

ϑδ log(1+ | logwδ |)
∣∣
t=0dx ≤ C

λ0
,

从而我们利用 (1.3.19)2、(1.3.22)2­(1.3.22)3、(3.3.25) 和 (3.4.1)­(3.4.2), 证明 (3.4.27) 等式右

侧的项 Ξδ 在 L1(0,T ;L1(Td)) 中一致有界. 因而, 对 (3.4.27) 在 Td × [0, t] 上积分, 我们证得

(3.4.22)2.
最后, 利用 (3.4.19) 及 (3.4.20)2, 我们有

Lh,1(ϑδ ) =
(∫

{(x,y)∈T2d ||Λ[ϑδ ]|≤1}
+
∫
{(x,y)∈T2d ||Λ[ϑδ ]|≥1}

)
Kh(x− y)|Λ[ϑδ ]|dxdy

≤C
(∫

T2d
Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])dxdy

) 1
2
.

(3.4.28)

注意到在 wx
δ ≥ σ∗ 或者 wy

δ ≥ σ∗ 时有 wx
δ +wy

δ ≥ σ∗, 从而我们使用 (3.4.19)1, 卷积型 Young
不等式得到∫

T2d
Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])dxdy

=
(∫

{(x,y)∈T2d |wx
δ≤σ∗ 且 wy

δ≤σ∗}
+
∫
{(x,y)∈T2d |wx

δ≥σ 或 wy
δ≥σ∗}

)
Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])dxdy

≤ C
log(1+ | logσ∗|)

∫
Td

ϑδ log(1+ | logwδ |)dx

+
1

σ∗

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])(w
x
δ +wy

δ )dxdy.

将上式与 (3.4.22)2 及 (3.4.28) 联立, 我们证得 (3.4.23).

利用方程 (3.4.25) 的结构, 我们有关于 ϑδ 加权的正则性估计.

引理 3.4.7. 对任意 T > 0、δ ∈ (0,1)及 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1,设 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ )为初值

问题 (3.3.1)由命题 3.3.5给出的弱解, ϑδ := ρδ +nδ 为密度和,且 wδ 为当 t ∈ (0,T )时问题
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(3.4.21)的解. 那么在定理 1.3.8或者 1.3.10的假设下,以下估计成立:∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])(w
x
δ +wy

δ )dxdy

≤ Lh,1(ρ0,δ +n0,δ )+
C

| logh| 1
2
+(C−2λ0)

∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])Ξx
δ wx

δ dxdydτ

−2
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ[divuδ ]
(
ς ′(Λ[ϑδ ])ϑ

y
δ + ς(Λ[ϑδ ])

)
wx

δ dxdydτ, t ∈ (0,T ),

(3.4.29)

其中 Lh,1( f )、Λ[ f ]、f x、Kh、ς 及 Ξδ 由 (3.4.17)、(3.4.18)1、(3.4.18)2、(3.4.18)3、(3.4.19)以及

(3.4.21)2给出, C > 0为一个与 δ、h和 λ0无关的常数.

证明. 从 (3.4.25) 可推出在分布意义下成立

Λ[ϑδ ]t +div x(Λ[ϑδ ]u
x
δ )+div y(Λ[ϑδ ]u

y
δ )

=
1
2

Λ[ϑδ ](div xux
δ +div yuy

δ )−
1
2
(ϑ x

δ +ϑ y
δ )Λ[divuδ ].

(3.4.30)

根据 (3.4.21), (3.4.30) 及类似于 (3.3.15)­(3.3.17) 的重整化解技术 (形式上, 将乘以 Kh(x−
y)ς ′(Λ[ϑδ ])(wx

δ +wy
δ ) 后在 T2d × [0, t] 上积分) 并利用对称性, 我们得到∫

T2d
Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])(w

x
δ +wy

δ )dxdy
∣∣∣t
0

= 2
∫ t

0

∫
T2d

∇Kh(x− y) ·Λ[uδ ]ς(Λ[ϑδ ])w
x
δ dxdydτ

+2
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])((w
x
δ )t +ux

δ ·∇xwx
δ )dxdydτ

+
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)
(
2ς(Λ[ϑδ ])− ς ′(Λ[ϑδ ])Λ[ϑδ ]

)
(div xux

δ +div yuy
δ )w

x
δ dxdydτ

−
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)(ϑ x
δ +ϑ y

δ )ς
′(Λ[ϑδ ])Λ[divuδ ]w

x
δ dxdydτ.

(3.4.31)

我们利用 (3.4.16)、(3.4.20)1、(3.4.22)1、(3.5.6) 及 (3.5.10) 得到∫ t

0

∫
T2d

∇Kh(x− y) ·Λ[uδ ]ς(Λ[ϑδ ])w
x
δ dxdydτ

≤C
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)
(
|Λ[D|x−y|uδ ]|+2D|x−y|u

x
δ
)
(ϑ x

δ +ϑ y
δ )w

x
δ dxdydτ

≤
C‖ϑδ‖L2(0,T ;L2)‖uδ‖L2(0,T ;H1)

| logh| 1
2

+C
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])M|∇xux
δ |w

x
δ dxdydτ,

其中 D|x| f 及 M f 分别由 (3.5.7) 及 (3.5.9) 定义.
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对 (3.4.31) 等式右侧第二项, 我们从方程 (3.4.21)1 可得∫ t

0

∫
T2d

ς(Λ[ϑδ ])((w
x
δ )t +ux

δ ·∇xwx
δ )dxdydτ

=−2λ0

∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])Ξx
δ wx

δ dxdydτ.

此外, 注意到 (3.4.20)1 及事实(
2ς(Λ[ϑδ ])− ς ′(Λ[ϑδ ])Λ[ϑδ ]

)
(div xux

δ +div yuy
δ )

+(ϑ x
δ +ϑ y

δ )ς
′(Λ[ϑδ ])Λ[divuδ ]

= 2
(
2ς(Λ[ϑδ ])− ς ′(Λ[ϑδ ])Λ[ϑδ ]

)
div xux

δ

−2
(
ς ′(Λ[ϑδ ])ϑ

y
δ + ς(Λ[ϑδ ])

)
Λ[divuδ ],

我们有 ∫ t

0

∫
T2d

(
Kh(x− y)

(
2ς(Λ[ϑδ ])− ς ′(Λ[ϑδ ])Λ[ϑδ ]

)
(div xux

δ +div yuy
δ )w

x
δ

−Kh(x− y)(ϑ x
δ +ϑ y

δ )ς
′(Λ[ϑδ ])Λ[divuδ ]w

x
δ

)
dxdydτ

≤C
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])|div xux
δ |w

x
δ dxdydτ

−2
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ[divuδ ]
(
ς ′(Λ[ϑδ ])ϑ

y
δ + ς(Λ[ϑδ ])

)
wx

δ dxdydτ.

将上述估计带入 (3.4.31), 我们证得 (3.4.29).

对应散度差 Λ[divuδ ] 的部分可分解为压力函数的先验估计和有效粘性通量的先验估计

如下:

引理 3.4.8. 对任意 T > 0、δ ∈ (0,1)及 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ + 1,设 (ρδ ,nδ ,(ρδ + nδ )uδ )为当

t ∈ (0,T )时初值问题 (3.3.1)由命题 3.3.5给出的弱解, ϑδ := ρδ + nδ 为密度和,且 wδ 为当

t ∈ (0,T )时问题 (3.4.21)的解. 那么在定理 1.3.8或者 1.3.10的假设下, 对一个待选取的常
数 k ≥ 1,以下估计成立:

−
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ[divuδ ]
(
ς ′(Λ[ϑδ ])ϑ

y
δ + ς(Λ[ϑδ ])

)
wx

δ dxdydτ

≤ C
k
− 1

2µ +λ

∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ(Pδ (ρδ ,nδ ))Ψδ ,kdxdydτ

+
1

2µ +λ

∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ(Fδ )Ψδ ,kdxdydτ, t ∈ (0,T ),

(3.4.32)
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其中

Ψδ ,k :=
(
ς ′(Λ[ϑδ ])ϑ

y
δ + ς(Λ[ϑδ ])

)
1ϑ x

δ≤k1ϑ y
δ≤kwx

δ , (3.4.33)

Pδ、Fδ、Lh,1( f )、Λ[ f ]、f x、Kh以及 ς 各自由 (3.2.2)、(3.4.3)、(3.4.17)、(3.4.18)1、(3.4.18)2、

(3.4.18)3和 (3.4.19)给出, C > 0为一个与 δ、h、k及 λ0无关的常数.

证明. 根据 (3.3.25)、(3.4.1)­(3.4.2)、(3.4.19)1 及 (3.4.22)1, 我们得到

−
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ[divuδ ]
(
ς ′(Λ[ϑδ ])ϑ

y
δ + ς(Λ[ϑδ ])

)
(1−1ϑ x

δ≤k1ϑ y
δ≤k)w

x
δ dxdydτ

≤C
∫
{(x,y,τ)∈T2d |ϑ x

δ≥k 或 ϑ y
δ≥k}

Kh(x− y)(|div xux
δ |+ |div yuy

δ |)(ϑ
x
δ wx

δ +1)dxdydτ

≤ C
k

∫
T2d

Kh(x− y)(|div xux
δ |+ |div yuy

δ |)(ϑ
x
δ +ϑ y

δ )dxdydτ

≤ C
k
‖divuδ‖L2(0,T ;L2)‖ϑδ‖L2(0,T ;L2) ≤

C
k
,

(3.4.34)

其中我们使用了如下事实:

|ς ′(Λ[ϑδ ])|ϑ
y
δ ≤C(ϑ x

δ +1), 若 |Λ[ϑδ ]| ≤ 2,

ς ′(Λ[ϑδ ])ϑ
y
δ + ς(Λ[ϑδ ]) = ϑ x

δ signΛ[ϑδ ], 若 |Λ[ϑδ ]| ≥ 2,

ϑ x
δ +ϑ y

δ ≥ k, 若 ϑ x
δ ≥ k 或者 ϑ y

δ ≥ k,

ϑδ wδ ≤ ϑδ e−λ0ϑδ ≤ 1
λ0

≤ 1.

联立有效粘性通量的定义 (3.4.3) 及估计 (3.4.34), (3.4.32) 成立.

关键的压力函数先验估计由如下建立.

引理 3.4.9. 对任意 T > 0、δ ∈ (0,1)及 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ + 1,设 (ρδ ,nδ ,(ρδ + nδ )uδ )为当

t ∈ (0,T )时初值问题 (3.3.1)由命题 3.3.5给出的弱解, ϑδ := ρδ + nδ 为密度和,且 wδ 为当

t ∈ (0,T )时问题 (3.4.21)的解. 那么在定理 1.3.8或者 1.3.10的假设下,对 ζ > 0,存在一个
充分小的常数 δ1(ζ ) ∈ (0,1)使得对 t ∈ (0,T ), δ ∈ (0,δ1(ζ ))和一个待选取的 k ≥ 1,以下估
计成立:

−
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ(Pδ (ρδ ,nδ ))Ψδ ,kdxdydτ

≤Ckp0
(

ζ +
∫ t

0

(
Lh,1(A)+Lh,1(B)

)
dτ
)

+C
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])
(
(ρx

δ )
γ +(ρx

δ )
γ̃ +(nx

δ )
α +(nx

δ )
α̃ +1

)
wx

δ dxdydτ,

(3.4.35)
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其中 (A,B)、Lh,1( f )、Λ[ f ]、f x、Kh、ς 以及 Ψδ ,k分别由 (1.3.24)、(3.4.17)、(3.4.18)1、(3.4.18)2、

(3.4.18)3、(3.4.19)和 (3.4.33)给出, C > 0为一个与 δ、h、k及 λ0无关的常数.

证明. 首先, 当 δ → 0 时, 我们由 (3.4.13) 易知{
ρδ −Aϑδ → 0 a.e. Td × (0,T ),

nδ −Bϑδ → 0 a.e. Td × (0,T ).

因而,我们应用Egorov定理推断对任意常数 ζ > 0,存在 δ1(ζ )∈ (0,1)以及 Qζ ,T ⊂Td×(0,T )

使得如下成立:{
|Td × (0,T )/Qζ ,T | ≤ ζ ,

|ρδ −Aϑδ |+ |nδ −Bϑδ | ≤ ζ , (x, t) ∈ Qζ ,T , δ ∈ (0,δ1(ζ )).
(3.4.36)

引入

Qζ ,t =
{
(x,y,τ) ∈ T2d × (0, t) | (x,τ) ∈ Qζ ,t 且 (y,τ) ∈ Qζ ,t

}
, t ∈ [0,T ].

由 (3.2.2)、(3.4.22)1 及 (3.4.36), 我们有

−
∫
T2d×(0,t)/Qζ ,t

Kh(x− y)Λ(Pδ (ρδ ,nδ ))Ψδ ,kdxdydτ ≤Ckp0ζ .

根据 (1.3.23), 压力部分可分解为

Λ(Pδ (ρδ ,nδ )) = δ (ϑ x
δ )

p0 −δ (ϑ y
δ )

p0

+ Iϑ x
δ≤δ P(ρx

δ ,n
x
δ )− Iϑ y

δ≤δ P(ρy
δ ,n

y
δ )

+P(ρx
δ ,n

x
δ )−P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )

+P(Ayϑ y
δ ,B

yϑ y
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ )

+P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )−P(Ayϑ y

δ ,B
yϑ y

δ )

+P(Axϑ x
δ ,B

xϑ x
δ )−P(Axϑ y

δ ,B
xϑ y

δ ).

(3.4.37)

等式 (3.4.37) 右侧逐项估计如下. 首先, 由 (3.4.20)1 以及 sp0 关于 s ≥ 0 的单调性, (ϑ x
δ )

p0 −
(ϑ y

δ )
p0 和 ς ′(Λ[ϑδ ]) 有相同的正负性. 将该事实与 (3.4.20)1 结合, 我们易证

−δ
∫
Qζ ,t

Kh(x− y)
(
(ϑ x

δ )
p0 − (ϑ y

δ )
p0
)
Ψδ ,kdxdydτ

≤ δ
∫
Qζ ,t

Kh(x− y)
∣∣(ϑ x

δ )
p0 − (ϑ y

δ )
p0
∣∣(− 1

2

∣∣ς ′(Λ[ϑδ ])
∣∣(ϑ x

δ +ϑ y
δ )

+
∣∣ς(Λ[ϑδ ])−

1
2

ς ′(Λ[ϑδ ])Λ[ϑδ ]
∣∣)1ϑ x

δ≤k1ϑ y
δ≤kwx

δ dxdydτ ≤ 0.
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其次, 根据 (1.3.16)、(3.3.10)­(3.3.11)、(3.3.20)、(3.4.22)1 以及 (3.4.36), 我们得到

−
∫
Qζ ,t

Kh(x− y)
(
Iϑ x

δ≤δ P(ρx
δ ,n

x
δ )− Iϑ y

δ≤δ P(ρy
δ ,n

y
δ )
)
Psiδ ,kdxdydτ

≤C
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])w
x
δ dxdydτ,

以及

−
∫
Qζ ,t

Kh(x− y)
(
P(ρx

δ ,n
x
δ )−P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )

+P(Ayϑ y
δ ,B

yϑ y
δ )−P(ρy

δ ,n
y
δ )
)
Ψδ ,kdxdydτ ≤C(1+ kp0)ζ .

类似地, 我们有

−
∫
Qζ ,t

Kh(x− y)P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )−P(Ayϑ y

δ ,B
yϑ y

δ )Ψδ ,kdxdydτ ≤Ckp0
(
Lh,1(A)+Lh,1(B)

)
.

为了控制 (3.4.37) 等式右侧关键的最后两项, 我们需要利用关于变量 x 方程 (3.4.21)1 中的阻

尼形式, 其中关键在于消除变量 y 所带来的影响. 为此, 我们将分三个情形讨论:

• 情形 1:
(
P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )−P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )
)
Λ[ϑδ ]≥ 0.

若 P(ρ,n)关于密度 ρ 及 n 都是单调递增的,则所有情形可归结为情形 1. 因为 P(Axϑ x
δ ,B

xϑ x
δ )−

P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ ), Λ[ϑδ ] 和 ς ′(Λ[ϑδ ]) 有相同的正负性, 我们利用 (3.4.20)1 可得

−
(
P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )−P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )
)
Ψδ ,k

≤
∣∣P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )−P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )
∣∣(− 1

2

∣∣ς ′(Λ[ϑδ ])
∣∣(ϑ x

δ +ϑ y
δ )

+
∣∣ς(Λ[ϑδ ])−

1
2

ς ′(Λ[ϑδ ])Λ[ϑδ ]
∣∣)≤ 0, (x,y,τ) ∈Qζ ,t .

• 情形 2:
(
P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )−P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )
)
Λ[ϑδ ]< 0 且 ϑ y

δ ≤ 2ϑ x
δ .

根据 (1.3.16)、(3.3.11)、(3.3.20) 及 (3.4.36)2, 我们通过计算可证

−
(
P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )−P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )
)
Ψδ ,k

≤C
(
(Axϑ x

δ +Axϑ y
δ )

γ̃−1 +1
)
Ax|Λ[ϑδ ]|

(
ς ′(Λ[ϑδ ])ϑ

y
δ + ς(Λ[ϑδ ])

)
wx

δ

+C
(
(Bxϑ x

δ +Bxϑ y
δ )

α̃−1 +1
)
Bx|Λ[ϑδ ]|

(
ς ′(Λ[ϑδ ])ϑ

y
δ + ς(Λ[ϑδ ])

)
wx

δ

≤C
(
(ρx

δ +ζ )γ̃ +ρx
δ +ζ +(nx

δ +ζ )α̃ +nx
δ +ζ

)
ς(Λ[ϑδ ])w

x
δ , (x,y,τ) ∈Qζ ,t .

• 情形 3:
(
P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )−P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )
)
Λ[ϑδ ]< 0 且 ϑ y

δ > 2ϑ x
δ .
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在此情形下, 我们易证以下事实:{
|Λ[ϑδ ]|= ϑ y

δ −ϑ x
δ > ϑ x

δ ≥ 0, ς ′(Λ[ϑδ ])< 0,

ϑ y
δ = |Λ[ϑδ ]|+ϑ x

δ < 2|Λ[ϑδ ]|, P(Axϑ x
δ ,B

xϑ x
δ )> P(Axϑ y

δ ,B
xϑ y

δ ).

从而, 我们有

−
(
P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )−P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )
)
Ψδ ,k

=
(
P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )−P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )
)(∣∣ς ′(Λ[ϑδ ])

∣∣ϑ y
δ − ς(Λ[ϑδ ])

)
wx

δ

≤
(
P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )+C
)(

2
∣∣ς ′(Λ[ϑδ ])

∣∣∣∣Λ[ϑδ ]
∣∣+ ς(Λ[ϑδ ])

)
wx

δ

≤C
(
(ρx

δ +ζ )γ +(nx
δ +ζ )α +1

)
ς(Λ[ϑδ ])w

x
δ , (x,y,τ) ∈Qζ ,t .

我们联立上述三个情形得到

−
∫
Qζ ,t

Kh(x− y)
(
P(Axϑ x

δ ,B
xϑ x

δ )−P(Axϑ y
δ ,B

xϑ y
δ )
)
Ψδ ,kdxdydτ

≤C
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)
(
(ρx

δ )
γ +(ρx

δ )
γ̃ +(nx

δ )
α +(nx

δ )
α̃ +1

)
ς(Λ[ϑδ ])w

x
δ dxdydτ.

将上面的估计代入 (3.4.37), 我们证得 (3.4.35). 引理 3.4.9 证毕.

最后, 我们利用动量方程 (3.3.1) 的结构以及 Riesz 算子 Ri = (−∆)−
1
2 ∂i 的交换子估计

(3.5.11)­(3.5.12) 来估计有效粘性通量部分.

引理 3.4.10. 对任意 T > 0、δ ∈ (0,1)及 p0 > γ + γ̃ +α + α̃ +1,设 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ )为当

t ∈ (0,T )时初值问题 (3.3.1)由命题 3.3.5给出的弱解, ϑδ := ρδ + nδ 为密度和,且 wδ 为当

t ∈ (0,T )时问题 (3.4.21)的解. 那么在定理 1.3.8或者 1.3.10的假设下,对 t ∈ (0,T )以及待

定的常数 k ≥ 1,以下估计成立:∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ(Fδ )Ψδ ,kdxdydτ ≤ Cλ0kp0

| logh|
1
2 min{ 1

2 ,
2γ0−d
γ0+d }

, (3.4.38)

其中 γ0 := min{γ,α}, Fδ、Λ[ f ]、f x、Kh 及 Ψδ ,k 分别由 (3.4.3)、(3.4.18)1、(3.4.18)2、(3.4.18)3

及 (3.4.33)给出, C > 0为一个与 δ、h、k及 λ0无关的常数.

证明. 我们对 (3.4.21)1 及 (3.4.25) 使用重整化解技术可知

(Ψδ ,k)t +div x(Ψδ ,kux
δ )+div y(Ψδ ,kuy

δ ) = Rδ ,k 在分布意义下成立, (3.4.39)

此处

Rδ ,k := (Ψδ ,k −∂ϑ x
δ
Ψδ ,k)div xux

δ +(Ψδ ,k −∂ϑ y
δ
Ψδ ,k)div yuy

δ −λ0∂wx
δ
Ψδ ,kΞx

δ wx
δ .
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根据 (3.4.21)2 及 (3.4.22)1, Ψδ ,k 及 Rδ ,k 满足‖Ψδ ,k‖L∞(0,T ;L∞(T2d)) ≤Ck,

‖Rδ ,k‖L∞(0,T ;L∞(T2d)) ≤Cλ0kp0
(
|div xux

δ |+ |div yuy
δ |+M|∇xux

δ |+1
)
,

(3.4.40)

其中 C > 0 与 δ ,k 及 λ0 无关, 极大函数算子 M : Lp(Td)→ Lp(Td) (p ∈ [1,∞)) 由 (3.5.7) 定义.
从 (3.4.4), 我们可知

Λ(Fδ ) = Λ((−∆)−1div(ϑδ uδ )t +Λ[(−∆)−1divdiv(ϑδ uδ ⊗uδ )). (3.4.41)

利用 (3.4.39) 和 (3.4.41) 并且在 T2d × [0, t] 上分部积分, 我们得到∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ(Fδ )Ψδ ,kdxdydτ

=
∫
T2d

Kh(x− y)Λ[(−∆)−1div(ϑδ uδ )]Ψδ ,kdxdy
∣∣t
0

−
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ[(−∆)−1div(ϑδ uδ )]Rδ ,kdxdydτ

−
∫ t

0

∫
T2d

∇Kh(x− y)Λ[uδ ] ·Λ[(−∆)−1div(ϑδ uδ )]Ψδ ,kdxdydτ

−
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ ui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ,

(3.4.42)

其中 Ri := (−∆)−
1
2 ∂i 为 Riesz 算子, [A,B] = AB−BA 为交换子.

我们首先估计 (3.4.42) 等式右侧第一项. 我们从 (3.4.7)、(3.5.3) 及算子 ∇(−∆)−1div 的有

界性可知

Lh,p
(
(−∆)−1div(ϑδ uδ )

)
≤C

( 1

| logh| 1
2
+

1

| logh|pd min{0, 1
p−

γ0+1
2γ0

}+p

)
, p ∈ [1,

2γ0d(γ0 +1)
d(γ0 +1)−2γ0

).
(3.4.43)

结合 (3.2.5)、(3.4.7)、(3.4.40)2 以及 (3.4.43) 可以推断∫
T2d

Kh(x− y)Λ[(−∆)−1div(ϑδ uδ )]Ψδ ,kdxdy
∣∣t
0

≤Ck ess sup
t∈(0,T )

Lh,1
(
(−∆)−1div(ϑδ uδ )

)
+Ck Lh,1

(
(−∆)−1div((ρ0,δ +n0,δ )u0,δ )

)
≤ Ck

| logh| 1
2
.

(3.4.44)
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进一步, 我们利用 (3.3.25)、(3.4.7)、(3.4.40)2 及 (3.4.43) 以证明

−
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ[(−∆)−1div(ϑδ uδ )]Rδ ,kdxdydτ

≤Ckp0λ0

(
‖∇uδ‖L2(0,T ;L2)ess sup

t∈(0,T )
Lh,2
(
(−∆)−1div(ϑδ uδ )

) 1
2

+ ess sup
t∈(0,T )

Lh,1
(
(−∆)−1div(ϑδ uδ )

))
≤ Ckp0λ0

| logh|min{ 1
4 ,

2γ0−d
2γ0

}
.

(3.4.45)

类似地, 由于 γ0 > d
2 , (−∆)−1div(ϑδ uδ ) 在 L2(0,T ;L2(Td)) 中是关于 δ ∈ (0,1) 一致有界的,

我们可证∫ t

0

∫
T2d

∇Kh(x− y)Λ[uδ ] ·Λ[(−∆)−1div(ϑδ uδ )]Ψδ ,kdxdydτ

≤Ck
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)|Λ[(−∆)−1div(ϑδ uδ )]|M|∇xux
δ |dxdydτ +

Ck

| logh| 1
2
.

(3.4.46)

又由 (3.3.25)、(3.4.7) 及 (3.4.43), 我们有∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)|Λ[(−∆)−1div(ϑδ uδ )]|M|∇xux
δ |dxdydτ

≤C‖M|∇uδ |‖L2(0,T ;L2)ess sup
t∈(0,T )

Lh,2
(
(−∆)−1div(ϑδ uδ )

) 1
2 ≤ C

| logh|min{ 1
4 ,

2γ0−d
2γ0

}
.

(3.4.47)

联立 (3.4.46)­(3.4.47), 我们证得∫ t

0

∫
T2d

∇Kh(x− y)Λ[uδ ] ·Λ[(−∆)−1div(ϑδ uδ )]Ψδ ,kdxdydτ ≤ Ck

| logh|min{ 1
4 ,

2γ0−d
2γ0

}
. (3.4.48)

我们估计等式 (3.4.42) 右侧的最后一项. 受到文献 [165] 的启发, 注意到交换自估计

(3.5.12) 可以给出

‖∇[u j
δ ,RiR j](ϑδ ui

δ )(t)‖Lp ≤C‖∇u j
δ (t)‖L2‖ϑδ ui

δ (t)‖Lq, a.e. t ∈ (0,T ), 1 ≤ i, j ≤ d, (3.4.49)

这里 p∈ (1,∞)及 q∈ (2,∞)满足 1
2 +

1
q =

1
p < 1. 值得强调的是, (3.4.49)无法直接对情形 γ0 ≤ d

使用. 例如, 对三维时, ϑδ uδ 在 L2(0,T ;L
6γ0

6+γ0 (Td)) 中一致有界, 但当 γ0 ≤ 3 时 1
2 +

6+γ0
6γ0

≥ 1.
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为此, 对待选取的 L ≥ 1, 我们将 (3.4.42) 作如下分解:∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ ui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ

=
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ 1ϑδ≤Lui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ

+
∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ 1ϑδ≥Lui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ.

(3.4.50)

对 (3.4.50), 我们分别讨论情形 d ≥ 3 及情形 d = 2.

• 情形 1: d ≥ 3.

使用 (3.4.40)1、(3.5.3)、(3.5.12) 及 H1(Td) ↪→ L
2d

d−2 (Td), 我们得到∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ 1ϑδ≤Lui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ

≤ Ck

| logh| 1
2

(
1+‖∇uδ‖L2(0,T ;L2)‖ϑδ 1ϑδ≤Luδ‖

L2(0,T ;L
2d

d−2 )

)
≤ CkL

| logh| 1
2
.

同时, 我们可得 ∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ 1ϑδ≥Lui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ

≤Ck‖ϑδ 1ϑδ≥L‖L∞(0,T ;Lp3)‖uδ‖2

L2(0,T ;L
2d

d−2 )

≤
Ck‖ϑδ‖

γ0
p3
L∞(0,T ;Lγ0)

‖uδ‖2
L2(0,T ;H1)

L
1
d (γ0− d

2 )
≤ Ck

L
1
d (γ0− d

2 )
,

其中常数 p2 ∈ (1,∞) 及 p3 ∈ (d
2 ,γ0) 由如下关系给出:

1
p2

+
d −2

d
=

1
p2

,
γ0 − p3

p3
=

1
d
(γ0 −

d
2
).

• 情形 2: d = 2.

由 (3.4.40)1、(3.5.3)、(3.5.12) 及 H1(T2) ↪→ Lp(T2) (p ∈ [1,∞)), 我们有如下估计:∫ t

0

∫
T4

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ 1ϑδ≤Lui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ

≤ Ck

| logh| 1
2

(
1+‖∇uδ‖L2(0,T ;L2)‖ϑδ 1ϑδ≤Luδ‖L2(0,T ;L4)

)
≤

Ck(1+L‖uδ‖2
L2(0,T ;H1)

)

| logh| 1
2

≤ CkL

| logh| 1
2
.
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对(3.4.50) 等式右侧第二项, 我们利用 (3.4.40)1、(3.5.3)、(3.5.11) 及 H1(T2) ↪→ BMO(T2) ↪→
Lp(T2) (p ∈ [1,∞)) 得到∫ t

0

∫
T4

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ 1ϑδ≥Lui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ

≤Ck‖RiR j(ϑδ 1ϑδ≤Lui
δ u j

δ )−u j
δ RiR j(1ϑδ≤Lϑδ ui

δ )‖
L1(0,T ;L

4γ0
3γ0+1 )

≤Ck‖uδ‖L2(0,T ;H1)‖ϑδ 1ϑδ≥L‖
L∞(0,T ;L

2γ0
γ0+1 )

‖uδ‖
L2(0,T ;L

4γ0
γ0−1 )

≤ Ck

L
γ0−1

2

‖uδ‖2
L2(0,T ;H1)‖ϑδ‖

γ0+1
2

L∞(0,T ;Lγ0)
≤ Ck

L
γ0−1

2

将上述两个情形联立后代入 (3.4.50), 对 d ≥ 2, 我们有∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ ui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ ≤Ck

( L

| logh| 1
2
+

1

L
1
d (γ0− d

2 )

)
. (3.4.51)

在 (3.4.51) 中选取 L = | logh|
1

2(
γ0
d + 1

2 ) , 我们证明∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)Λ
[
[u j

δ ,RiR j](ϑδ ui
δ )
]
Ψδ ,kdxdydτ ≤ Ck

| logh|
1
2 min{1, 2γ0−d

2γ0+d }
. (3.4.52)

我们将上述估计 (3.4.44)­(3.4.45)、(3.4.48) 及 (3.4.52) 代入 (3.4.42), 我们得到 (3.4.38). 引理

3.4.10 证毕.

注记 3.4.11. 引理 3.4.10 关于有效粘性通量的紧性估计对所有大于 d
2 的绝热常数都成立.

3.4.3 定理 1.3.8和1.3.10的证明

对任意 δ ∈ (0,1) 及时间 T > 0, 设 (ρδ ,nδ ,(ρδ +nδ )uδ ) 为当 t ∈ (0,T ) 时初值问题 (3.3.1)

由命题 3.3.5 给出的弱解, ϑδ := ρδ +nδ 为密度和, wδ 为当 t ∈ (0,T ) 时初值问题 (3.4.21) 的

弱解, 且 (ρ,u,(ρ +n)u) 为由引理 3.4.4 得到的极限. 基于引理 3.4.7­3.4.10 中的估计, 对任意

ζ > 0, 存在一个常数 δ1(ζ ) ∈ (0,1) 使得对 δ ∈ (0,δ1(ζ ))、h ∈ (0,h0)、k ≥ 1 及 λ0 ≥ 1, 我们有∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])(w
x
δ +wy

δ )dxdy

≤ C
k
+Cλ0kp0h1(δ ,ζ ,h)+(C−2λ0)

∫ t

0

∫
T2d

Kh(x− y)|Λ[ϑδ ]|Ξx
δ wx

δ dxdydτ,
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两相流方程组的适定性与渐近行为

其中 C > 0 为一个与 δ、h、ζ 及 λ0 无关的常数, h1(δ ,ζ ,h) ∈ (0,1) 由如下给出:

h1(δ ,ζ ,h) := Lh,1(ρ0,δ +n0,δ )+
1

| logh|
1
2 min{ 1

2 ,
2γ0−d
γ0+d }

+ζ

+
∫ T

0

(
Lh,1(A)+Lh,1(B)

)
dt, γ0 := min{γ,α}.

选取

λ0 =
C
2
+1, k = h1(δ ,ζ ,h)

− 1
p0+1 ,

我们有 ∫
T2d

Kh(x− y)ς(Λ[ϑδ ])(w
x
δ +wy

δ )dxdy ≤Ch1(δ ,ζ ,h)
1

p0+1 .

我们将上式和 (3.4.23) 合并后证明

(
Lh,1(ϑδ )

)2 ≤ C
log(1+ | logσ∗|)

+
Ch1(δ ,ζ ,h)

1
p0+1

σ∗
.

因而, 我们在上式中选取 σ∗ = h1(δ ,ζ ,h)
1

2(p0+1) 得到

(
Lh,1(ϑδ )

)2 ≤ C
log(1+ | logh1(δ ,ζ ,h)|)

+h1(δ ,ζ ,h)
1

2(p0+1) .

由于 ζ > 0 是任意小的, 我们证得

lim
h→0

limsup
δ→0

ess sup
t∈(0,T )

Lh,1(ϑδ ) = 0. (3.4.53)

根据 (3.4.14)、(3.4.53) 以及引理 3.5.3 并注意到 (ϑδ )t 在 L∞(0,T ;W−1, 2γ0
γ0+1 (Td)) 中关于 δ ∈

(0,1) 一致有界, 在取子列的意义下, 我们得到

(ρδ ,nδ )→ (ρ,n) 于 L1(0,T ;L1(Td))×L1(0,T ;L1(Td)), δ → 0. (3.4.54)

将 (3.4.54) 和引理 3.4.1 及 Egorov 定理联立, 可证当 δ → 0 时, 我们有

P(ρδ ,nδ )→ P(ρ,n) 于 L1(0,T ;L1(Td)). (3.4.55)

由 (3.4.12) 及 (3.4.55), 易证 (ρ,n,(ρ + n)u) 满足定义 1.3.7 中的特性 (1)­(4). 定理 1.3.8
和 1.3.10 证毕.
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3.5 附录

在该附录中, 我们给出一些密度紧性估计所需的技术性引理.

引理 3.5.1. 假设 fδ (δ > 0)在 Lp(Td) (p ∈ [1,∞))中一致有界. 则对 h ∈ (0,h0),以下估计成
立:

sup
|z|<h

∫
Td

| fδ (x+ z)− fδ (x)|pdx ≤C
( ‖ fδ‖

p
L1

| logh|p
+L

h
1

d+1 ,p
( fδ )

)
, (3.5.1)

Lh,p( fδ )≤C
( ‖ fδ‖

p
Lp

| logh| 1
2
+ sup

|z|< 1
| logh|

∫
Td

| fδ (x+ z)− fδ (x)|pdx
)
, (3.5.2)

其中 Lh,p( f )由 (3.4.17)定义, C > 0为与 h及 δ 无关的常数.
进一步,若 fδ 在W 1,q(Td) (q ∈ [1,d))中一致有界,则 Lh,p( fδ )满足

Lh,p( fδ )≤C
( ‖ fδ‖

p
Lp

| logh| 1
2
+

‖∇ fδ‖
p
Lq

| logh|pd min{0, 1
p−

1
q}+p

)
, p ∈ [1,

qd
d −q

). (3.5.3)

证明. 首先, 对 |z|< h 及 σ ∈ (0,1), 由 (3.4.16) 及 ‖∇Kσ‖L∞ ≤ C
σd+1 , 我们得∫

Td
| fδ (x+ z)− fδ (x)|pdx

≤C
∫
Td

∣∣∣ Kσ
‖Kh‖L1

∗ fδ (x+ z)− Kσ
‖Kh‖L1

∗ fδ (x)
∣∣∣pdx+C

∫
Td

∣∣∣ fδ (x)−
Kσ

‖Kh‖L1
∗ fδ (x)

∣∣∣pdx

≤
Chp‖ fδ‖

p
L1

σ p(d+1)| logσ |p
+Lσ ,p( fδ ).

选取 σ = h
1

d+1 , 我们得到 (3.5.1).
为了证明 (3.5.2), 我们分解 Lh,p( fδ ) 为如下三部分:

Lh,p( fδ ) =
(∫

{|x−y|≥ 1
2}
+
∫
{ 1
| logh|≤|x−y|< 1

2}
+
∫
{0≤|x−y|< 1

| logh|}

)
Kh(x− y)| fδ (x)− fδ (y)|pdxdy.

由于 (3.4.16) 及当 |x| ≥ 1
2 时 Kh(x)≤C, 我们有

∫
{|x−y|≥ 1

2}
Kh(x− y)| fδ (x)− fδ (y)|pdxdy ≤

C‖ fδ‖
p
Lp

| logh|
.
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利用 Kh(z)≤ C
|z|d 及 | logh|− 1

2 ≤ e−
1
2 (n+1) (0 ≤ n ≤ log | logh|−1), 我们得到

∫
{ 1
| logh|≤|x−y|< 1

2}
Kh(x− y)| fδ (x)− fδ (y)|pdxdy

≤C
log | logh|−1

∑
n=0

1
| logh|

∫
{ 1

2 e−n−1≤|z|≤ 1
2 e−n}

end
∫
Td

| fδ (x)− fδ (x− z)|pdxdz

≤
C‖ fδ‖

p
Lp

| logh| 1
2

∞

∑
n=0

e−
n
2 ≤

C‖ fδ‖
p
Lp

| logh| 1
2
,

此外, 我们易知∫
{0≤|x−y|< 1

| logh|}
Kh(x− y)| fδ (x)− fδ (y)|pdxdy ≤ sup

|z|< 1
| logh|

∫
Td

| fδ (x+ z)− fδ (x)|pdx.

联立上述估计, 我们证明 (3.5.2).
最后, 对 |z|< h, 由 Sobolev 不等式及

fδ (x+ z)− fδ (x) =
∫ 1

0
z ·∇ fδ (x+ τ̄z)dτ̄,

成立 (∫
Td

| fδ (x+ z)− fδ (x)|pdx
) 1

p ≤ |z|‖∇ fδ‖Lq, p ∈ [1,q],

和 (∫
Td

| fδ (x+ z)− fδ (x)|pdx
) 1

p

≤C|z|1−θ‖ fδ −
∫
Td

f dx‖θ

L
qd

d−q
‖∇ fδ‖1−θ

Lq ≤C|z|1−θ‖∇ fδ‖Lq, p ∈ (q,
qd

d −q
),

其中常数 θ ∈ (0,1) 满足 1
p = d−q

qd θ + 1
q(1−θ). 从而, (3.5.3) 可由 (3.5.2) 及上面两个估计得

到. 引理 3.5.1 证毕.

根据引理 3.5.1 及 Riesz­Fréchet­Kolmogorov 紧性标准 (参见 [22, 111 页]), 我们有如下

紧性标准.

引理 3.5.2. 假设 fδ (δ > 0)在 Lp(Td) (p ∈ [1,∞))中一致有界. 则 fδ 在 Lp(Td)中是强紧的

当且仅当
lim
h→0

limsup
δ→0

Lh,p( fδ ) = 0, (3.5.4)

其中 Lh,p( fδ )由 (3.4.17)定义.

进一步, 我们证明如下 Lions­Aubin 型时­空紧性标准.
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引理 3.5.3. 对时间 T > 0,假设 fδ (δ > 0)在 Lp(0,T ;Lp(Td)) (p ∈ [1,∞))中一致有界, ( fδ )t

在 Lq(0,T ;W−m,1(Td)) (q > 1, m ≥ 0)中一致有界. 则 fδ 在 Lp(0,T ;Lp(Td))中是强紧的当且

仅当

lim
h→0

limsup
δ→0

∫ T

0
Lh,p( fδ )dt = 0, (3.5.5)

其中 Lh,p( fδ )由 (3.4.17)定义.

证明. 对 |z|< h < T
2 , 我们有如下分解:

‖ fδ (x+ z, t +h)− fδ (x, t)‖Lp(0, T
2 ;Lp)

≤ ‖ fδ (x+ z, t +h)− fδ (x, t +h)‖Lp(0, T
2 ;Lp)

+‖ fδ ∗ Jδ ′(x, t +h)− fδ ∗ Jδ ′(x, t)‖Lp(0, T
2 ;Lp)

+‖ fδ (x, t +h)− fδ ∗ Jδ ′(x, t +h)‖Lp(0, T
2 ;Lp)+‖ fδ (x, t)− fδ ∗ Jδ ′(x, t)‖Lp(0, T

2 ;Lp),

其中 Jδ ′ ∈C∞
c (Td) 为 the Friedrichs 磨光核. 由 (3.5.1) 及 (3.5.4), 我们得

lim
h→0

limsup
δ→0

‖ fδ (x+ z, t +h)− fδ (x, t +h)‖Lp(0, T
2 ;Lp) = 0,

此外, 我们易证
lim
h→0

limsup
δ→0

‖ fδ ∗ Jδ ′(x, t +h)− fδ ∗ Jδ ′(x, t)‖Lp(0, T
2 ;Lp)

≤ lim
h→0

limsup
δ→0

h1− 1
q‖( fδ ∗ Jδ ′)t‖Lq(0,T ;Lp) = 0,

及

lim
δ ′→0

lim
h→0

limsup
δ→0

(‖ fδ (x, t +h)− fδ ∗ Jδ ′(x, t +h)‖Lp(0, T
2 ;Lp)+‖ fδ (x, t)− fδ ∗ Jδ ′(x, t)‖Lp(0, T

2 ;Lp))

≤ 2 lim
δ ′→0

limsup
δ→0

sup
|z|<δ ′

‖ fδ (x+ z, t)− fδ (x, t)‖Lp(0,T ;Lp) = 0.

上述估计以及 Riesz­Fréchet­Kolmogorov 紧性标准可推出 fδ 在 Lp(0, T
2 ;Lp(Td)) 中是强紧的.

我们对 f̃δ (x, t) := fδ (x,T − t) 重复以上过程, 可证 fδ 在 Lp(T
2 ,T ;Lp(Td)) 中的强紧性. 从而,

(3.5.5) 成立.

如下特性用于证明引理 3.4.8 及 3.4.10.

引理 3.5.4 ([13, 30]). 对 f ∈ H1(Td),以下不等式成立:

| f (x)− f (y)| ≤C|x− y|
(
D|x−y| f (x)+D|x−y| f (y)

)
, (3.5.6)
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其中C > 0为一个仅依赖于 d 的函数, Dr f 为

Dr f (x) :=
1
r

∫
|z|≤r

|∇ f (x+ z)|
|z|d−1 dz. (3.5.7)

并且, Dr 满足

Dr f (x)≤CM|∇ f |(x), (3.5.8)

其中 M : Lp(Td)→ Lp(Td) (p ∈ [1,∞))为极大函数算子:

M f (x) := sup
r∈(0,1)

1
|B(0,r)|

∫
B(0,r)

f (x+ z)dz. (3.5.9)

此外,以下估计成立:∫
Td

Kh(z)‖D|z| f −D|z| f (·+ z)‖L2dz ≤C‖ f‖H1| logh|
1
2 , (3.5.10)

其中周期对称核 Kh由 (3.4.15)给出.

我们介绍 Riesz 算子 Ri := (−∆)−
1
2 ∂i 的交换子估计. 该估计首先由 Coifman­Rochberg­

Weiss [57] 及 Coifman­Meyer [56] 证得, 并且被 Lions [165] 应用于证明等熵可压缩 NS 方程

组 (1.1.2) 弱解的整体存在性.

引理 3.5.5 ([56, 57]). 对 f ∈ BMO(Td)及 g ∈ Lp(Td) (p ∈ (1,∞)),以下交换子估计成立:

‖[RiR j, f ]g‖Lp ≤C‖ f‖BMO‖g‖Lp , f ∈ BMO(Td), (3.5.11)

其中 [A,B] = AB−BA为交换子, BMO(Td)为有界平均振荡空间,C > 0为一个仅依赖于 p及

d 的常数.
进一步,设 qi ∈ (1,∞) (i = 1,2,3)满足 1

q1
= 1

q2
+ 1

q3
. 则对 f ∈ W 1,q2(Td)及 g ∈ Lq3(Td),

以下交换子估计成立:

‖∇[RiR j, f ]g]‖Lq1 ≤Cq1,q2‖∇ f‖Lq2‖g‖Lq3 , (3.5.12)

其中常数Cq1,q2 > 0仅依赖于 qi (i = 1,2)及 d.
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第四章 高维 Navier­Stokes­Euler方程组在临
界 Besov空间中的整体强解

4.1 引言

在本章, 我们证明高维可压缩 NS­Euler 方程组柯西问题 (1.3.25) 整体强解在临界 Besov
空间中的存在性和唯一性, 并建立该整体解到其平衡态的最优时间收敛速率, 即定理 1.3.14、

1.3.16 和 1.3.18. 引入扰动变量

a := ρ − ρ̄, a0 := ρ0 − ρ̄, b := logn− log n̄, b0 := logn0 − log n̄,

我们改写柯西问题 (1.3.25) 如下:

at +divu =−div(au),

ut +
P′(ρ̄)

ρ̄
∇a− µ

ρ̄
∆u− µ +λ

ρ̄
∇divu+

κ n̄
ρ̄
(u−w) =−u ·∇u+h,

bt +divw =−w ·∇b,

wt +∇b+κ(w−u) =−w ·∇w, x ∈ Rd, t > 0,

(a,u,b,w)(x,0) = (a0,u0,b0,w0)(x), x ∈ Rd,

(a0,u0,b0,w0)(x)→ (0,0,0,0), |x| → ∞,

(4.1.1)

其中 

h = h(a,u,b,w) := h1∇a+h2(µ∆u+(µ +λ )∇divu)+h3(u−w),

h1 = h1(a) :=−P′(ρ̄ +a)
ρ̄ +a

+
P′(ρ̄)

ρ̄
, h2 = h2(a) :=− 1

ρ̄
a

a+ ρ̄
,

h3 = h3(a,b) :=
κ
ρ̄
(eb − n̄)

a
a+ ρ̄

+
κ n̄
ρ̄

a
a+ ρ̄

− κ
ρ̄
(eb − n̄).

(4.1.2)

为了阅读方便, 我们将定理 1.3.14、1.3.16 和 1.3.18 以扰动变量 (a,u,b,w) 的形式重新叙

述如下.
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定理 1.3.14. 对维数 d ≥ 2, 如果初值 (a0,u0,b0,w0) 满足 (a0,u0,b0,w0) ∈ Ḃ
d
2−1, d

2
2,1 × Ḃ

d
2−1
2,1 ×

Ḃ
d
2−1, d

2+1
2,1 × Ḃ

d
2−1, d

2+1
2,1 以及

δ̂1 := ‖(a0,u0,b0,w0)
`‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(∇a0,u0)
h‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(b0,w0)
h‖

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤ δ1, (1.3.26)

其中 δ1 > 0为一个充分小的常数,则柯西问题 (4.1.1)存在唯一的强解 (a,u,b,w),且 (a,u,b,w)

满足 

a ∈Cb(R+; Ḃ
d
2−1, d

2
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1, d

2
2,1 ),

u ∈Cb(R+; Ḃ
d
2−1, d

2−1
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1, d

2+1
2,1 ),

b ∈Cb(R+; Ḃ
d
2−1, d

2+1
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1, d

2+1
2,1 ),

w ∈Cb(R+; Ḃ
d
2−1, d

2+1
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1, d

2+1
2,1 ),

(1.3.27)

以及
‖(a,u,b,w)‖`

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖(∇a,u)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖(a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(u,b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖u−w‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖u−w‖`
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≤Cδ̂1, t > 0,

(1.3.28)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1, 4.5.2和 4.5.4, C > 0为一个与时间无关的常数.

定理 1.3.16.对维数 d ≥ 2,在定理 1.3.14的假设下,令 (a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)由定理

1.3.14给出的整体强解. 若对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 − 1), 初值 (a0,u0,b0,w0)还满足 (a0,u0,b0,w0)

` ∈
Ḃσ0

2,∞,则对任意 t ≥ 1,该整体解 (a,u,b,w)有如下最优衰减估计:
‖(a,u,b,w)(t)‖`Ḃσ

2,1
≤C(1+ t)−

1
2 (σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−1],

‖a(t)‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖(u,b,w)(t)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (

d
2−1−σ0),

(1.3.29)

并且相对速度 u−w满足

‖(u−w)(t)‖Ḃ
σ0
2,∞

≤C(1+ t)−min{ 1
2 ,

1
2 (

d
2−1−σ0)}. (1.3.30)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1和 4.5.4, C > 0为一个与时间无关的常数.
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若 d ≥ 3及 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −2),则相对速度 u−w进一步满足

‖(u−w)(t)‖Ḃσ
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (1+σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−2]. (1.3.31)

定理 1.3.18. 对维数 d ≥ 2, 在定理 1.3.14 的假设下, 令 (a,u,b,w) 为柯西问题 (4.1.1) 由定

理 1.3.14给出的整体强解. 对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 − 1), 存在一个充分小常数 δ ∗

1 > 0使得如果初值

(a0,u0,b0,w0)还满足
‖(a0,u0,b0,w0)

`‖Ḃ
σ0
2,∞

≤ δ ∗
1 , (1.3.32)

则对任意 t ≥ 1,该整体解 (a,u,b,w)满足:

‖(a,u,b,w)(t)‖`Ḃσ
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
+1],

‖a(t)‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖(u,b,w)(t)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (d+1−2σ0−2ε1),

‖(u−w)(t)‖Ḃ
σ0
2,∞

≤C(1+ t)−
1
2 ,

‖(u−w)(t)‖Ḃσ
2,1

≤C(1+ t)−
1
2 (1+σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
],

(1.3.33)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1和 4.5.4, ε1 ∈ (0,1)为任意小的常数, C > 0为一个

与时间无关的常数.

我们回顾上述定理证明的主要困难和想法. 可压缩 NS­Euler 方程组 (1.3.25)1­(1.3.25)2
可看做带外力项−κn(u−w)的可压缩NS方程组 (1.3.25)1­(1.3.25)2 和带外力项 κn(u−w)的

可压缩 Euler 方程组 (1.3.25)3­(1.3.25)4 相互耦合而成. 然而, 根据文献 [64] 中可压缩 Navier­
Stokes 方程组在临界 Besov 空间中的整体存在性结果, 为了建立 (1.3.25)1­(1.3.25)2 中速度 u

的临界正则性 L1(R+; Ḃ
d
2+1
2,1 ), 我们需要外力项 −κn(u−w) 中 w 的正则性 L1(R+; Ḃ

d
2−1
2,1 ); 同时

类似于文献 [61] 中关于带阻尼可压缩 Euler 方程组在临界 Besov 空间中的证明方法, 为了建

立 (1.3.25)3­(1.3.25)4 中速度 w 的临界正则性 L1(R+; Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 ), 我们需要外力项 κn(u−w) 中

u 的正则性 L1(R+; Ḃ
d
2−1, d

2+1
2,1 ). 然而, 上述对速度 w 在 (1.3.25)1­(1.3.25)2 中所要求的正则性

L1(R+; Ḃ
d
2−1
2,1 ) 与其在 (1.3.25)1­(1.3.25)2 中临界的正则性 L1(R+; Ḃ

d
2 ,

d
2+1

2,1 ) 不匹配, 并且 u 也有

类似的问题, 这造成了建立解一致先验估计的本质困难.
为了克服这些困难, 对于线性部分, 我们在频率截断意义下观察到 u−w 的估计 (由拉力

(drag­force) 项给出) 和 u 的估计 (由粘性项给出) 揭示了

22 j‖∆̇ ju‖2
L2 +‖∆̇ j(u−w)‖2

L2 ≳

22 j‖∆̇ jw‖2
L2, 若 j ≤ 0,

‖∆̇ jw‖2
L2. 若 j ≥−1.
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因而, 我们能够将 (4.1.1)1­(4.1.1)2 和 (4.1.1)3­(4.1.1)4 的耗散结构联立, 进而对 (a,∇a,u,b,w)

建立低阶 Ḃ
d
2−1
2,1 ­估计. 然后, 利用粘性项给出 u 的高阶正则性, 我们在高频单独分析 (4.1.1)3­

(4.1.1)4 以得到 (b,w) 的高阶 Ḃ
d
2+1
2,1 ­估计. 值得强调的是, 我们建立了速度 u, w 的 L1

t (Ḃ
d
2+1
2,1 )

正则性而非其作为外力项一部分所需的 L1
t (Ḃ

d
2−1
2,1 ) 正则性.

然而, 对于非线性估计, (4.1.1)2 中的非线性项 h3(u−w) 会导致额外的困难. 事实上, 与

其他非线性项不同的是, h3(u−w) 在空间 L1(R+; Ḃ
d
2−1
2,1 ) 中不是尺度不变的. 为此, 我们观察

到相对速度 u−w 满足一个带阻尼的方程 (4.2.29), 并以此建立了相对速度 u−w 在低频相比

解更优的 L̃2
t (Ḃ

d
2−1
2,1 )∩L1

t (Ḃ
d
2
2,1) 估计, 并将其结合解 (a,u,b,w) 的先验估计来控制 h3(u−w) 的

L1
t (Ḃ

d
2−1
2,1 ) 范数, 最终封闭了解的一致先验估计 (参见小节 4.2.1­4.2.2).
当 (a0,u0,b0,w0)

` 还在 Besov 空间 Ḃσ0
2,∞ 中有界时, 受到文献 [96, 224] 的启发, 我们利用

一个新的时间加权能量方法证明定理 1.3.16 中柯西问题 (1.3.25) 解的最优收敛速率 (1.3.29),
即对带时间权 tθ 的能量作类似于整体存在性部分的先验估计, 并在加权能量和解的 Ḃσ0

2,∞ 正

则性之间建立时­空插值不等式, 最终证明了该时间加权能量泛函由 tθ− 1
2 (

d
2−1−σ0) 所控制, 进

而得到了解 (a,u,b,w) 在 (1.3.29) 中的最优时间衰减速率. 然后, 利用已得解的衰减估计和

带阻尼方程 (4.2.29), 我们可知 u−w 在低频对应于 ∇(a,u,b) 的衰减, 因而其中的一阶导数蕴

含了 u−w 比解的时间收敛速率快 (1+ t)−
1
2 (参见小节 4.3.2).

当 (a0,u0,b0,w0)
` 还在 Besov 空间 Ḃσ0

2,∞ 中充分小时, 通过线性化方程组的半群估计、

Duhamel 原理以及非线性项的二次时间加权估计, 我们证明定理 1.3.18 中柯西问题 (4.1.1)
解 (a,u,b,w) 和相对速度 u−w 在 (1.3.33) 中的时间收敛速率. 值得强调的是, 相对速度 u−w

在空间 Ḃσ0
2,∞ 中的衰减速率 (1+ t)−

1
2 用于控制非线性项 ‖h3(u−w)‖Ḃ

σ0
2,∞
, 而这对封闭能量估

计起到了关键作用 (参见节 4.4).

本章其余部分的安排如下: 在节 4.2, 我们建立柯西问题 (4.1.1) 解关于时间一致的先验

估计, 并给出定理 1.3.14 关于整体强解的存在性和唯一性的证明. 在节 4.3, 我们证明定理

1.3.16 关于整体强解的最优衰减速率. 在节 4.4, 我们证明定理 1.3.18 关于整体强解的最优

衰减速率. 附录 4.5 包含 Besov 空间和 Littlewood­Paly 分解的一些性质.
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4.2 定理 1.3.14的证明
不失一般性, 在节 4.2­4.4 中, 设

P′(ρ̄) = ρ̄ = n̄ = κ = µ = 1, λ =−1. (4.2.1)

我们建立可压缩 NS­Euler 方程组柯西问题 (4.1.1) 解关于时间一致的先验估计, 用以证明定

理 1.3.14 关于柯西问题 (4.1.1) 强解的整体存在性. 为此, 我们引入

X1(t) : = ‖(a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖u−w‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖u−w‖`
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖(∇a,u)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(u,b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

.

(4.2.2)

假设柯西问题 (4.1.1) 的解 (a,u,b,w) 对一个待选取的常数 C0 > 0 以及时间 t > 0 满足

X1(t)≤C0X1(0). (4.2.3)

那么, 我们将在小节 4.2.1­4.2.2 中证明 X1(t) ≤ 1
2C0X1(0). 因而, 我们能够将局部逼近解延拓

成整体逼近解, 然后利用该一致估计证明逼近解收敛到柯西问题 (4.1.1) 的整体强解 (参见小

节 4.2.3). 注意到当初始能量 X1(0) 充分小时, 根据 (4.2.3), a 满足

|a(x, t)| ≤ 1
2
⇒ 1

2
≤ ρ(x, t) = 1+a(x, t)≤ 3

2
, x ∈ Rd, t > 0. (4.2.4)

性质 (4.2.4) 用于非线性函数 hi (i = 1,2,3) 的仿线性化估计.
我们将对柯西问题 (4.1.1) 的解对高频和低频分别估计.

4.2.1 低频估计

首先, 关于柯西问题 (4.1.1) 的解, 在作用局部化算子 ∆̇ j 的意义下, 我们对 j ≤ 0 建立基

本能量估计.

引理 4.2.1. 若 (a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)的整体解,则对任意 j ∈ Z, (a,u,b,w)满足不等
式

1
2

d
dt
‖∆̇ j(a,u,b,w)‖2

L2 +‖∇∆̇ ju‖2
L2 +‖∆̇ j(u−w)‖2

L2

≤ ‖div ∆̇ j(au)‖L2‖∆̇ ja‖L2 +
(
‖∆̇ j(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2

)
‖∆̇ j(u,b,w)‖L2 .

(4.2.5)
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证明. 对 (4.1.1)1­(4.1.1)2 作用算子 ∆̇ j, 我们得到{
(∆̇ ja)t +div ∆̇ ju =−div ∆̇ j(au),

(∆̇ ju)t +∇∆̇ ja−∆∆̇ ju+ ∆̇ j(u−w) =−∆̇ j(u ·∇u)+ ∆̇ jG.
(4.2.6)

对方程 (4.2.6)1 及 (4.2.6)2 L2 各自和 ∆̇ ja 及 ∆̇ ju 作用 L2(Rd) 内积, 我们有

1
2

d
dt
‖∆̇ j(a,u)‖2

L2 +‖∇∆̇ ju‖2
L2 +

∫
Rd

∆̇ j(u−w) · ∆̇ judx

≤−
∫
Rd

(
div ∆̇ j(au)∆̇ ja+ ∆̇ j(u ·∇u+G) · ∆̇ ju

)
dx.

(4.2.7)

此外, 由 (4.1.1)3­(4.1.1)4, ∆̇ jb 和 ∆̇ jw 满足以下方程:{
(∆̇ jb)t +div ∆̇ jw =−∆̇ j(w ·∇b),

(∆̇ jw)t +∇∆̇ jb+ ∆̇ j(w−u) =−∆̇ j(w ·∇w).
(4.2.8)

对 (4.2.8) 经简单的计算后, 我们可证

1
2

d
dt
‖∆̇ j(b,w)‖2

L2 +
∫
Rd

∆̇ j(w−u) · ∆̇ jwdx

=−
∫
Rd

(
∆̇ j(w ·∇b)∆̇ jb+ ∆̇ j(w ·∇w) · ∆̇ jw

)
dx.

(4.2.9)

根据 (4.2.7) 及 (4.2.9), (5.2.27) 成立.

为了得到 a 和 b 的耗散结构, 通过对方程组 (4.2.6) 和 (4.2.8) 直接计算, 我们可得如下

引理.

引理 4.2.2. 若 (a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)的整体解,则对任意 j ∈ Z, (a,u,b,w)满足不等
式

d
dt

∫
Rd

∆̇ ju ·∇∆̇ jadx+
∫
Rd

(
|∇∆̇ ja|2 −|div ∆̇ ju|2 −∆∆̇ ju ·∇∆̇ ja+ ∆̇ j(u−w) ·∇∆̇ ja

)
dx

≤
(
‖div ∆̇ j(u ·∇u)‖L2 +‖∇div ∆̇ j(au)‖L2 +‖div ∆̇ jh‖L2

)
‖∆̇ j(a,u)‖L2,

(4.2.10)

以及

d
dt

∫
Rd

∆̇ jw ·∇∆̇ jbdx+
∫
Rd

(
|∇∆̇ jb|2 −|div ∆̇ jw|2 + ∆̇ j(w−u) · ∆̇ jb

)
dx

≤ ‖div ∆̇ j(w ·∇b,w ·∇w)‖L2‖∆̇ j(b,w)‖L2.

(4.2.11)

柯西问题 (4.1.1) 在低频的估计如下:
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命题 4.2.3. 对给定的时间 T > 0,若 (a,u,b,w)为当 t ∈ (0,T )时柯西问题 (4.1.1)满足 (4.2.3)
的一个解,则成立

‖(a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖u−w‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖u−w‖`
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`
Ḃ

d
2 −1
2,1

+X2
1 (t), 0 < t < T, (4.2.12)

其中 X1(t)由 (4.2.2)定义.

证明. 我们引入低频 Lyapunov 能量泛函

LL
NSE, j(t) :=

1
2
‖∆̇ j(a,u,b,w)‖2

L2 +η1

∫
Rd

(
∆̇ ju ·∇∆̇ ja+ ∆̇ jw ·∇∆̇ jb

)
dx, (4.2.13)

及相应的耗散

DL
NSE, j(t) := ‖∇∆̇ ju‖2

L2 +‖∆̇ j(u−w)‖2
L2

+η1

∫
Rd

(
|∇∆̇ ja|2 −|div ∆̇ ju|2 −∆∆̇ ju ·∇∆̇ ja+ ∆̇ j(u−w) ·∇∆̇ ja

)
dx

+η1

∫
Rd

(
|∇∆̇ jb|2 −|div ∆̇ jw|2 + ∆̇ j(w−u) · ∆̇ jb

)
dx,

(4.2.14)

其中 η1 ∈ (0,1) 为一个待选取的常数. 对 j ≤ 0, 利用 (4.2.5)、(4.2.10)­(4.2.11) 及 2 j ≤ 1, 我们

有
d
dt

LL
NSE, j(t)+DL

NSE, j(t)

≲
(
‖∆̇ j(div(au),u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2

)
‖∆̇ j(a,u,b,w)‖L2.

(4.2.15)

其次, 注意到

1
2
(1−Cη1)‖∆̇ j(a,u,b,w)‖2

L2 ≤ LL
NSE, j(t)≤

1
2
(1+Cη1)‖∆̇ j(a,u,b,w)‖2

L2 , j ≤ 0, (4.2.16)

并且

DL
NSE, j(t)≥ c22 j((1−Cη1)‖∆̇ ju‖2

L2 −η1‖∆̇ jw‖2
L2 +

η1

2
‖∆̇ j(a,b)‖2

L2

)
+(1−Cη1)‖∆̇ j(u−w)‖2

L2, j ≤ 0,
(4.2.17)

此处 C > 0 及 c > 0 为两个与时间无关的常数.
选取

η1 := min
{ 1

2C
,

1
16

,
1
8c

}
,
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我们从 (4.2.16)­(4.2.17) 可知对 j ≤ 0,

1
4
‖∆̇ j(a,u,b,w)‖2

L2 ≤ LL
NSE, j(t)≤

3
4
‖∆̇ j(a,u,b,w)‖2

L2, (4.2.18)

以及

DL
NSE, j(t)≥ 22 j(c

2
‖∆̇ ju‖2

L2 +
1
2
‖∆̇ j(u−w)‖2

L2 − cη1‖∆̇ jw‖2
L2 +

cη1

2
‖∆̇ j(a,b)‖2

L2

)
≥ 22 j(c

4
‖∆̇ ju‖2

L2 +min{c
4
,
1
2
}(‖∆̇ ju‖2

L2 +‖∆̇ j(u−w)‖2
L2)

− cη1‖∆̇ jw‖2
L2 +

cη1

2
‖∆̇ j(a,b)‖2

L2

)
≥ 22 j(c

4
‖∆̇ ju‖2

L2 +min{ c
16

,
1
8
}‖∆̇ jw‖2

L2 +
cη1

2
‖∆̇ j(a,b)‖2

L2

)
,

(4.2.19)

此处我们用到如下关键事实:

‖∆̇ ju‖2
L2 +‖∆̇(u−w)‖2

L2 ≥
1
2
‖∆̇ jw‖2

L2. (4.2.20)

由 (4.2.15) 及 (4.2.18)­(4.2.19), 对 j ≤ 0, 以下能量­耗散不等式成立:

d
dt

LL
NSE, j(t)+22 jLL

NSE, j(t)+‖∆̇ j(u−w)‖2
L2

≲
(
‖∆̇ j(div(au),u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2

)√
LL

NSE, j(t).
(4.2.21)

对任意常数 η > 0, 将不等式 (4.2.21) 除以
(
LL

NSE, j(t)+η2) 1
2 , 在 [0, t] 上积分并取极限 η → 0,

我们得到

‖∆̇ j(a,u,b,w)‖L2 +22 j
∫ t

0
‖∆̇ j(a,u,b,w)‖L2ds

≲ ‖∆̇ j(a0,u0,b0,w0)‖L2 +
∫ t

0

(
‖∆̇(div(au),u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2

)
dτ.

(4.2.22)

将 (4.2.22) 乘以 2 j( d
2−1), 在 [0, t] 上取上界并在 j ≤ 0 上求和, 我们有

‖(a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`
Ḃ

d
2 −1
2,1

+‖au‖`
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖`
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖h‖`
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

.

(4.2.23)

下面, 我们逐项估计不等式 (4.2.23) 右侧的非线性项. 根据 (4.5.1) 及 X1(t) 的定义 (4.2.2), 我
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们易证 
‖a‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 ∩Ḃ

d
2
2,1)

+‖u‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(b,w)‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X1(t),

‖(u,b,w)‖
L̃1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖(a,u,b,w)‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖u−w‖
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ X1(t).
(4.2.24)

为了简化非线性项的计算, 下面我们将频繁使用估计 (4.2.24). 首先, 我们利用 (4.2.24)2 及

(4.5.4) 得到
‖au‖

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖a‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖u‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ X2
1 (t). (4.2.25)

基于 (4.2.24)2 及 (4.5.5), 我们也有

‖(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(u,b,w)‖2

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ X2
1 (t). (4.2.26)

由 (4.2.4) 及仿线性化估计 (4.5.9), 我们证得

‖(h1,h2)‖
Ḃ

d
2
2,1

≲ ‖a‖
Ḃ

d
2
2,1

, ‖h3‖
Ḃ

d
2
2,1

≲ (1+‖a‖
Ḃ

d
2
2,1

)‖(a,b)‖
Ḃ

d
2
2,1

.

我们将上式与 (4.2.24) 及乘积估计 (4.5.4)­(4.5.5) 结合推出

‖h‖
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ ‖h1‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖a‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖h2‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖h3‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖u−w‖
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ X2
1 (t).

(4.2.27)

将 (4.2.25)­(4.2.27) 代入 (4.2.23), 我们得到

‖(a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`
Ḃ

d
2 −1
2,1

+X2
1 (t). (4.2.28)

此外, 我们证明相对速度 u−w 的 L1
t (Ḃ

d
2−1
2,1 )∩ L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1) 估计. 注意到 u−w 满足以下阻尼

方程:
(u−w)t +2(u−w) =−∇a+∆u+∇b−u ·∇u+w ·∇w+h. (4.2.29)

对方程 (4.2.29) 作用算子 ∆̇ j 后将其与 ∆̇ j(u−w) 在 L2(Rd) 中作内积, 我们由 Bernstein 不等

式证得

d
dt
‖∆̇ j(u−w)‖2

L2 +‖∆̇ j(u−w)‖2
L2

≲
(
2 j‖∆̇ j(a,u,b)‖L2 +‖∆̇ j(u ·∇u,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2

)
‖∆̇ j(u−w)‖L2 , j ≤ 0.

(4.2.30)
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从而存在一个与时间无关的常数 C > 0 使得以下估计成立:

‖∆̇ j(u−w)‖2
L2 +

∫ t

0
‖∆̇ j(u−w)‖2

L2dτ

≤C‖∆̇ j(u0 −w0)‖2
L2 +

1
2

∫ t

0
‖∆̇ j(u−w)‖2

L2dτ +C
∫ t

0
22 j‖∆̇ j(a,u,b)‖2

L2dτ

+C
∫ t

0

(
‖∆̇ j(u ·∇u,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2

)
dτ‖∆̇ j(u−w)‖L∞

t (L2), j ≤ 0.

(4.2.31)

将 (4.2.31) 乘以 2 j( d
2−1) 并关于 j ≤ 0 求和, 我们利用 (4.2.26)­(4.2.28) 可得

‖u−w‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(u0,w0)‖`
Ḃ

d
2 −1
2,1

+‖(a,u,b)‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖(u,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(u ·∇u,w ·∇w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖h‖`
L1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(u0,w0)‖`
Ḃ

d
2 −1
2,1

+X2
1 (t).

(4.2.32)

进一步, 注意到不等式 (4.2.30) 也给出

‖∆̇ j(u−w)‖L2 +
∫ t

0
‖∆̇ j(u−w)‖L2dτ

≲ 2− j‖∆̇ j(u0 −w0)‖L2

+
∫ t

0

(
2 j‖∆̇ j(a,u,b)‖L2 +2− j‖∆̇ j(u ·∇u,w ·∇w)‖L2 +2− j‖∆̇ jh‖L2

)
dτ, j ≤ 0.

因而, 我们利用 (4.2.26)­(4.2.28) 得到

‖u−w‖`
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ ‖(u0,w0)‖`
Ḃ

d
2 −1
2,1

+‖(a,u,b)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖(u ·∇u,w ·∇w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖h‖`
L1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`
Ḃ

d
2 −1
2,1

+X2
1 (t).

(4.2.33)

我们联立 (4.2.28) 及 (4.2.32)­(4.2.33) 推得 (4.2.12). 命题 4.2.3 证毕.

4.2.2 高频估计

在该小节中, 我们对柯西问题 (4.1.1) 作用局部化算子 ∆̇ j 后关于 j ≥ −1 建立相应的高

频估计.
事实上, 在已知 u 的估计后, 我们可以将 (4.1.1)3­(4.1.1)4 看成一个带阻尼的可压缩 Eu­

ler 方程组考虑. 如下引理是带阻尼的可压缩 Euler 方程组 (4.1.1)3­(4.1.1)4 的基本能量估
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计.

引理 4.2.4. 设 (a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)的一个解,则对任意 j ∈ Z, (a,u,b,w)满足以下
不等式:

1
2

d
dt
‖∆̇ j(b,w)‖2

L2 +‖∆̇ jw‖2
L2

≤ ‖∆̇ ju‖L2‖∆̇ j(b,w)‖L2

+
(1

2
‖divw‖L∞‖∆̇ j(b,w)‖L2 +‖[w ·∇, ∆̇ j](b,w)‖L2

)
‖∆̇ j(b,w)‖L2.

(4.2.34)

在高频研究 a 的耗散结构时, 我们需要将一些非线性项写成交换子估计的形式以避免

导数损失.

引理 4.2.5. 设 (a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)的一个解. 则对任意 j ∈ Z, (a,u,b,w)满足

d
dt

∫
Rd
(
1
2
|∇∆̇ ja|2 + ∆̇ ju ·∇∆̇ ja

)
dx+‖∇∆̇ ja‖2

L2 −‖div ∆̇ ju‖2
L2 +

∫
Rd

∆̇ j(u−w) ·∇∆̇ jadx

≲
(
‖∆̇ jh‖L2 +‖divu‖L∞‖∇∆̇ ja‖L2 +‖∇∆̇ j(adivu)‖L2

+‖[u, ∆̇ j]∇u‖L2 +‖[u, ∆̇ j]∇2a‖L2
)
‖∆̇ j(u,∇a)‖L2.

(4.2.35)

证明. 根据方程 (4.2.6)1­(4.2.6)2, 我们易证

d
dt

∫
Rd
(
1
2
|∇∆̇ ja|2 + ∆̇ ju ·∇∆̇ ja

)
dx+‖∇∆̇ ja‖2

L2 −‖div ∆̇ ju‖2
L2 +

∫
Rd

∆̇ j(u−w) ·∇∆̇ jadx

=−
∫
Rd
(∇div ∆̇ j(au) ·∇∆̇ ja+ ∆̇ j(u ·∇u) ·∇∆̇ ja+ ∆̇ ju ·∇div ∆̇ j(au)+ ∆̇ jh ·∇∆̇ ja

)
dx.

(4.2.36)

根据分部积分及事实{
∂kdiv ∆̇ j(au) =−[u,∂k∆̇ j]∇a+u ·∇∂k∆̇ ja+∂k∆̇ j(adivu), k = 1, ...,d,

∆̇ j(u ·∇u) =−[u, ∆̇ j]∇u+u ·∇∆̇ ju,

我们有∣∣∫
Rd

∇div ∆̇ j(au) ·∇∆̇ jadx
∣∣

=
∣∣−∫

Rd

( d

∑
k=1

[u,∂k∆̇ j]∇a ·∇∆̇ ja+
1
2
divu∇∆ ja ·∇∆̇ ja+∇∆̇ j(adivu) ·∇∆̇ ja

)
dx
∣∣

≤
(
‖[u, ∆̇ j]∇2a‖L2 +

1
2
‖divu‖L∞‖∇∆̇ ja‖L2 +‖∇∆̇ j(adivu)‖L2

)
‖∇∆̇ ja‖L2 ,

(4.2.37)
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以及 ∣∣∫
Rd

(
∆̇ j(u ·∇u) ·∇∆̇ ja+∇div ∆̇ j(au) · ∆̇ ju

)
dx
∣∣

=
∣∣∫

Rd

(
u ·∇∆̇ ju ·∇∆̇ ja+u ·∇∆̇ j∇a · ∆̇ ju+∇∆̇ j(adivu) · ∆̇ ju

− [u, ∆̇ j]∇u ·∇∆̇ ja−
d

∑
k=1

[u,∂k∆̇ j]∇a · ∆̇ ju
)
dx
∣∣

≤
(
‖divu‖L∞‖∆̇ ju‖L2 +‖∇∆̇ j(adivu)‖L2

+‖[u, ∆̇ j]∇u‖L2‖∇∆̇ ja‖L2 +‖[u, ∆̇ j]∇2a‖L2
)
‖∆̇ j(∇a,u)‖L2.

(4.2.38)

由 (4.2.36)­(4.2.38), (4.2.35) 成立.

下面, 我们建立柯西问题 (4.1.1) 解的高频估计.

命题 4.2.6. 对给定的时间 T > 0, 若 (a,u,b,w) 为当 t ∈ (0,T ) 时柯西问题 (4.1.1) 满足特性

(4.2.3)的一个解,则有

‖(∇a,u)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(u,b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖(∇a0,u0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

+X2
1 (t), 0 < t < T,

(4.2.39)

其中 X1(t)由 (4.2.2)给出.

证明. 首先, 对一个待选取的小常数 η2 ∈ (0,1), 我们引入高频 Lyapunov 能量泛函

EH
NSE, j(t) :=

1
2
‖∆̇ j(a,u,b,w)‖2

L2

+η2

∫
Rd

(1
2
|∇∆̇ ja|2 + ∆̇ ju ·∇∆̇ ja

)
dx+2−2 jη2

∫
Rd

∆̇ jw ·∇∆̇ jbdx,
(4.2.40)

以及对应的耗散

DH
NSE, j(t) := ‖∇∆̇ ju‖2

L2 +‖∆̇ j(u−w)‖2
L2

+η2

∫
Rd

(
|∇∆̇ ja|2 −|div ∆̇ ju|2 + ∆̇ j(u−w) ·∇∆̇ ja

)
dx

+η22−2 j
∫
Rd

(
|∇∆̇ jb|2 + ∆̇ j(w−u) ·∇∆̇ jb

)
dx.

(4.2.41)
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对 j ≥−1, 由 (4.2.5)、(4.2.11)、(4.2.35)、Bernstein 不等式及 2− j ≤ 2, 我们可得

d
dt

EH
NSE, j(t)+DH

NSE, j(t)

≲
(
2 j‖∆̇ j(au)‖L2 +‖∆̇ j(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2 +‖divu‖L∞‖∇∆̇ ja‖L2

+‖∇∆̇ j(adivu)‖L2 +‖[u, ∆̇ j]∇u‖L2 +
d

∑
k=1

‖[u,∂k∆̇ j]∇a‖L2
)
‖∆̇ j(a,∇a,u,b,w)‖L2.

(4.2.42)

此外, 对 j ≥−1, 我们易证
EH

NSE, j(t)≤
1
2
(1+Cη2)‖∆̇ j(a,u,b,w)‖2

L2 +
1
2
‖∆̇ ja‖2

L2 +
η2

2
‖∇∆̇ ja‖2

L2,

EH
NSE, j(t)≥

1
2
(1−Cη2)‖∆̇ j(a,u,b,w)‖2

L2 +
1
2
‖∆̇ ja‖2

L2 +
η2

2
‖∇∆̇ ja‖2

L2,

(4.2.43)

以及
DH

NSE, j(t)≥ c22 j‖∆̇ ju‖2
L2 +‖∆̇ j(u−w)‖2

L2

+η2
(1

2
‖∇∆̇ ja‖2

L2 − c22 j‖∆̇ ju‖2
L2 −

1
2
‖∆̇ j(u−w)‖2

L2

)
+η22−2 j(c

2
22 j‖∆̇ jb‖2

L2 − c22 j‖∆̇ jw‖2
L2 −

1
2
‖∆̇ j(w−u)‖2

L2

)
≥ c(1−η2)

4
‖∆̇ ju‖2

L2 +(1−η2)‖∆̇ j(u−w)‖2
L2 − cη2‖∆̇ jw‖2

L2

+
η2

2
‖∇∆̇ ja‖2

L2 +
cη2

2
‖∆̇ jb‖2

L2,

(4.2.44)

其中 c > 0 及 C > 0 为两个与时间无关的常数.
选取

η2 = min
{ 1

2C
,

1
64

,
1
8c

}
,

由 (4.2.20) 及 (4.2.43)­(4.2.44), 对任意 j ≥−1, 我们推得

1
4
‖∆̇ j(a,∇a,u,b,w)‖2

L2 ≤ EH
NSE, j(t)≤

3
4
‖∆̇ j(a,∇a,u,b,w)‖2

L2, (4.2.45)

以及

DH
NSE, j(t)≥

c
8
‖∆̇ ju‖2

L2 +
1
2
‖∆̇ j(u−w)‖2

L2 − cη2‖∆̇ jw‖2
L2 +

η2

2
‖∇∆̇ ja‖2

L2 +
cη2

2
‖∆̇ jb‖2

L2

≥ c
16

‖∆̇ ju‖2
L2 +min{ c

64
,
1
8
}‖∆̇ jw‖2

L2 +
η2

16
‖∆̇ j(a,∇a)‖2

L2 +
cη2

2
‖∆̇ jb‖2

L2,

(4.2.46)
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结合 (4.2.42) 及 (4.2.45)­(4.2.46), 我们得到

d
dt

EH
NSE, j(t)+EH

NSE, j(t)

≲
(
2 j‖∆̇ j(au)‖L2 +‖∆̇ j(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2 +‖divu‖L∞‖∇∆̇ ja‖L2

+‖∇∆̇ j(adivu)‖L2 +‖[u, ∆̇ j]∇u‖L2 +
d

∑
k=1

‖[u,∂k∆̇ j]∇a‖L2
)√

EH
NSE, j(t), j ≥−1.

(4.2.47)

类似 (4.2.22)­(4.2.23) 的讨论, 我们由上式 (4.2.47) 可证

‖(∇a,u,b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖(∇a,u,b,w)‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(∇a0,b0,u0,w0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖au‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖h‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖divu‖L1
t (L∞)‖a‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖adivu‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ∑
j≥−1

2 j( d
2−1)(‖[u ·∇, ∆̇ j]u‖L1

t (L2)+‖[u, ∆̇ j]∇2a‖L1
t (L2)

)
.

(4.2.48)

根据 (4.2.24), 以下非线性估计成立:
‖adivu‖

L̃1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖a‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X2
1 (t),

‖divu‖L1
t (L∞)‖a‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

‖a‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ X2
1 (t),

(4.2.49)

此外, 利用交换子估计 (4.5.7)­(4.5.8), 我们有
∑
j∈Z

2 j( d
2−1)‖[u ·∇, ∆̇ j]u‖L1

t (L2) ≲ ‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

‖u‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ X2
1 (t),

∑
j∈Z

2 j( d
2−1)

d

∑
k=1

‖[u ·∇,∂k∆̇ j]a‖L1
t (L2) ≲ ‖u‖

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

‖a‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ X2
1 (t).

(4.2.50)

联立 (4.2.25)­(4.2.27) 及 (4.2.48)­(4.2.50), 我们得到如下高频估计:

‖a‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(u,b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(u,b,w)‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(∇a0,u0,b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+X2
1 (t).

(4.2.51)
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其次, 由 (4.2.1), 动量方程 (4.1.1)2 可改写为

ut −∆u =−∇a+w−u−u ·∇u+h. (4.2.52)

对 (4.2.52) 应用扩散方程的最优正则性估计 (4.5.12) 并且利用已知的估计 (4.2.26)­(4.2.27)
和 (4.2.51), 我们有

‖u‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖u‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖u0‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(u,w)‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖u ·∇u‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖h‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(∇a0,u0,b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+X2
1 (t).

(4.2.53)

最后, 我们证明 (b,w) 在高频的 L̃∞
t (Ḃ

d
2+1
2,1 )∩L1

t (Ḃ
d
2+1
2,1 ) 估计. 对一个待选择的常数 η3 ∈

(0,1), 我们引入
EH

Euler, j(t) :=
1
2
‖∆̇ j(b,w)‖2

L2 +2−2 jη3

∫
Rd

∆̇ jw ·∇∆̇ jbdx,

DH
Euler, j(t) := ‖∆̇ jw‖2

L2 +2−2 jη3

∫
Rd

(
|∇∆̇ jb|2 −|div ∆̇ jw|2 + ∆̇ j(w−u) · ∆̇ jb

)
dx.

对 j ≥−1, 我们易证

1
2
(1−Cη3)‖∆̇ j(b,w)‖2

L2 ≤ EH
Euler, j(t)≤

1
2
(1+Cη3)‖∆̇ j(b,w)‖2

L2, (4.2.54)

以及

DH
Euler, j(t)≥ (1−Cη3)‖∆̇ jw‖2

L2 + cη3‖∆̇ jb‖2
L2 −Cη3‖∆̇ ju‖L2‖∆̇ jb‖L2, (4.2.55)

其中 C > 0 及 c > 0 为与时间无关的常数.
选取

η3 = min{1,
1

2C
},

由 (4.2.11)、(4.2.34) 及 (4.2.55), 我们有

d
dt

EH
Euler, j(t)+EH

Euler, j(t)

≲
(
‖∆̇ ju‖L2 +‖divw‖L∞‖∆̇ j(b,w)‖L2 +2− j‖∆̇ j(w ·∇b,w ·∇w)‖L2

+‖[w ·∇, ∆̇ j](b,w)‖L2
)√

EH
Euler, j(t), j ≥−1.

(4.2.56)
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从而, 我们对 (4.2.56) 经计算后可证

‖(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖(b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖(b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

+‖u‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖divw‖L∞
t (L∞)‖(b,w)‖

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖(w ·∇b,w ·∇w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ∑
j≥−1

2 j( d
2+1)‖[w ·∇, ∆̇ j](b,w)‖L2

≲ ‖(∇a0,u0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

+X2
1 (t),

(4.2.57)

此处我们用到估计 (4.2.24)、(4.2.53)、(4.5.7) 以及

‖(w ·∇b,w ·∇w)‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ ‖w‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖(w,b)‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X2
1 (t).

结合 (4.2.51)、(4.2.53) 以及 (4.2.57), 我们得到 (4.2.39). 命题 4.2.6 证毕.

4.2.3 整体存在性

我们利用 Friedrichs 逼近方法以及在小节 4.2.1­4.2.2 中建立的先验估计来严格证明柯

西问题 4.1.1 强解的整体存在性. 设 L2
q 为满足其傅立叶变换支集在环 Cq := {ξ ∈ Rd | 1

n ≤
|ξ | ≤ n} 上的 L2(Rd) 函数所组成的空间, Ėq 为由如下定义的 Friedrichs 投影:

Ėqg := F−1(1CqFg), ∀g ∈ L2(Rd), (4.2.58)

其中 1Cq 为在环 Cq 上定义的特征函数.
我们回顾柯西问题 (4.1.1) 对系数的简化 (4.2.1). 对 q≥ 1, 我们求解如下柯西问题 (4.1.1)

的逼近问题:

d
dt


n

u

b

w

= Mq(n,u,b,w),


n(x,0)

u(x,0)

b(x,0)

w(x,0)

=


Ėqn0(x)

Ėqu0(x)

Ėqb0(x)

Ėqw0(x)

 , (4.2.59)

其中

Mq(n,u,b,w) :=


−divu− Ėqdiv(au)

−∇a+∆u−u+w− Ėq(u ·∇u)− Ėqh

−divw− Ėq(w ·∇b)

−∇b+u−w− Ėq(w ·∇w)

 .

103



第四章 高维 Navier­Stokes­Euler 方程组在临界 Besov 空间中的整体强解

由 Bernstein 不等式, 矩阵 Mq(n,u,b,w) 中所有出现的高阶导数的范数都和其本身的 L2 范数

等价, 从而易证对每一个 q ≥ 1, Mq(n,u,b,w) 的每一行在 L2
q 中关于变量 (n,u,b,w) 是局部

Lipschitz 的. 因而, 由 Cauchy­Lipschitz 定理 (参见 [8][124 页]), 存在一个最大时间 T q
∗ > 0 使

得常微分方程组 (4.2.59) 存在唯一的解 (nq,uq,bq,wq) ∈C([0,T q
∗ );L2

q).
对一个待选取的常数 C0 > 0, 我们定义最大时间

T q = sup
{

t > 0 | 问题 (4.2.59) 在 [0, t] 上存在解 (nq,uq,bq,wq),

且 X1(nq,uq,bq,wq)(t)≤C0X1(0) 成立
}
.

(4.2.60)

其中 XNSE(n,u,b,w)(t) 由 (4.2.2) 给出.
易知 0 < T q < T q

∗ . 我们断言 T q = T q
∗ . 利用反正法, 我们假设 T q < T q

∗ . 由于算子 Ėq 在

L2(Rd)为自伴的并且 Ėq(nq,uq,bq,wq)= (nq,uq,bq,wq)成立,问题 (4.2.59)的解 (nq,uq,bq,wq)

满足在小节 4.2.1­4.2.2 中建立的先验估计. 注意到存在一个与时间及 q 无关的常数 C1 > 0

使得

sup
[0,t]×Rd

|nq| ≤C1X1(nq,uq,bq,wq)(t)≤C1C0X1(0), 0 < t < T q,

从而 nq 满足

sup
[0,t]×Rd

|nq| ≤ 1
2
⇒ 1

2
≤ ρq = 1+nq ≤ 3

2
, 若 X1(0)≤

1
2C1C0

. (4.2.61)

根据 (4.2.60)­(4.2.61) 以及命题 4.2.3­4.2.6 中的先验估计, 我们有

X1(nq,uq,bq,wq)(t)≤C2X1(0)+C2X2
1 (n

q,uq,bq,wq)(t), 0 < t < T q. (4.2.62)

其中 C2 > 0 为一个和时间及 q 无关的常数.
由 (4.2.60)­(4.2.62), 若我们选取

C0 = 4C2, X1(0)≤ min{ 1
8C1C2

,
1

16C2
2
},

那么有

X1(nq,uq,bq,wq)(t)≤C2(X1(0)+C2
0X2

1 (0))≤
1
2

C0X1(0) 0 ≤ t < T q.

这与 T q 的定义 (4.2.60) 矛盾. 因而, T q = T q
∗ 成立.

若 T q
∗ = T q < ∞, 则根据 Cauchy­Lipschitz 定理, 对充分接近 T q

∗ 的时间 t, 我们可以将

(nq,uq,bq,wq)(t) 作为新的初值来得到问题 (4.2.59) 在 [t, t +η ] (对充分小的 η > 0 满足 t +

η > T q
∗ ) 上的局部存在性, 从而和 T q 的定义 (4.2.60) 矛盾. 由此, 我们证明 T q

∗ = T q = ∞, 即
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(nq,uq,bq,wq)(t) 为问题 (4.2.59) 的整体解, 且满足一致估计

X1(nq,uq,bq,wq)(t)≤C0X1(0), t > 0. (4.2.63)

最后, 对任意给定的时间 T > 0, 根据 (4.2.63), 我们易证时间导数 (nq
t ,u

q
t ,b

q
t ,w

q
t ) 相应与

q 无关的估计, 从而由 Aubin­Lions 定理 (参见 [1, 202]) 及 Cantor 对角线法则, 存在一个极

限 (n,u,b,w) 使得在抽子列意义下 (为简单起见仍记为 (nq,uq,bq,wq)), 当 q → ∞ 时, 对任意

φ∗ ∈C∞
c (Rd × (0,T )), 我们有

φ∗(nq,uq,bq,wq)→ φ∗(n,u,b,w) 于 L2(0,T ; Ḃ
d
2−1
2,1 ). (4.2.64)

基于 (4.2.64), 我们易证极限 (n,u,b,w) 在分布意义下满足柯西问题 (4.1.1). 根据一致估计

(4.2.63) 及 Fatou 特性, (n,u,b,w) 满足特性 (1.3.28), 从而其为柯西问题 (4.1.1) 的一个整体强

解.

4.2.4 唯一性

我们证明在小节 4.2.3中构造的柯西问题 (4.1.1)整体强解的唯一性. 设 (n0,u0,b0,w0)满

足假设 (1.3.26). 对任意给定的时间 T > 0,设 (n1,u1,b1,w1)及 (n2,u2,b2,w2)为在 t ∈ (0,T )带

有相同初值 (n0,u0,b0,w0) 的柯西问题 (4.1.1) 满足特性 (1.3.28) 的强解. 由 (4.1.1) 和 (4.2.1),
我们易知

(ñ, ũ, b̃, w̃) := (n2 −n1,u2 −u1,b2 −b1,w2 −w1)

满足方程组 

ãt +u2 ·∇ã = H̃1,

ũt +u2 ·∇ũ−∆ũ = H̃2,

b̃t +w2 ·∇b̃+div b̃ = H̃3,

w̃t +w2 ·∇w̃+∇b̃+ w̃ = H̃4,

(4.2.65)

其中 

H̃1 :=−ũ ·∇a1 − ãdivu2 − (1+a1)div ũ,

H̃2 :=−ũ ·∇u1 −
a1

a1 +1
∆ũ− ã

(a1 +1)(a2 +1)
∆u2 +∇

∫ a2

a1

P′(1+ s)
1+ s

ds

+(
eb2

a2 +1
− eb1

a1 +1
)(w2 −u2)+

eb1

a1 +1
(w̃− ũ),

H̃3 :=−w̃ ·∇b1, H̃4 :=−w̃ ·∇w1 + ũ.

我们将对情形 d ≥ 3 和情形 d = 2 分别讨论.
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• 情形 1: d ≥ 3.

首先, 我们利用 Morser 型乘积估计 (4.5.5) 得到

‖H̃1‖
Ḃ

d
2 −1
2,1

≲ (1+‖a1‖
Ḃ

d
2
2,1

)‖ũ‖
Ḃ

d
2
2,1

+‖u2‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

‖ã‖
Ḃ

d
2 −1
2,1

.

从而, 根据 (1.3.28) 和输运方程 (4.2.65)1 最优正则性估计 (4.5.12), ã 满足

‖ã‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ e
‖u2‖

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )‖H̃1‖

L1
T (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲
∫ t

0
‖ũ‖

Ḃ
d
2
2,1

dτ +
∫ t

0
‖u2‖

Ḃ
d
2 +1
2,1

‖ã‖
Ḃ

d
2 −1
2,1

dτ.

对上式应用 Grönwall 不等式及正则性 (1.3.28), 我们有

‖ã‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲
∫ t

0
‖ũ‖

Ḃ
d
2
2,1

dτ, t ∈ [0,T ]. (4.2.66)

下一步, 借助于 (4.5.5) 中的乘积映射 Ḃ
d
2−2
2,1 × Ḃ

d
2
2,1 → Ḃ

d
2−2
2,1 (d ≥ 3), 我们得到

‖(H̃3, H̃4)‖
Ḃ

d
2 −2
2,1

≲ ‖(b1,w1)‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

‖w̃‖
Ḃ

d
2 −2
2,1

+C‖ũ‖
Ḃ

d
2 −2
2,1

. (4.2.67)

对 (3.4.5)3 和 (3.4.5)4 应用算子 ∆̇ j 并对得到的方程分别与 ∆̇ jb̃ 及 ∆̇ jw̃ 作 L2(Rd) 内积, 我们

有

1
2

d
dt
‖∆̇ j(b̃, w̃)‖2

L2 +‖∆̇ jw̃‖2
L2

≤
(1

2
‖divw2‖L∞‖∆̇ j(b̃, w̃)‖L2 +‖[w2 ·∇, ∆̇ j](b̃, w̃)‖L2 +‖∆̇ j(H̃3, H̃4)‖L2

)
‖∆̇ j(b,w)‖L2 .

我们结合上式、(1.3.28)、(4.2.67) 及 (4.5.7) 可得

‖(b̃, w̃)‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −2
2,1 )

≲
∫ t

0
‖ũ‖

Ḃ
d
2 −2
2,1

dτ, t ∈ [0,T ]. (4.2.68)

为了估计不等式 (4.2.65)2 的右侧, 根据 (1.3.28)、(4.5.9) 以及 (4.5.5) 给出的映射 Ḃ
d
2−2
2,1 ×

Ḃ
d
2
2,1 → Ḃ

d
2−2
2,1 , 以下估计成立:

‖ a1

1+a1
∆ũ‖

Ḃ
d
2 −2
2,1

≲ ‖a1‖
Ḃ

d
2
2,1

‖ũ‖
Ḃ

d
2
2,1

≲ X1(0)‖ũ‖
Ḃ

d
2
2,1

. (4.2.69)
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类似地, 我们有
‖ũ ·∇u2‖

Ḃ
d
2 −2
2,1

≲ ‖u2‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

‖ũ‖
Ḃ

d
2 −2
2,1

. (4.2.70)

又根据 (1.3.28)、(4.5.5)、仿线性化估计 (4.5.9)­(4.5.10) 以及嵌入 Ḃ
d
2+1
2,1 ∩ Ḃ

d
2−1
2,1 ↪→ Ḃ

d
2
2,1, 我们得

到

‖( eb2

a2 +1
− eb1

a1 +1
)(w2 −u2)‖

Ḃ
d
2 −2
2,1

≲ (1+‖u2‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

)‖b̃‖
Ḃ

d
2 −2
2,1

+‖ã‖
Ḃ

d
2 −1
2,1

. (4.2.71)

类似的计算可以给出 

‖ ã
(a1 +1)(a2 +1)

∆u1‖
Ḃ

d
2 −2
2,1

≲ ‖ã‖
Ḃ

d
2 −1
2,1

,

‖∇
∫ a2

a1

P′(1+ s)(1+ s)−1ds
)
‖

Ḃ
d
2 −2
2,1

≲ ‖ã‖
Ḃ

d
2 −1
2,1

,

‖ eb1

a1 +1
(w̃− ũ)‖

Ḃ
d
2 −2
2,1

≲ ‖(w̃, ũ)‖
Ḃ

d
2 −2
2,1

.

(4.2.72)

从而, 我们利用 (4.2.66)、(4.2.68)­(4.2.72) 以及输运扩散方程 (4.2.65)2 的正则性估计 (4.5.12)
得到

‖ũ‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −2
2,1 )

+‖ũ‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ e
‖u2‖

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

∫ t

0
‖H̃2‖

Ḃ
d
2 −2
2,1

dτ

≲ X1(0)‖ũ‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+
∫ t

0

(
1+‖(u1,u2)‖

Ḃ
d
2 +1
2,1

)(
‖ũ‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖ũ‖
L1

τ (Ḃ
d
2
2,1)

)
dτ.

对上式应用 X1(0) 的小性和 Grönwall 不等式, 并结合 (4.2.66) 及 (4.2.68), 我们有

‖ũ‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −2
2,1 )

+‖ũ‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖a‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(b,w)‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −2
2,1 )

= 0, t ∈ [0,T ].

情形 d ≥ 3 的唯一性证毕.

• 情形 2: d = 2.

在 d = 2 时, 我们需要用 Morser 型乘积估计 (4.5.6) 代替 (4.5.5). 根据 (4.5.6) 给出的乘积映

射 Ḃ0
2,∞ × Ḃ1

2,1 → Ḃ0
2,∞ 以及 (4.5.12), ã 满足

‖ã‖L̃∞
t (Ḃ0

2,∞)
≲
∫ t

0
‖ũ‖Ḃ1

2,1
dτ, t ∈ [0,T ]. (4.2.73)
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类似于 (4.2.67)­(4.2.68), 我们可证

‖(b̃, w̃)‖L̃∞
t (Ḃ

−1
2,1)

≲
∫ t

0
‖ũ‖Ḃ−1

2,∞
dτ, t ∈ [0,T ]. (4.2.74)

根据 (4.5.9), (4.5.10) 及 (4.2.73)­(4.2.74), 我们有

‖ũ‖L̃∞
t (Ḃ

−1
2,∞)

+‖ũ‖L1
t (Ḃ1

2,∞)

≲ X1(0)‖ũ‖L1
t (Ḃ1

2,∞)
+
∫ t

0

(
1+‖(u1,u2)‖Ḃ1

2,1

)(
‖ũ‖Ḃ−1

2,∞
+‖ũ‖L1

τ (Ḃ1
2,1)

)
dτ.

(4.2.75)

对 (4.2.75) 应用 (1.3.28)、X1(0) 的小性、Grönwall 不等式以及 log 型不等式 (4.5.3), 我们推得

‖ũ‖L1
t (Ḃ1

2,∞)
≲
∫ t

0
(1+‖(u1,u2)‖Ḃ2

2,1
)‖ũ‖L1

τ (Ḃ1
2,∞)

log
{

e+
1

‖ũ‖L1
τ (Ḃ1

2,∞)

}
dτ.

因而, 对上式应用 Osgood 引理 (参见 [8][125 页]) 并结合 (4.2.73)­(4.2.74), 我们证明情形

d = 2 的唯一性.

4.3 定理 1.3.16的证明

4.3.1 低频 Ḃσ0
2,∞估计

在本节中, 我们证明如果初始扰动的低频部分还在 Besov 空间 Ḃσ0
2,∞ (σ0 ∈ [−d

2 ,
d
2 − 1))

中有界, 由定理 1.3.14 给出的柯西问题 (4.1.1) 整体解将以最优时间速率收敛到平衡态.
首先, 我们建立解进一步在低频满足先验估计.

命题 4.3.1. 在定理 1.3.16的假设下,对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −1),若 (a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)由

定理 1.3.14给出的整体解,则成立

X1,σ0(t)≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+X1(0), t > 0, (4.3.1)

其中 X1(0)由 (4.2.2)给出, X1,σ0(t)定义为

X1,σ0(t) := ‖(a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖(a,u,b,w)‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0+2
2,∞ )

+‖u−w‖`
L̃2

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖u−w‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0+1
2,∞ )

.

(4.3.2)

证明. 对不等式 (4.2.22) 左右两边乘以 2σ0 j 并关于 [0, t] 和 j ≤ 0 取上界, 我们得到

‖(a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖(a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
σ0+2
2,∞ )

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+‖au‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0+1
2,∞ )

+‖(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖h‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

.
(4.3.3)
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类似于命题 4.2.3 在 d
2 − 1 正则性指标下的低频估计, 我们可以根据 (1.3.28)、(4.5.1)、(4.5.6)

和 (4.5.9) 得到

‖(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

≲ ‖(u,w)‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖(u,b,w)‖
L̃2

t (Ḃ
σ0+1
2,∞ )

≲ X1(t)
(
X1,σ0(t)+X1(t)

)
.

(4.3.4)

以及
‖h‖L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

≲ ‖h1‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖a‖
L̃2

t (Ḃ
σ0+1
2,∞ )

+‖h2‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖u‖
L̃1

t (Ḃ
σ0+2
2,∞ )

+‖h3‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖u−w‖L̃2
t (Ḃ

σ0
2,∞)

≲ X1(t)
(
X1,σ0(t)+X1(t)

)
.

将 (4.3.4)­(4.3.5) 代入 (4.3.3), 我们有

‖(a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖(a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
σ0+2
2,∞ )

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+X1(t)
(
X1,σ0(t)+X1(t)

)
.

(4.3.5)

进一步, 类似于 (4.2.21)­(4.2.33) 的计算过程, 我们可以得到

‖u−w‖`
L̃2

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖u−w‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0+1
2,∞ )

≲ ‖(u0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+‖(a,u,b)‖`
L̃2

t (Ḃ
σ0+1
2,∞ )

+‖(u,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖(a,u,b)‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0+2
2,∞ )

+‖(u ·∇u,w ·∇w)‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖h‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

.

将上式与 (4.3.4)­(4.3.5) 联立并利用事实

‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)
`‖Ḃ

σ0
2,∞

+X1(0), (4.3.6)

我们得
X1,σ0(t)≲ ‖(a0,u0,b0,w0)

`‖Ḃ
σ0
2,∞

+X1(0)+X1(t)
(
X1,σ0(t)+X1(t)

)
.

根据 X1(t)≲ X1(0)<< 1, (4.3.1) 得证.
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4.3.2 时间加权能量估计

在该小节中, 我们利用一个新的时间加权方法证明最优衰减速率 (1.3.29)­(1.3.31). 时间

加权能量泛函 D1,θ (t) 由如下定义:

D1,θ (t) := ‖τθ (a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (∇a,u)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ (b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ (a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖τθ a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ (u,b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ (u−w)‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (u−w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

.

(4.3.7)

我们先处理低频时间加权估计.

引理 4.3.2. 在定理 1.3.16 的假设下, 对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 − 1) 及 θ > 1+ 1

2(
d
2 − 1− σ0) > 1, 若

(a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)由定理 1.3.14给出的整体解,则对一个待选取的小常数 η > 0,
(a,u,b,w)满足以下估计:

‖τθ (a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖τθ (u−w)‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (u−w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ X1(t)+X1,σ0(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−1−σ0)+

(
η +X1(t)

)
D1,θ (t), t > 0,

(4.3.8)

其中 X1(t)、X1,σ0(t)及 D1,θ (t)各自由 (4.2.2)、(4.3.2)及 (4.3.7)给出.

证明. 对 j ≤ 0, 对微分不等式 (4.2.21) 两边同乘以 tθ , 我们有

d
dt

(
tθ LL

NSE, j(t)
)
+ tθ 22 jLL

NSE, j(t)

≲ tθ−1LL
NSE, j(t)+ tθ(‖∆̇ j(div(au),u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2

)√
LL

NSE, j(t).

我们将上式与 (4.2.18)­(4.2.19) 联立并结合事实 tθ−1
√

LL
NSE, j(t)

∣∣∣
t=0

= 0 得到

tθ‖∆̇ j(a,u,b,w)‖L2 +22 j
∫ t

0
τθ‖∆̇ j(a,u,b,w)‖L2dτ

≲
∫ t

0
τθ−1‖∆̇ j(a,u,b,w)‖L2dτ

+
∫ t

0
τθ(‖∆̇ j(div(au),u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2

)
dτ.

(4.3.9)
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将 (4.3.9) 乘以 2 j( d
2−1), 在 [0, t] 上关于时间取上界然后再对 j ≤ 0 求和, 我们有

‖τθ (a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲
∫ t

0
τθ−1‖(a,u,b,w)‖`

Ḃ
d
2 −1
2,1

dτ +‖τθ au‖`
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖τθ (u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖`
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ h‖`
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

.

(4.3.10)

值得强调的是, 不等式 (4.3.10) 右侧第一个形式的估计是建立最优时间衰减估计的关键. 由

(4.5.1) 以及 (4.5.2), 如下时­空插值不等式成立:∫ t

0
τθ−1‖(a,u,b,w)`‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

dτ

≲
∫ t

0
τθ−1‖(a,u,b,w)`‖

2
d
2 +1−σ0

Ḃ
σ0
2,∞

‖(a,u,b,w)`‖

d
2 −1−σ0
d
2 +1−σ0

Ḃ
d
2 +1
2,∞

dτ

≲
(

tθ− 1
2 (

d
2−1−σ0))‖(a,u,b,w)‖`

L̃∞
t (Ḃ

σ0
2,∞)

) 2
d
2 +1−σ0

(
‖τθ (a,u,b,w)‖`

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

) d
2 −1−σ0
d
2 +1−σ0 .

(4.3.11)

又由 (4.5.1), 我们易证

∫ t

0
τθ−1‖(ah,uh)‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

dτ ≲
(

tθ−θ0‖a‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

) 2
d
2 +1−σ0

(
‖τθ a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

) d
2 −1−σ0
d
2 +1−σ0

+
(

tθ−θ0‖u‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

) 2
d
2 +1−σ0

(
‖τθ u‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

) d
2 −1−σ0
d
2 +1−σ0 .

(4.3.12)

类似地, 我们有

∫ t

0
τθ−1‖(b,w)h‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

dτ ≲
(

tθ−θ0‖(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

) 2
d
2 +1−σ0

(
‖τθ (b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

) d
2 −1−σ0
d
2 +1−σ0 . (4.3.13)

结合 (4.3.11)­(4.3.13) 以及 Young 不等式, 对一个待选取的小常数 η > 0, 我们得到∫ t

0
τθ−1‖(a,u,b,w)‖`

Ḃ
d
2 −1
2,1

dτ ≲
∫ t

0
τθ−1(‖(a,u,b,w)`‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(a,u,b,w)h‖
Ḃ

d
2 −1
2,1

)
dτ

≲ X1(t)+X1,σ0(t)
η

tθ−θ0 +ηD1,θ (t).

(4.3.14)
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类似于命题 4.2.3 的证明, 不等式 (4.3.9) 右侧的非线性形式可由如下估计:

‖τθ au‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖τθ (u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(a,u,w)‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖τθ (u,b,w)‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ X1(t)D1,θ (t),
(4.3.15)

以及

‖τθ h‖
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ ‖h1‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖τθ a‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖h2‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖τθ u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖h3‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖τθ (u−w)‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ X1(t)D1,θ (t).
(4.3.16)

结合 (4.3.10)­(4.3.16), 我们有

‖τθ (a,u,b,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (a,u,b,w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X1(t)+X1,σ0(t)
η

tθ−θ0 +
(
η +X1(t)

)
D1,θ (t)

(4.3.17)

最后, 我们将不等式 (4.2.21) 乘以 t2θ 得到

d
dt

(
t2θ‖∆̇ j(u−w)‖2

L2

)
+ t2θ‖∆̇ j(u−w)‖2

L2

≲ t2θ−1‖∆̇ j(u−w)‖2
L2

+ tθ(2 j‖∆̇ j(a,u,b)‖L2 +‖∆̇ j(u ·∇u,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2
)
tθ‖∆̇ j(u−w)‖L2,

(4.3.18)

类似于 (4.2.31)­(4.2.33) 的计算过程, 我们由 (4.3.14)­(4.3.18) 易证得

‖τθ (u−w)‖`
L̃2

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (u−w)‖`
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲
∫ t

0
τθ−1‖(u,w)‖`

Ḃ
d
2 −1
2,1

dτ +‖τθ (a,u,b)‖`
L̃2

t (Ḃ
σ0+1
2,∞ )

+‖τθ (u,w)‖`
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖τθ (a,u,b)‖`
L̃1

t (Ḃ
σ0+2
2,∞ )

+‖τθ (u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖`
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ h‖`
L̃1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ X1(t)+X1,σ0(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−1−σ0)+

(
η +X1(t)

)
D1,θ (t).

(4.3.19)

由 (4.3.17) 和 (4.3.19), (4.3.8) 成立. 引理 4.3.2 证毕.

关于高频时间加权估计, 我们有如下引理.

引理 4.3.3. 在定理 1.3.16 的假设下, 对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 − 1) 及 θ > 1+ 1

2(
d
2 − 1− σ0) > 1, 若
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(a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)由定理 1.3.14给出的整体解,则 (a,u,b,w)满足以下估计:

‖τθ (∇a,u)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ (b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ (u,b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X1(t)+X1,σ0(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−1−σ0)+

(
η +X1(t)

)
D1,θ (t), t > 0,

(4.3.20)

其中 X1(t)、X1,σ0(t)以及 D1,θ (t)分别由 (4.2.2)、(4.3.2)及 (4.3.7)给出, η > 0为待选取的小

常数.

证明. 对 j ≥−1, 我们将 (4.2.47) 乘以 tθ 得到

d
dt

(
tθ EH

NSE, j(t)
)
+ tθ EH

NSE, j(t)

≲ tθ−1EH
NSE, j(t)+ tθ(‖∆̇ j(div(au),u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2 +‖divu‖L∞‖∇∆̇ ja‖L2

+‖∇∆̇ j(adivu)‖L2 +‖[u, ∆̇ j]∇u‖L2 +
d

∑
k=1

‖[u,∂k∆̇ j]∇a‖L2
)√

EH
NSE, j(t).

我们对上式直接计算后有

‖τθ (∇a,u,b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (∇a,u,b,w)‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲
∫ t

0
τθ−1‖(∇a,u,b,w)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

dτ +‖τθ (u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τθ au‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖divu‖L1
t (L∞)‖τθ a‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ adivu‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ h‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+ ∑
j≥−1

2 j( d
2−1)(‖[u ·∇, ∆̇ j]τθ u‖L1

t (L2)+
d

∑
k=1

‖[u,∂k∆̇ j]∇τθ a‖L1
t (L2)

)
.

(4.3.21)

类似于 (4.3.11)­(4.3.13) 的论证过程, 对待选取的小常数 η > 0, 我们可证∫ t

0
τθ−1‖(∇a,u,b,w)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

dτ

≲
(

tθ− 1
2 (

d
2−1−σ0)

(
‖(∇a,u)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)) 2
d
2 +1−σ0

×
(
‖τθ a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ (u,b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

) d
2 −1−σ0
d
2 +1−σ0

≲ X1(t)
η

tθ−θ0 +ηD1,θ (t).

(4.3.22)
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与 (4.2.49)­(4.2.50) 类似, 下述估计成立:

‖τθ adivu‖
L̃1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ ‖a‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖τθ u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X1(t)D1,θ (t),

‖divu‖L1
t (L∞)‖τθ a‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

‖τθ a‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ X1(t)D1,θ (t),

∑
j∈Z

2 j( d
2−1)‖[u ·∇, ∆̇ j]τθ u‖L1

t (L2) ≲ ‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

‖τθ u‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ X1(t)D1,θ (t),

d

∑
k=1

∑
j∈Z

2 j( d
2−1)‖[u,∂k∆̇ j]∇τθ a‖L1

t (L2) ≲ ‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

‖τθ a‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ X1(t)D1,θ (t).

(4.3.23)

将 (4.3.15)­(4.3.16) 以及 (4.3.22)­(4.3.23) 代入 (4.3.21), 我们得到

‖τθ (∇a,u,b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (∇a,u,b,w)‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ X1(t)
η

tθ−θ0 +
(
η +X1(t)

)
D1,θ (t).

(4.3.24)

下面, 将 (4.2.52) 乘以 tθ , 我们得到

(tθ u)t −∆(tθ u) = θ tθ−1u−∇(tθ a)+ tθ w− tθ u− tθ u ·∇u+ tθ h. (4.3.25)

由扩散方程 (4.3.25) 的最优正则性估计 (4.5.12) 以及事实 tθ u|t=0 = 0, 我们有

‖τθ u‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲
∫ t

0
τθ−1‖u‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

dτ +‖τθ a‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ (w,u)‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (u ·∇u)‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τθ G‖h

L̃1
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

,

从而, 我们结合上式、(4.3.12)、(4.3.15)­(4.3.16)、(4.3.22) 以及 (4.3.24) 推断出

‖τθ u‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X1(t)
η

tθ−θ0 +ηD1,θ (t)+X1(t)D1,θ (t). (4.3.26)

最后, 对 j ≥−1, 我们将 (4.2.34) 乘以 tθ 得

d
dt

(
tθ EH

Euler, j(t)
)
+ tθ EH

Euler, j(t)

≲ tθ−1EH
Euler, j(t)+ tθ(‖∆̇ ju‖L2 +‖divw‖L∞‖∆̇ j(b,w)‖L2

+2− j‖∆̇ j(w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖[w ·∇, ∆̇ j](b,w)‖L2
)√

EH
Euler, j(t).
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根据上式以及 (4.2.54), 以下估计成立:

‖τθ (b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ (b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲
∫ t

0
τθ−1‖(b,w)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

dτ +‖τθ u‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖divw‖L∞
t (L∞)‖τθ (b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ (w ·∇b,w ·∇w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+
∫ t

0
∑

j≥−1
2 j( d

2+1)‖[w ·∇, ∆̇ j]τθ (b,w)‖L2dτ.

(4.3.27)

与 (4.3.11) 的计算类似, 我们易证∫ t

0
τθ−1‖(b,w)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

dτ ≲ X1(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−1−σ0)+ηD1,θ (t). (4.3.28)

又由 (4.5.5), 我们得到

‖divw‖L∞
t (L∞)‖τθ (b,w)‖

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ (w ·∇b,w ·∇w)‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ ‖w‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

‖τθ (b,w)‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X1(t)D1,θ (t).
(4.3.29)

我们从 (4.5.7)1 可知 ∫ t

0
∑
j∈Z

2 j( d
2+1)‖[w ·∇, ∆̇ j]τθ (b,w)‖L2dτ

≲ ‖w‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

‖τθ (b,w)‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X1(t)D1,θ (t).
(4.3.30)

因而, 根据 (4.3.26)­(4.3.30), 下述估计成立:

‖τθ (b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ (b,w)‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X1(t)+X1,σ0(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−1−σ0)+

(
η +X1(t)

)
D1,θ (t).

(4.3.31)

将 (4.3.24)、(4.3.26)­(4.3.27) 及 (4.3.31) 联立, 我们有 (4.3.20). 引理 4.3.3 证毕.

定理 1.3.16的证明: 在定理 1.3.16 的假设下, 如果 (a,u,b,w) 为柯西问题 (4.1.1) 由

定理 1.3.14 给出的一个整体解, 则根据引理 4.3.2­4.3.3, 对任意 θ > 1+ 1
2(

d
2 −1−σ0) > 1 及

η > 0, 如下时间加权能量估计成立:

D1,θ (t)≲
X1(t)+X1,σ0(t)

η
tθ−θ0 +

(
η +X1(t)

)
D1,θ (t), t > 0. (4.3.32)
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从而, 我们选取一个充分小的常数 η > 0, 并利用 (4.3.32)、X1(t)≲ X1(0)<< 1 及 (4.3.1) 得到

‖(a,u,b,w)‖`
Ḃ

d
2 −1
2,1

+‖a‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖u‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(b,w)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

≲ t−
1
2 (

d
2−1−σ0), t ≥ 1.

上式与 X1(t)≲ X1(0) (t ∈ [0,1]) 联立, 我们有

‖(a,u,b,w)(t)‖
Ḃ

d
2 −1
2,1

≲ ‖(a,u,b,w)(t)‖`
Ḃ

d
2 −1
2,1

+‖a(t)‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖u(t)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(b,w)(t)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

≲ (1+ t)θ− 1
2 (

d
2−1−σ0), t > 0.

(4.3.33)

对方程 (4.3.25) 应用最优正则性估计 (4.5.12) 并结合 (4.3.15)­(4.3.16) 和 (5.3.24), 我们有以下

估计:

‖τθ u‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖u(1)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖τθ−1u‖h

L̃∞(1,t;Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖∇(τθ a)‖h

L̃∞(1,t;Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ (w,u)‖h

L̃∞(1,t;Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ u ·∇u‖h

L̃∞(1,t;Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τθ G‖h

L̃∞(1,t;Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ X1(t)+D1,θ (t)+X1(t)D1,θ (t)≲ tθ− 1
2 (

d
2−1−σ0),

从而, 我们得到

‖u(t)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

≲ (1+ t)
1
2 (

d
2−1−σ0), t ≥ 1. (4.3.34)

此外, 利用 (4.5.2)、(4.3.1) 及 (4.3.33), 我们对 σ ∈ (σ0,
d
2 −1) 可证

‖(a,u,b,w)`(t)‖Ḃσ
2,1

≲ ‖(a,u,b,w)`(t)‖

d
2 −1−σ

d
2 −1−σ0

Ḃ
σ0
2,∞

‖(a,u,b,w)`(t)‖
σ−σ0

d
2 −1−σ0

Ḃ
d
2 −1
2,1

≲ (1+ t)−
1
2 (σ−σ0).

(4.3.35)

根据 (4.3.33)­(4.3.35), 最优时间衰减速率 (1.3.29) 成立.
下面, 我们证明相对速度 u−w 最优时间衰减估计 (1.3.30). 注意到方程 (4.2.29) 可改写

为

u−w = e−2t(u0 −w0)+
∫ t

0
e−2(τ−t)(−∇a+∆u+−u ·∇u+w ·∇w+h

)
dτ. (4.3.36)
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对 (4.3.36) 取 Ḃσ0
2,∞ 范数并利用 (1.3.29), 我们得到

‖u−w‖`
Ḃ

σ0
2,∞

≲ e−2t‖(u0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+
∫ t

0
e−2(t−τ)(‖(a,u,b)‖`

Ḃ
σ0+1
2,∞

+‖(u ·∇u,w ·∇w)‖`
Ḃ

σ0
2,∞

+‖h‖`
Ḃ

σ0
2,∞

)
dτ.

(4.3.37)

根据 (4.2.24)、(4.3.1)、(4.3.33) 和 (4.5.6), 我们有∫ t

0
e−2(t−τ)‖(a,u,b)‖`

Ḃ
σ0+1
2,∞

dτ ≲ (1+ t)−min{ 1
2 ,

1
2 (

d
2−1−σ0)}, (4.3.38)

以及 ∫ t

0
e−2(t−τ)‖(u ·∇u,w ·∇w)‖`

Ḃ
σ0
2,∞

+‖h‖`
Ḃ

σ0
2,∞

)
dτ

≲
∫ t

0
e−2(t−τ)(‖(a,u,w)‖

Ḃ
d
2
2,1

‖(a,u,w)‖
Ḃ

σ0+1
2,1

+‖(a,b)‖
Ḃ

d
2
2,1

‖u−w‖Ḃ
σ0
2,∞

)
dτ

≲
(∫ t

0
e−4(t−τ)‖(a,u,w)‖2

Ḃ
σ0+1
2,1

dτ
) 1

2‖(a,u,w)‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

+
(∫ t

0
e−4(t−τ)(‖(a,b)‖`

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖a‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖b‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

)2dτ
) 1

2‖u−w‖L̃2
t (Ḃ

σ0
2,∞)

≲ (1+ t)−min{ 1
2 ,

1
2 (

d
2−1−σ0)}.

(4.3.39)

从而, 我们由 (4.3.37)­(4.3.39) 得到 (1.3.30). 对 d ≥ 3 和 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −2) 时, 我们可以通过类

似的计算证明 (1.3.31). 该证明从略. 定理 1.3.16 证毕.

4.4 定理 1.3.18的证明

在本节, 受到 [70,229] 的启发, 我们证明柯西问题 4.1.1 整体解的最优衰减估计 (1.3.33).
对 σ0 ∈ [−d

2 ,
d
2 −1) 及任意小的 ε1 ∈ (0,1), 我们引入时间加权能量泛函

Z1(t) := sup
σ∈[σ0+ε1,

d
2+1]

‖〈τ〉
1
2 (σ−σ0)(a,u,b,w)‖`L∞

t (Ḃ
σ
2,1)

+‖〈τ〉σh(∇a,u)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τσhu‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖〈τ〉σh(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖〈τ〉
1
2 (u−w)‖`

L∞
t (Ḃ

σ0
2,∞)

+ sup
σ∈[σ0+ε1,

d
2 ]

‖〈τ〉
1
2 (1+σ−σ0)(u−w)‖`L∞

t (Ḃ
σ
2,1)

.

(4.4.1)
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如下不等式将在非线性估计中频繁使用:∫ t

0
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)〈τ〉−θ dτ ≲ 〈t〉−

1
2 (σ−σ0), 0 ≤ 1

2
(σ −σ0)≤ θ , θ > 1. (4.4.2)

我们首先对解 (a,u,b,w) 建立高频时间加权估计.

引理 4.4.1. 设 (a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)由定理 1.3.14给出的整体解,则在定理 1.3.18的
假设下,对任意小的 ε1 ∈ (0,1), (a,u,b,w)有以下时间加权估计:

sup
σ∈[σ0+ε1,

d
2+1]

‖〈τ〉
1
2 (σ−σ0)(a,u,b,w)‖`L∞

t (Ḃ
σ
2,1)

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+X1(0)+X2
1 (t)+Z2(t), t > 0,

(4.4.3)

其中 X1(t)及 Z1(t)由 (4.2.2)及 (4.4.1)给出.

证明. 对 (4.2.21) 用 Grönwall 不等式, 我们得

‖∆̇ j(a,u,b,w)‖L2

≲ e−22 jt‖∆̇ j(a0,u0,b0,w0)‖L2

+
∫ t

0
e−22 j(t−τ)(‖∆̇ j(div(au),u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖∆̇ jh‖L2

)
dτ.

(4.4.4)

上式揭示了对任意 σ > σ0, (a,u,b,w) 满足

‖(a,u,b,w)‖`Ḃσ
2,1

≲ 〈t〉−
1
2 (σ−σ0)‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0

2,∞
+
∫ t

0
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)

(
‖au‖`

Ḃ
σ0+1
2,∞

+‖(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖`
Ḃ

σ0
2,∞

+‖h1∇a‖`Ḃσ
2,∞

+‖h2∆u‖`Ḃσ
2,∞

+‖h3(u−w)‖`Ḃσ
2,∞

)
dτ.

(4.4.5)

为了控制不等式 (4.4.5) 右侧的第一个非线性项, 我们对情形 t ≤ 2 及 t ≥ 2 分别讨论. 对情形

t ≤ 2, 我们利用 (4.5.1)、(4.5.6) 及 〈t〉 ∼ 1 可得∫ t

0
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)‖au‖

Ḃ
σ0+1
2,∞

dτ

≲ ‖a‖
L∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

(
‖u‖`

L∞
t (Ḃ

σ0+1
2,1 )

+‖u‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)
≲
(
X1(t)Z1(t)+X2

1 (t)
)
〈t〉−

1
2 (σ−σ0).

(4.4.6)

对情形 t ≥ 2, 我们作如下分解:∫ t

0
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)‖au‖

Ḃ
σ0+1
2,∞

dτ =
(∫ 1

0
+
∫ t

1

)
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)‖au‖

Ḃ
σ0+1
2,∞

dτ.
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利用 (4.5.6) 及事实 〈t − τ〉 ∼ 〈t〉 (τ ∈ [0,1]), 我们有∫ 1

0
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)‖au‖

Ḃ
σ0+1
2,∞

dτ

≲ 〈t〉−
1
2 (σ−σ0)

∫ 1

0
‖a‖

Ḃ
d
2
2,1

‖u‖
Ḃ

σ0+1
2,∞

dτ ≲
(
X1(t)Z1(t)+X2

1 (t)
)
〈t〉−

1
2 (σ−σ0).

(4.4.7)

此外, 注意到对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −1) 及 σ ∈ (σ0,

d
2 +1], 以下事实成立:

1
2
(
d
2
+1−σ0)> 1, 0 ≤ 1

2
(σ −σ0)≤

1
2
(
d
2
+1−σ0),

从而我们用 au = a`u`+ahu`+a`uh+ahuh、(4.4.2)、(4.5.1)、(4.5.6) 及 τ−1 ≲ 〈τ〉−1 (τ ≥ 1) 得到∫ t

1
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)‖au‖

Ḃ
σ0+1
2,∞

dτ

≲
∫ t

1
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)

(
‖a‖`

Ḃ
d
2
2,1

‖u‖`
Ḃ

σ0+1
2,1

+‖a‖h

Ḃ
d
2
2,1

‖u‖`
Ḃ

σ0+1
2,1

+‖a‖`
Ḃ

d
2
2,1

‖u‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

+‖a‖h

Ḃ
d
2
2,1

‖u‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

)
dτ

≲ Z2(t)〈t〉−
1
2 (σ−σ0).

(4.4.8)

将上式与 (4.4.6)­(4.4.7) 结合, 对 σ ∈ (σ0,
d
2 +1], 我们有∫ t

0
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)‖au‖

Ḃ
σ0+1
2,∞

dτ ≲
(
Z2(t)+X2

1 (t)
)
〈t〉−

1
2 (σ−σ0), t > 0. (4.4.9)

类似地, 以下估计成立:∫ t

0
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)

(
‖(u ·∇u,w ·∇b,w ·∇w)‖Ḃ

σ0
2,∞

+‖h1∇a‖Ḃσ
2,∞

+‖h2∆u‖Ḃσ
2,∞

)
dτ

≲
(
Z2(t)+X2

1 (t)
)
〈t〉−

1
2 (σ−σ0), t > 0.

(4.4.10)

值得强调的是, 不等式 (4.4.5) 中最后一个非线性形式与其他非线性形式相比缺少一阶导数,
因而若我们利用解 (a,u,b,w) 的衰减速率控制该非线性项, 则其衰减速率会下降 〈t〉 1

2 . 为此,
根据 (4.5.6)、(4.5.9) 及 X1(t)≲ X1(0)<< 1, 以下估计成立:∫ t

0
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)‖h3(u−w)‖Ḃσ

2,∞
dτ

≲
∫ t

0
〈t − τ〉−

1
2 (σ−σ0)‖(a,b)‖

Ḃ
d
2
2,1

‖u−w‖Ḃ
σ0
2,∞

dτ ≲ Z2(t)〈t〉−
1
2 (σ−σ0), t > 0,

(4.4.11)
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此处我们用到了关键事实

‖(a,b)‖
Ḃ

d
2
2,1

‖u−w‖Ḃ
σ0
2,∞

≲
(
‖(a,b)‖`

Ḃ
d
2
2,1

+‖a‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖b‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

)(
‖u−w‖`

Ḃ
σ0
2,∞

+‖u‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖w‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

)
≲ Z2(t)〈t〉−

1
2 (

d
2+1−σ0).

将 (4.4.9)­(4.4.11) 联立, 我们得到 (4.4.3).

其次, 我们对解 (a,u,b,w) 建立高频时间加权估计.

引理 4.4.2. 对任意小的常数 ε1 ∈ (0,1),设 σh := 1
2(d+1−2σ0 −2ε1). 若 (a,u,b,w)为柯西问

题 (4.1.1)由定理 1.3.14给出的整体解,那么在定理 1.3.18的假设下,以下估计成立:

‖〈τ〉σha‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖〈τ〉σhu‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τσhu‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖〈τ〉σh(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+X1(0)+X2
1 (t)+Z2(t), t > 0, (4.4.12)

其中 X1(t)及 Z1(t)分别由 (4.2.2)及 (4.4.1)给出.

证明. 首先, 对 j ≥−1, 对 (4.2.47) 应用 Grönwall 不等式, 我们得到

‖∆̇ j(∇a,u,b,w)‖L2 ≲ e−t‖∆̇ j(∇a0,u0,b0,w0)‖L2 +
∫ t

0
e−(t−τ̄)

6

∑
i=1

Si, jdτ̄,

其中 
S1, j := 2 j‖∆̇ j(au)‖L2, S2, j := ‖∆̇ j(u ·∇u)‖L2,

S3, j := ‖∆̇ jh‖L2, S4, j := ‖divu‖L∞‖∇∆̇ ja‖L2, ,

S5, j := ‖∇∆̇ j(∇adivu)‖L2 , S6, j := ‖[u, ∆̇ j]∇u‖L2 +
d

∑
k=1

‖[u,∂k∆̇ j]∇a‖L2 .

因而, 我们有

‖〈τ〉σh(∇a,u,b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(∇a0,u0,b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+ ∑
j≥−1

sup
τ∈[0,t]

〈τ〉σh

∫ τ

0
e−(τ−τ̄)2 j( d

2−1)
6

∑
i=1

Si, jdτ̄.
(4.4.13)

为了控制不等式 (4.4.13) 右侧的非线性形式, 我们对情形 t ≤ 2 及情形 t ≥ 2 分别估计. 对情
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形 t ≤ 2, 我们易证

∑
j≥−1

sup
τ∈[0,t]

〈τ〉σh

∫ τ

0
e−(τ−τ̄)2 j( d

2−1)(S1, j +S2, j)dτ̄

≲
∫ t

0

(
‖au‖h

Ḃ
d
2
2,1

+‖u ·∇u‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

)
dτ ≲ ‖(a,u)‖

L2
t (Ḃ

d
2
2,1)

‖u‖
L2

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ X2
1 (t).

对情形 t ≥ 2, 我们将时间积分区域 [0, t] 分解为 [0,1] 和 [1, t] 分别讨论. 对在 [0,1] 上积分区

域的部分, 我们有

∑
j≥−1

sup
τ∈[2,t]

〈τ〉σh

∫ 1

0
e−(τ−τ̄)(S1, j +S2, j)dτ̄ ≲ X2

1 (1).

为了估计在 [1, t] 上积分区域的部分, 根据 (4.5.1)、(4.5.4) 以及
‖〈τ〉

1
2 (

d
2−σ0+ε1)(a`,u`)‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖〈τ〉
1
2 (

d
2−σ0+ε1)(a,u)‖`

L∞
t (Ḃ

d
2 −ε1
2,1 )

,

‖〈τ〉
1
2 (

d
2+1−σ0+ε1)(a`,u`)‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖〈τ〉
1
2 (

d
2+1−σ0+ε1)(a,u)‖`

L∞
t (Ḃ

d
2 +1−ε1
2,1 )

,
(4.4.14)

我们有

‖τσha`u`‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τσhu` ·∇u`‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ ‖τσha`u`‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τσhu` ·∇u`‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖〈τ〉
1
2 (

d
2+1−σ0+ε1)(a`,u`)‖

Ḃ
d
2 +1
2,1

‖〈τ〉
1
2 (

d
2+1−σ0+ε1)(a,u)‖`

Ḃ
d
2
2,1

≲ Z2(t).

(4.4.15)

值得注意的是, 由于 (4.4.14)­(4.4.14), 解 (a,u,b,w) 高频部分的时间衰减为 〈t〉− 1
2 (d+1−2σ0−2ε1)

而非 〈t〉− 1
2 (d+1−2σ0). 另外, 利用 (4.5.4)­(4.5.5), 我们得到

‖τσhahu`‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τσhauh‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖〈τ〉σha‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

‖u‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖a‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖τσhu‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ Z1(t)X1(t),
(4.4.16)

以及

‖τσhuh ·∇u`‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τσhu ·∇uh‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ ‖τσhu‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

‖u‖`
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖τσhu‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

‖u‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ Z1(t)X1(t).
(4.4.17)
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对情形 t ≥ 2 在 [1, t] 上的时间积分, 我们通过 (4.4.15)­(4.4.17) 可证

∑
j≥−1

sup
τ∈[2,t]

〈τ〉σh

∫ τ

1
e−(τ−τ̄)(S1, j +S2, j)dτ̄

≲
(
‖τσhau‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τσhu ·∇u‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

)
sup

τ∈[2,t]
〈τ〉σh

∫ τ

1
e−(τ−τ̄)τ̄−σhdτ̄

≲ X2
1 (t)+X1(t)Z1(t).

因而, 我们得到

∑
j≥−1

sup
τ∈[0,t]

〈τ〉σh

∫ t

0
e−(τ−τ̄)(S1, j +S2, j)dτ ≲ X2

1 (t)+Z2(t), t > 0. (4.4.18)

类似于 (4.4.18) 的论证过程, 我们有

∑
j≥−1

sup
τ∈[0,t]

〈τ〉σh

∫ t

0
e−(τ−τ̄)

6

∑
i=3

Si, jdτ ≲ X2
1 (t)+Z2(t), t > 0. (4.4.19)

为了简单起见, 我们省略 (4.4.19) 的证明. 将 (4.4.18)­(4.4.19) 代入 (4.4.13), 我们得到

‖〈τ〉σh(∇a,u,b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ ‖(∇a0,u0,b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+X2
1 (t)+Z2(t), t > 0. (4.4.20)

下一步, 我们证明 u 在 Ḃ
d
2+1
2,1 中的时间衰减估计. 我们对扩散方程 (4.3.25) (θ = σh > 1)

应用最优正则性估计 (4.5.12) 可得

‖τσhu‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖τσh−1u‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τσha‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τσh(u,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τσhu ·∇u‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τσhh‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

.
(4.4.21)

我们易知
‖τσh−1u‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ ‖〈τ〉σhu‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

. (4.4.22)

类似于 (4.4.15)­(4.4.17), 以下估计成立:

‖τσhu ·∇u‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖τσhh‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

≲ X2
1 (t)+Z2(t). (4.4.23)

结合 (4.4.20)­(4.4.23), 我们得到

‖τσhu‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖(∇a0,u0,b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+X2
1 (t)+Z2(t). (4.4.24)

122



两相流方程组的适定性与渐近行为

最后, 我们利用 (4.4.24) 以及可压缩 Euler 方程组 (4.1.1)3­(4.1.1)4 的特性来证明 (b,w)

在 Ḃ
d
2+1
2,1 中的衰减估计. 对 (4.2.56) 利用 Grönwall 不等式, 我们得到

‖〈τ〉σh(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖(b0,w0)‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

+ ∑
j≥−1

sup
τ∈[0,t]

〈τ〉σh

∫ τ

0
e−(τ−τ̄)2 j( d

2+1)(‖∆̇ ju‖L2

+‖divw‖L∞‖∆̇ j(b,w)‖L2 +2− j‖∆̇ j(w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖[w ·∇, ∆̇ j](b,w)‖L2
)
dτ̄.

对 t ≤ 2, 我们注意到

∑
j≥−1

sup
τ∈[0,t]

〈τ〉σh

∫ τ

0
e−(τ−τ̄)2 j( d

2+1)‖∆̇ ju‖L2dτ̄ ≲ ‖u‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

,

以及对 t ≥ 2, 如下估计成立:

∑
j≥−1

sup
τ∈[0,t]

〈τ〉σh

∫ τ

0
e−(τ−τ̄)2 j( d

2+1)‖∆̇ ju‖L2dτ̄

≲ ∑
j≥−1

(
sup

τ∈[0,1]

∫ τ

0
+ sup

τ∈[1,t]
〈τ〉σh

∫ 1

0
+ sup

τ∈[1,t]
〈τ〉σh

∫ τ

1

)
e−(τ−τ̄)2 j( d

2+1)‖∆̇ ju‖L2dτ̄

≲ ‖u‖h

L1
1(Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τσhu‖h

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

.

根据上式及 (4.4.24), 我们推出

∑
j≥−1

sup
τ∈[0,t]

〈τ〉σh

∫ τ

0
e−(τ−τ̄)2 j( d

2+1)‖∆̇ ju‖L2dτ̄ ≲ ‖(∇a0,u0,b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+X2
1 (t)+Z2(t).

由 (4.5.4) 及 (4.5.7), 我们通过直接计算得

∑
j≥−1

sup
τ∈[0,t]

〈τ〉σh

∫ τ

0
e−(τ−τ̄)2 j( d

2+1)(‖divw‖L∞‖∆̇ j(b,w)‖L2

+2− j‖∆̇ j(w ·∇b,w ·∇w)‖L2 +‖[w ·∇, ∆̇ j](b,w)‖L2
)
dτ̄ ≲ Z2(t)+X1(t)Z1(t).

因而, 如下估计成立:

‖〈τ〉σh(b,w)‖h

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖(∇a0,u0)‖h

Ḃ
d
2 −1
2,1

+‖(b0,w0)‖h

Ḃ
d
2 +1
2,1

+X2
1 (t)+Z2(t). (4.4.25)

我们联立 (4.4.20) 及 (4.4.24)­(4.4.25) 得到 (4.4.12). 引理 4.4.2 证毕.

下面, 我们在低频对相对速度 u−w 建立的时间加权估计.
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引理 4.4.3. 若 (a,u,b,w)为柯西问题 (4.1.1)由定理 1.3.14给出的整体解,则在定理 1.3.18的

假设下,相对速度 u−w满足时间加权估计:

‖〈τ〉
1
2 (u−w)‖`

L∞
t (Ḃ

σ0
2,∞)

+ sup
σ∈(σ0,

d
2 ]

‖〈τ〉
1
2 (σ−σ0)(u−w)‖`L∞

t (Ḃ
σ
2,1)

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+X2
1 (t)+Z2(t), t > 0,

(4.4.26)

其中 X1(t)及 Z1(t)由 (4.2.2)及 (4.4.1)定义.

证明. 我们对 (4.3.36) 取低频 Ḃσ0
2,∞ 范数后得到

‖u−w‖`
Ḃ

σ0
2,∞

≲ e−2t‖(u0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+
∫ t

0
e−2(t−τ)(‖a‖`

Ḃ
σ0+1
2,∞

+‖u‖`
Ḃ

σ0+2
2,∞

+‖(u ·∇u,w ·∇w)‖`
Ḃ

σ0
2,∞

+‖h‖`
Ḃ

σ0
2,∞

)
dτ.

(4.4.27)

不等式 (4.4.27) 右侧的非线性项估计如下. 首先, 由 (4.4.3), 我们得∫ t

0
e−2(t−τ)(‖a‖`

Ḃ
σ0+1
2,∞

+‖u‖`
Ḃ

σ0+2
2,∞

)
dτ

≲ ‖〈τ〉
1
2 (a,u)‖`

L∞
t (Ḃ

σ0+1
2,1 )

∫ t

0
e−2(t−τ)〈τ〉−

1
2 dτ

≲
(
‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0

2,∞
+X1(0)+Z2(t)+X2

1 (t)
)
〈t〉−

1
2 .

(4.4.28)

我们又由 (4.5.6) 及 (4.4.3) 可知∫ t

0
e−2(t−τ)(‖(u ·∇u,w ·∇w)‖`

Ḃ
σ0
2,∞

+‖h‖`
Ḃ

σ0
2,∞

)
dτ ≲

(
X2

1 (t)+Z2(t)
)
〈t〉−

1
2 (

d
2+1−σ0). (4.4.29)

将 (4.4.27)­(4.4.29) 联立, 我们得到

‖〈τ〉
1
2 (u−w)‖`

L̃∞
t (Ḃ

σ0
2,∞)

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+X2
1 (t)+Z2(t). (4.4.30)

类似于 (4.4.30) 的证明, 我们可证

‖〈τ〉
1+σ−σ0

2 (u−w)‖`L∞
t (Ḃ

σ
2,1)

≲ ‖(a0,u0,b0,w0)‖`Ḃσ0
2,∞

+X2
1 (t)+Z2(t), σ ∈ (σ0,

d
2
].

为简单起见, 上式的证明在此省略. 引理 4.4.3 得证.

定理 1.3.18的证明: 结合引理 4.4.1­4.4.3 并注意到 (4.3.6), 我们有

Z1(t)≲ ‖(a0,u0,b0,w0)
`‖Ḃ

σ0
2,∞

+X1(0)+X2
1 (t)+Z2(t), t > 0. (4.4.31)

从而, 若 X1(0) 及 ‖(a0,u0,b0,w0)
`‖Ḃ

σ0
2,∞

充分小, 我们可以证明 Z1(t) 关于时间 t > 0 一致有界,
从而时间衰减速率 (1.3.33) 成立.
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4.5 附录

本附录包含 Littlewood­Paley 分解以及 Besov 空间的一些概念、记号和性质. 读者可参

见 [8][第 2­3 章]. 设 χ∗(ξ ) 为一个光滑球对称非单调递增的函数, 并满足其在 B(0, 4
3) 中有紧

支集, 且在 B(0, 3
4) 中恒为 1. 因而, 以下性质成立:

φ(ξ ) := χ∗(
ξ
2
)−χ∗(ξ ), ∑

j∈Z
φ(2− j·) = 1, Supp φ ⊂ {ξ ∈ Rd | 3

4
≤ |ξ | ≤ 8

3
}.

对 j ∈ Z, 齐次二进环形分解算子 ∆̇ j 以及低频截断算子 Ṡ j 定义为

∆̇ ju := F−1(φ(2− j·)Fu), Ṡ ju := F−1(χ∗(2− j·)Fu),

其中 F 和 F−1 分别表示 Fourier 变换以及其逆变换.
设 S 为 Rd 上的缓增分布函数空间, 并且

S′h := {u ∈ S′h | u ∈ S′且 lim
j→−∞

‖Ṡ ju‖L∞ = 0},

从而, 对任意 u ∈ S′h, 在 S′ 中 u 满足

u = ∑
j∈Z

∆̇ ju, Ṡ ju = ∑
j′≤ j−1

u j′.

借助于齐次二进环形分解, 齐次 Besov 空间定义如下:

定义 4.5.1. [8]对 s ∈ R及 p,r ∈ [1,∞],齐次 Besov空间 Ḃs
p,r 定义为

Ḃs
p,r := {u ∈ S′h | ‖u‖Ḃs

p,r
:= ‖{2 js‖∆̇ ju‖Lp} j∈Z‖lr < ∞}.

为了刻画解的耗散特性, 我们将 Besov 范数限制在低频和高频部分 (分界点固定为 j =

0), 并引入 Hybrid Besov 空间.

定义 4.5.2. [8, 64]对 s ∈ R及 p,r ∈ [1,∞],设 u ∈ S′h的高频部分和低频部分为

u` := ∑
j≤−1

∆̇ ju, uh := u−u` = ∑
j≥0

∆̇ ju,

以及其低频半范数和高频半范数为

‖u‖`Ḃs
p,r

:= ‖{2 js‖∆̇ ju} j≤0‖lr(Z), ‖u‖h
Ḃs

p,r
:= ‖{2 js‖∆̇ ju} j≥−1‖lr(Z).
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对 s, t ∈ R, L2型 Hybrid Besov空间 Ḃs,t
2,1定义如下:

Ḃs,t
2,1 := {u ∈ S′h | ‖u‖Ḃs,t

2,1
:= ‖u‖`Ḃs

2,1
+‖u‖h

Ḃt
2,1
}.

注记 4.5.3. 对 s′ > 0、s ∈ R 及 p,r ∈ [1,∞], 我们易证

‖u`‖Ḃs
p,r
≲ ‖u‖`Ḃs

p,r
≲ ‖u‖`

Ḃs−s′
p,r

, ‖uh‖Ḃs
p,r
≲ ‖u‖h

Ḃs
p,r
≲ ‖u‖h

Ḃs+s′
p,r

. (4.5.1)

因而, Hybrid Besov 空间 Ḃs,t
2,1 满足如下特性:

Ḃs,s
2,1 = Ḃs

2,1, Ḃs,t
2,1 = Ḃs

2,1 ∩ Ḃt
2,1 (s ≤ t), Ḃs,t

2,1 = Ḃs
2,1 + Ḃt

2,1 (s > t).

进一步, 我们给出时­空 Besov 空间的定义. 这类空间首先由 Chemin 和 Lerner 在文献

[44] 中引入.

定义 4.5.4. [8,44]对 ρ,r,q ∈ [1,∞]、s ∈ R及时间 T > 0,时­空 Besov空间 L̃ρ(0,T ; Ḃs
p,r)定义

如下:

L̃ρ(0,T ; Ḃs
p,r) := {u ∈ Lρ(0,T ;S′h) | ‖u‖L̃ρ

T (Ḃ
s
p,r)

:= ‖{2 js‖∆̇ ju‖Lρ
T (L

p)} j∈Z‖lr < ∞}.

进一步,记
Cb(R+; Ḃs

p,r) := {u ∈C(R+; Ḃs
p,r) | ‖ f‖L̃∞(R+;Ḃs

p,r)
< ∞}.

相应的限制在低频和高频的半范数定义如下:

‖u‖`
L̃ρ

T (Ḃ
s
p,r)

:= ‖{2 js‖∆̇ ju‖Lρ
T (L

p)} j≤0‖lr(Z), ‖u‖h
L̃ρ

T (Ḃ
s
p,r)

:= ‖{2 js‖∆̇ ju‖Lρ
T (L

p)} j≥−1‖lr(Z).

注记 4.5.5. 由 Minkowski 不等式, 我们有

‖u‖L̃ρ
T (Ḃ

s
p,r)

≤ ‖u‖Lρ
T (Ḃ

s
p,r)

r ≥ ρ 且 ‖u‖L̃ρ
T (Ḃ

s
p,r)

≥ ‖u‖Lρ
T (Ḃ

s
p,r)

r ≤ ρ,

其中 ‖ · ‖Lρ
T (Ḃ

s
p,r)

为通常的 Lebesgue­Besov 范数.

我们也引入空间­速度混合 Besov 空间.

定义 4.5.6. 对 s ∈ R及 p,r ∈ [1,∞],定义

Ḃs
p,r = { f ∈ S ′

h(R
d
x ;L2(Rd

v )) | ‖ f‖Ḃs
p,r

:= ‖{2 js‖∆̇ j f‖Lp
x (L2

v)
}‖lr(Z) < ∞},

关于空间­速度混合 Besov空间,我们也可以类似地定义其低频和高频部分、Hybrid Besov空
间和时­空 Besov空间.
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我们回顾 Besov 空间中的一些基本的特性和估计. 注意到这些特性和估计都可以应用

到相应的时­空 Besov 空间.
首先, 我们介绍 Bernstein 不等式.

引理 4.5.7 ([8]). 对 0 < r < R、λ > 0、1 ≤ p ≤ q ≤ ∞、k ∈ N以及 u ∈ S′h,以下特性成立:Supp F (u)⊂ {ξ ∈ Rd | |ξ | ≤ λR}⇒ ‖Dku‖Lq ≲ λ k+d( 1
p−

1
q )‖u‖Lp,

Supp F (u)⊂ {ξ ∈ Rd | λ r ≤ |ξ | ≤ λR}⇒ ‖Dku‖Lp ∼ λ k‖u‖Lp ,

其中F 为 Fourier变换.

根据 Bernstein 不等式, Besov 空间有诸多有用的拓扑和嵌入特性.

引理 4.5.8 ([8]). 如下特性成立:

• 对 s ∈ R、1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞及 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ ∞,如下嵌入成立:

Ḃs
p1,r1

↪→ Ḃ
s−d( 1

p1
− 1

p2
)

p2,r2 .

• 对 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,如下嵌入成立:

Ḃ0
p,1 ↪→ Lp ↪→ Ḃ0

p,∞ ↪→ Ḃσ
q,∞, σ =−d(

1
p
− 1

q
)< 0.

• 对 1 ≤ p < ∞, Ḃ
d
p
p,1嵌入到无穷远处衰减到 0的连续函数空间.

• 对 1 ≤ p ≤ ∞、s1 < s2及 θ ∈ (0,1),插值不等式成立:

‖u‖
Ḃθs1+(1−θ)s2

p,1
≲ 1

θ(1−θ)(s2 − s1)
‖u‖θ

Ḃs1
p,∞
‖u‖1−θ

Ḃs2
p,∞
. (4.5.2)

• 对 1 ≤ p,ρ ≤ ∞、s ∈ R及 ε1 ∈ (0,1], log型不等式成立:

‖u‖L̃ρ
T (Ḃ

s
p,1)

≲
‖u‖L̃ρ

T (Ḃ
s
p,∞)

ε1
log
{

1+
‖u‖L̃ρ

T (Ḃ
s−ε1
p,∞ )

+‖u‖L̃ρ
T (Ḃ

s+ε1
p,∞ )

‖u‖L̃ρ
T (Ḃ

s
p,∞)

}
. (4.5.3)

• 对 1 ≤ p,r ≤ ∞和 σ ,s ∈ R, Λσ := (−∆)
σ
2 为从 Ḃs

p,r 到 Ḃs−σ
p,r 的线性同构.

• 对 p1, p2,r1,r2 ∈ [1,∞]及 s1,s2 ∈R,若 s2 <
d
p2
或者 s2 =

d
p2
, r2 = 1成立,则以 ‖ ·‖Ḃs1

p1,r1
+

‖ · ‖Ḃs2
p2,r2
为范数的空间 Ḃs1

p1,r1 ∩ Ḃs2
p2,r2 为一个 Banach 空间并满足弱紧性和 Fatou 特性:

若 un为一个在 Ḃs1
p1,r1 ∩ Ḃs2

p2,r2 中一致有界的函数列,则存在一个极限 u ∈ Ḃs1
p1,r1 ∩ Ḃs2

p2,r2 以
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及一个子列 unk 使得

lim
k→∞

unk = u 于 S′ 并且 ‖u‖Ḃs1
p1,r1∩Ḃs2

p2,r2
≲ liminf

nk→∞
‖unk‖Ḃs1

p1,r1∩Ḃs2
p2,r2

.

为了估计非线性项, 我们需要在 Besov 空间中的 Morse 型乘积估计.

引理 4.5.9 ([8]). 如下特性成立:

• 对 1 ≤ p,r ≤ ∞及 s > 0, Ḃs
p,r ∩L∞为一个代数,且满足

‖uw‖Ḃs
p,r
≲ ‖u‖L∞‖w‖Ḃs

p,r
+‖w‖L∞‖u‖Ḃs

p,r
. (4.5.4)

• 对 1 ≤ p,r ≤ ∞以及 −min{d
p ,

d(p−1)
p }< s ≤ d

p ,如下不等式成立:

‖uw‖Ḃs
p,r
≲ ‖u‖

Ḃ
d
2
2,1

‖w‖Ḃs
p,r
. (4.5.5)

• 对 1 ≤ p ≤ ∞以及 −min{d
p ,

d(p−1)
p } ≤ s ≤ d

p ,如下不等式成立:

‖uw‖Ḃs
p,∞

≲ ‖u‖
Ḃ

d
2
2,1

‖w‖Ḃs
p,∞
. (4.5.6)

为了在高频避免输运项带来的导数损失, 我们需要应用在 Besov 空间中的交换子估计.

引理 4.5.10 ([8]). 对 1 ≤ p ≤ ∞及 −d
p −1 ≤ s ≤ d

p +1,以下交换子估计成立:

∑
j∈Z

2 js‖[u, ∆̇]∇w‖Lp ≲ ‖u‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

‖w‖Ḃs
p,1
, (4.5.7)

∑
j∈Z

2 j(s−1)‖[u,∂xk ∆̇ j]∇w‖Lp ≲ ‖u‖
Ḃ

d
p+1
p,1

‖w‖Ḃs
p,1
, k = 1, ...,d. (4.5.8)

我们回顾一些关于复合非线性函数连续性的估计 (称为仿线性化估计).

引理 4.5.11 ([8,66]). 设 1 ≤ p,r ≤ ∞及 s > 0. 则对任意 F( f )∈C∞(R),存在一个依赖于 ‖ f‖L∞、

F、s、p以及 d 的常数C f > 0使得以下估计成立:

‖F( f )−F(0)‖Ḃs
p,r
≤C f ‖ f‖Ḃs

p,r
. (4.5.9)

此外,如果 −d
p < s ≤ d

p 且 f1, f2 ∈ Ḃs
p,r ∩ Ḃ

d
p
p,1,则如下不等式成立:

‖F( f1)−F( f2)‖Ḃs
p,1

≤C f1, f2(1+‖( f1, f2)‖
Ḃ

d
p
p,1

)‖ f1 − f2‖Ḃs
p,1
, (4.5.10)
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其中C f1, f2 > 0为一个依赖于 ‖( f1, f2)‖L∞、F、s、p及 d 的常数.

最后, 我们考虑输运扩散方程的柯西问题{
ut +u∗ ·∇u−µ∆u−λ∇divu = g, x ∈ Rd

u(x,0) = u0(x), x ∈ Rd,
(4.5.11)

其中常数 µ 和 λ 满足 µ > 0 与 2µ +λ > 0.
我们回顾输运扩散方程的最优先验估计.

引理 4.5.12 ([8,66]). 设 T > 0, 1 ≤ p ≤ p1 ≤ ∞, 1 ≤ ρ1,r ≤ ∞,并且 s ∈R满足−min{d
p ,

d p
p−1} ≤

s< d
p +1或者当 r = 1时 s= d

p +1. 假设 u0 ∈ Ḃs
p,r、u

∗ ∈ L1(0,T ; Ḃ
d
p+1
p,1 )且 g∈ L̃ρ1(0,T ; Ḃ

s−2+ 2
ρ1

p,r ).
若 u为在 t ∈ (0,T )时输运扩散方程柯西问题 (4.5.11)的一个解,那么 u满足

min{µ,2µ +λ}
1
ρ ‖u‖

L̃ρ
t (Ḃ

s+ 2
ρ

p,r )
≤Ce

C‖u∗‖
L1

t (Ḃ
d
p+1
p,1 )

(
‖u0‖Ḃs

p,r
+‖g‖

L̃ρ1
t (Ḃ

s−2+ 2
ρ1

p,r )

)
, (4.5.12)

其中C > 0为一个与时间及 ν0无关的常数.

注记 4.5.13. 当 u∗ = 0 时, 定理 4.5.12 中的估计限制在高频或低频半范数下仍然成立. 例如,
在定理 4.5.12 的假设下, 我们有

min{µ,2µ +λ}
1
ρ ‖u‖h

L̃ρ
t (Ḃ

s+ 2
ρ

p,r )

≤C
(
‖u0‖h

Ḃs
p,r
+‖g‖h

L̃ρ1
t (Ḃ

s−2+ 2
ρ1

p,r )

)
.
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5.1 引言

在本章, 我们证明定理 1.3.27 和 1.3.30 关于柯西问题 (1.3.39) 经典解在临界 Besov 空间

中的整体存在性、唯一性和最优时间衰减速率, 并且证明定理 1.3.33 和 1.3.34 关于双曲­抛物

方程组 (1.1.12) 收敛到 Keller­Segel 方程组 (1.3.37) 的松弛极限. 当 ρ 是关于 ρ̄ 的小扰动时,
由于压力函数 P(ρ) 满足 P′(ρ)> 0, 我们通过引入新变量

n :=
∫ ρ

ρ̄

P′(s)
s

ds, n0 :=
∫ ρ

ρ̄

P′(s)
s

ds, ψ := ϕ − ϕ̄ , ψ0 = ϕ0 − ϕ̄ ,

将双曲­抛物方程组柯西问题 (1.3.39) 改写如下:

nt +u ·∇n+ c0divu+G(n)divu = 0,

ut +u ·∇u+
1
ε

u+∇n−χ∇ψ = 0,

ψt −∆ψ +bψ − c1n−H(n) = 0, x ∈ Rd, t > 0,

(n,u,ψ)(x,0) = (n0,u0,ψ0)(x), x ∈ Rd,

(n0,u0,ψ0)(x)→ (0,0,0), |x| → ∞,

(5.1.1)

其中常数 ci (i = 1,2) 为

c0 := P′(ρ̄), c1 := a∂nρ|n=0 =
aρ

P′(ρ)

∣∣∣
n=0

=
aρ̄

P′(ρ̄)
,

非线性项 G(n) 和 H(n) 为

G(n) := P′(ρ)−P′(ρ̄), H(n) := a
(
ρ − ρ̄ − ρ̄

P′(ρ̄)
n
)
.
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为了阅读方便, 我们将定理 1.3.27 和 1.3.30 以扰动变量 (n,u,ψ) 的形式重新叙述如下:

定理 1.3.27.对维数 d ≥ 1,设 P′(ρ̄)> aχ
b ρ̄ > 0和 Jε =−[log2 ε]−k0成立,其中 k0 > 0为一个

与 ε 无关的常数. 存在一个与 ε 无关且充分小的常数 δ2 > 0使得如果初值 (n0,u0,ψ0)满足

(n0,u0,ψ0) ∈ Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 × Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 × Ḃ
d
2 ,

d
2+2

2,1 及

δ̂2 := ‖(n0,u0,ψ0)
`,Jε‖

Ḃ
d
2
2,1

+ ε‖(n0,u0,∇ψ0)
h,Jε‖

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤ δ2, (1.3.42)

则柯西问题 (5.1.1)有唯一的整体经典解 (n,u,ψ),且 (n,u,ψ)满足
n ∈Cb(R+; Ḃ

d
2 ,

d
2+1

2,1 )∩L1(R+; Ḃ
d
2+2, d

2+1
2,1 ),

u ∈Cb(R+; Ḃ
d
2 ,

d
2+1

2,1 )∩L1(R+; Ḃ
d
2+2, d

2+1
2,1 ),

ψ ∈Cb(R+; Ḃ
d
2 ,

d
2+2

2,1 )∩L1(R+; Ḃ
d
2+2, d

2+3
2,1 ),

(1.3.43)

以及

‖(n,u,ψ)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖(n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖(n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε−
1
2‖u‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖ψt‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(n,u)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖ψ‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+‖ψt‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖1
ε

u+∇n−χ∇ψ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖ψ − (b−∆)−1(c1n+H(n))‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≤Cδ̂2, t > 0,

(1.3.44)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1、4.5.2、4.5.4和 5.5.1, C > 0为一个与时间和 ε 无关
的常数.

定理 1.3.30. 对维数 d ≥ 1, 在定理 1.3.27 的假设下, 令 (n,u,ψ) 为柯西问题 (5.1.1) 由定理
1.3.27给出的整体经典解. 若初值 (n0,u0,ψ0)还满足 (n0,u0,ψ0)

`,Jε 在 Ḃσ0
2,∞ 中关于 ε 一致有

界,则对任意 t > 0,该整体解 (n,u,ψ)满足
‖(n,u,ψ)(t)‖`,Jε

Ḃσ
2,1

≤C(1+ εt)−
1
2 (σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
],

‖(n,u,∇ψ)(t)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

≤C(1+ εt)−
1
2 (

d
2−σ0),

(1.3.45)
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且 u和 bψ − c1n−H(n)满足

‖(u,bψ − c1n−H(n))(t)‖Ḃ
σ0
2,∞

≤ C
ε
(1+ εt)−min{ 1

2 ,
1
2 (

d
2−σ0)}, (1.3.46)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1、4.5.4和 5.5.1, C > 0为一个与 ε 和时间无关的常
数.

若 d ≥ 2及 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −1),则 u和 bψ − c1n−H(n)进一步满足

‖(u,bψ − c1n−H(n))(t)‖Ḃσ
2,1

≤ C
ε
(1+ εt)−

1
2 (1+σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−1]. (1.3.47)

我们将定理 1.3.33 和 1.3.34 关于双曲­抛物方程组 (1.1.12) 松弛极限的结果重新叙述如

下:

定理 1.3.33.设条件 (1.3.40)成立. 对维数 d ≥ 1及 p ∈ [1,∞],若初值 ρ∗满足

‖ρ∗
0 − ρ̄‖

Ḃ
d
p
p,1

≤ δ ∗
2 , (1.3.49)

其中 δ ∗
2 > 0为充分小的常数,则柯西问题 (1.3.48)存在唯一的强解 (ρ∗,ϕ∗),且 (ρ∗,ϕ∗)满足

ρ∗− ρ̄ ∈Cb(R+; Ḃ
d
p
p,1)∩L1(R+; Ḃ

d
p+2
p,1 ), ϕ∗− ϕ̄ ∈ L1(R+; Ḃ

d
p+2
p,1 ∩ Ḃ

d
p+4
p,1 ), (1.3.50)

以及

‖ρ∗− ρ̄‖
L̃∞

t (Ḃ
d
p
p,1)∩L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

+‖ϕ∗− ϕ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 ∩Ḃ

d
p+4
p,1 )

≤C‖ρ∗
0 − ρ̄‖

Ḃ
d
p
p,1

, t > 0, (1.3.51)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1和 4.5.4, C > 0为一个与时间无关的常数.

定理 1.3.34.对维数 d ≥ 1,在定理 1.3.27的假设下,若 (ρε ,uε ,ϕ ε)为柯西问题 (1.3.36)由定
理 1.3.27及尺度变换 (1.3.35)给出的整体解,则以下估计成立:

‖∇P(ρε)−χρε∇ϕ ε +ρεuε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖aρε +∆ϕ ε −bϕ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≤Cε, t > 0, (1.3.52)

其中 Besov空间及相关范数见定义 4.5.1和 4.5.4, C > 0为一个与时间及 ε 无关的常数.
进一步,设定理 1.3.30的假设 (p = 2)成立, (ρ∗,ϕ∗)为柯西问题 (1.3.48)由定理 1.3.30

给出的整体解,并且 u∗由 (1.3.38)给出. 若初值 ρ0和 ρ∗
0 还满足

‖ρ0 −ρ∗
0‖

Ḃ
d
2 −1
2,1

= O(ε), (1.3.53)
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则如下收敛估计成立:

‖ρε −ρ∗‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )∩L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖uε −u∗‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖ϕ ε −ϕ∗‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≤Cε, t > 0, (1.3.54)

因而,当 ε → 0时, (ρε ,uε ,ϕ ε)在如下意义下强收敛到 (ρ∗,u∗,ϕ∗):
ρε → ρ∗ 于 L̃∞(R+; Ḃ

d
2−1
2,1 )∩L1(R+; Ḃ

d
2+1
2,1 ),

uε → u∗ 于 L1(R+; Ḃ
d
2
2,1),

ϕ ε → ϕ∗ 于 L1(R+; Ḃ
d
2+1
2,1 ∩ Ḃ

d
2+2
2,1 ).

(1.3.55)

我们回顾上述定理证明的主要困难和想法. 由于 (5.1.1) 缺少对称性条件, 我们很难直接

应用以往耗散双曲方程组 (如带阻尼 Euler 方程组, 参见 [61,226,227] 等) 或一般的双曲­抛物

方程组 (如可压缩 Navie­Stokes 方程组, 参见 [143,201] 等) 的经典理论分析双曲­抛物方程组

(1.3.39)1­(1.3.39)3 的耗散结构. 此外, 当研究带阻尼 Euler 方程组的松弛极限时, 通常可以将

证明归结于 ε = 1, 再通过尺度变换直接得到与 ε 无关的估计 (参见 [60–62]). 然而, 双曲方程

(1.3.39)1­(1.3.39)2 和抛物方程 (1.3.39)3 具有不同的尺度不变性, 对方程组 (1.3.39)1­(1.3.39)3
不易找到这样的尺度变换, 因而需要在计算中考虑到解对参数 ε 的精确依赖性, 而这导致了

建立解与 ε 无关先验估计的本质困难.
定理 1.3.27 关于柯西问题 (5.1.1) 经典解 (n,u,ψ) 整体存在性的关键是建立 (n,u,ψ) 与

ε 及时间无关的先验估计. 在低频, 受到文献 [60,107,116] 启发, 我们引入两个新的有效变量

φ := ψ − (b−∆)−1(c1n+H(n)), ω := u+ ε∇n− εχ∇ϕ ,

以利用如下耦合特性: ut +u ·∇u =−1
ε

ω,

ψt = (∆−b)φ.
(1.3.56)

将方程组 (5.1.1)1­(5.1.1)3 用 (n,φ,ω) 的形式改写成扩散阻尼耦合的方程组 (5.2.5), 然后通过

选取满足 2Jε ∼ 1
ε 的高低频分界点 (1.3.41), 建立了 (n,φ,ω) 的一致估计, 进而得到了 (u,ψ)

的一致估计 (参见小节 5.2.1). 值得强调的是, 有效变量 (φ,ω) 在低频的正则性和关于 ε 的

依赖性要优于 (n,φ,ω), 而这是方程组 (1.1.12) 松弛极限的关键所在.
在高频估计中, 我们引入了一个新的非线性 Lyapunov 能量泛函 (5.2.41), 并以此建立了

(n,u,ψ) 高频部分的一致估计. 值得强调的是, (5.2.41) 中权函数 w j ∼ 1 用于抵消 (5.1.1)1 中

非线性项 G(n)divu. 此外,为了克服二次非线性项 H(n)带来的困难,我们将交叉项
∫
Rd ∆̇ jH(n)∆̇ jψdx

和非线性项 2−2 j‖∆̇ jH(n)‖2
L2 加入能量泛函 (5.2.41), 并证明了关于二次函数 H(n)在Besov空
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间中的一些新估计 (见引理 5.5.6). 利用高频和低频的估计, 我们能够证明柯西问题 (1.3.39)
解关于 ε 一致的先验估计, 最终证明其整体存在性.

值得强调的是, (1.3.40) 是一个自然的结构性条件, 其保证了在低频估计时算子 (5.2.6)1

的严格椭圆性以及在高频估计 (5.2.49) 时能量泛函的强制性.
其次, 当证明定理 1.3.30 时, 由于抵消非线性项需要 L1 时间可积性和 L2 时间可积性

的混合耗散结构 (参见 (1.3.44)), 我们无法直接应用文献 [96, 229] 中的方法. 为此, 基于定

理 1.3.16 的想法, 我们先建立 (n,ω,φ) 的时间加权估计, 然后转化为 (u,ψ) 的时间加权估

计, 最终通过时­空插值不等式证明解的最优时间收敛速率 (1.3.45). 此外, 我们观察到方程

(5.1.1)2­(5.1.1)3 的阻尼效应, 得到了 u 和 aρ −bϕ 相比解 (n,u,ψ) 更快的时间衰减速率.
然后, 在证明双曲­抛物方程组 (1.1.12) 收敛到 Keller­Segel 方程组 (1.3.37) 的松弛极限

前, 我们需要建立 Keller­Segel 系统柯西问题 (1.3.48) 强解的整体存在性和唯一性. 为此, 我

们将 Keller­Segel 方程组 (1.3.37) 改写如下:

ρ∗
t − ∆̃∗ρ∗ = 二次非线性项.

在 P′(ρ̄) > χa
b ρ̄ 的假设下, 上式中微分算子 ∆̃∗ := (P′(ρ̄)− χaρ̄(b−∆)−1)∆ 的性质与拉普拉

斯算子 ∆ 类似, 因而类似于热方程的最优正则性估计, 我们建立了柯西问题 (1.3.48) 解相应

的先验估计 (参见见小节 5.4.1).
最后, 为了得到收敛速率, 我们观察到 ρ̃ε = ρε −ρ∗ 满足如下方程:

ρ̃ε
t − ∆̃∗ρ̃ε = Rε +二次非线性项,

基于 (1.3.56) 以及 (1.3.44) 中有效变量 (φ,ω) 的一致估计, 我们证明余项 Rε 当 ε → 0 时

在 L1(R+;B
d
2−1
2,1 ) 中以速率 ε 收敛到零, 从而建立 ρ̃ε 相应的收敛速率估计, 最终严格证明

(ρε ,uε ,ϕ ε) 强收敛到 (ρ∗,u∗,ϕ∗) (参见小节 5.4.2).

本章其余部分安排如下: 在第 5.2 节, 我们对柯西问题 (5.1.1) 的经典解建立与时间和松

弛参数无关的先验估计并证明存在唯一性 (即定理 1.3.27). 在第 5.3 节, 我们在初始扰动还

满足 Ḃσ0
2,∞ 有界性条件下证明关于柯西问题 (5.1.1) 的整体解的最优衰减估计 (即定理 1.3.30).

在第 5.4 节, 我们先证明 Keller­Segel 方程组柯西问题 (1.3.48) 强解的整体存在性和唯一性,
再证明柯西问题 (5.1.1) 的解和 Keller­Segel 方程组柯西问题 (1.3.48) 解之间关于松弛参数的

收敛速率估计. 附录 5.5 包含扩散阻尼方程的最优正则性估计和二次非线性函数估计.
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5.2 定理 1.3.27的证明
在本节中, 我们证明定理 1.3.27 中关于柯西问题 (5.1.1) 经典解的整体存在性和唯一性.

该证明关键是对解建立与时间及 ε 一致的先验估计. 为此, 我们引入

X2(t) : = ‖(n,u,ψ)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖(n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖(n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε−
1
2‖u‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖ψt‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(n,u)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖ψ‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+‖ψt‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖1
ε

u+∇n−χ∇ψ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖ψ − (b−∆)−1(c1n+H(n))‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

.

(5.2.1)

假设柯西问题 (4.1.1) 的解 (n,u,ψ) 对某个待选取的常数 C3 > 0 及时间 t > 0 满足

X2(t)≤C3X2(0). (5.2.2)

那么, 我们将在小节 5.2.1­5.2.2 中证明 X2(t) ≤ 1
2C3X2(0). 利用该先验估计, 我们可以将局部

逼近解延拓成整体逼近解, 然后再取极限使其收敛到 (5.1.1) 的整体解 (参见小节 5.2.3). 性

质 (5.2.2) 也用于非线性函数 G(n) 的仿线性化估计和非线性函数 H(n) 的二次估计.

5.2.1 低频估计

在该小节中, 为了在低频 {ξ ∈ Rd | |ξ | ≤ 2Jε} 中建立解的一致先验估计, 我们引入两个

新变量

φ := ψ − (b−∆)−1(c1n+H(n)), ω := u+ ε∇n− εχ∇ψ. (5.2.3)

利用 (1.3.56) 及{
ψ = φ +(b−∆)−1(c1n+H(n)),

u = ω − ε∇(1−χc1(b−∆)−1)n+ εχ∇φ + εχ∇(b−∆)−1H(n),
(5.2.4)

我们将方程组 (5.1.1) 改写为 
nt − ∆̃1n = L1 +R1,

φt − ∆̃2φ = L2 +R2,

ωt +
1
ε

ω = L3 +R3,

(5.2.5)
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其中 ∆̃i (i = 1,2) 为微分算子{
∆̃1 := εc0(1−χc1∆(b−∆)−1)∆ = ε(P′(ρ̄)−χaρ̄∆(b−∆)−1)∆,

∆̃2 :=−b+(1+ εχc0c1(b−∆)−1)∆ =−b+(1+ εχaρ̄(b−∆)−1)∆,
(5.2.6)

Li (i = 1,2,3) 为高阶线性形式
L1 :=−εχc0∆ψ − c0divω,

L2 :=−εc0c1(b−∆)−1(1− c1(b−∆)−1)∆n+ c0c1(b−∆)−1divω,

L3 := ε2c0∇(1− c1∆(b−∆)−1)∆n− ε2χc0∇∆φ + εχ∇(b−∆)φ − εc0∇divω,

(5.2.7)

Ri (i = 1,2,3) 为非线性形式
R1 :=−u ·∇n−G(n)divu− εχc0∆(b−∆)−1H(n),

R2 :=−(b−∆)−1(c1R1 +H(n)t),

R3 := ε∇R1 −u ·∇u.

(5.2.8)

低频分析的关键是对 (n,φ,ω) 建立先验估计.

引理 5.2.1. 对给定的 T > 0,若 (u,n,ψ)为当 t ∈ (0,T )时柯西问题 (5.1.1)满足 (5.2.2)的整
体解,则在定理 1.3.27的假设下, (n,φ,ω)满足

‖(n,φ,ω)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+
1
ε
‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≤C
(
X2(0)+X2

2 (t)
)
, 0 < t < T,

(5.2.9)

其中 X2(t)和 (φ,ω)分别由 (5.2.1)和 (5.2.3)给出, C > 0为一个与时间和 ε 无关的常数.

证明. 首先, 由 (5.2.5)1、(5.5.3) 以及嵌入 Ḃ
d
2+1
2,1 ∩ Ḃ

d
2+3
2,1 ↪→ Ḃ

d
2+2
2,1 , 我们有

‖n‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ ‖n0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+‖L1‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖R1‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖n0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+ ε‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖R1‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

.

(5.2.10)

为估计等式 (5.2.10) 右侧, 我们易知 Bessel 势 (b−∆)−1 满足

‖(b−∆)−1 f‖Ḃs
p,r∩Ḃs+2

p,r
≲ ‖ f‖Ḃs

p,r
, f ∈ Ḃs

p,r, s ∈ R, p,r ∈ [1,∞]. (5.2.11)
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联立 (5.2.5)2、(5.2.10)­(5.2.11) 及 (5.5.3), 我们得到

‖φ‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ ‖φ|t=0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+‖L2‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖R2‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖φ|t=0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+ ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖R2‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖(n,φ)|t=0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+ ε‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖(R1,R2)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

.

(5.2.12)

相似地, 由 (5.2.5)3 及 (5.2.12), 如下估计成立:

‖ω‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+
1
ε
‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖ω|t=0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+‖L3‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖R3‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖ω|t=0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+ ε2‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+ ε‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+ ε‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖R3‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

.

(5.2.13)

结合 (5.2.12)­(5.2.13) 并利用 (5.5.1), 我们有

‖(n,φ,ω)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
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+
1
ε
‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖(R1,R2,R3)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖(n,φ,ω)|t=0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+ ε22Jε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+ ε2Jε‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+ ε2Jε (1+ ε2Jε )
1
ε
‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(R1,R2,R3)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

(5.2.14)

因而, 如果我们选取高频和低频的分界点为 Jε := −[log2 ε]− k0, 则根据 (5.2.14) 及 ε2Jε =

2−k0 , 存在一个充分大的常数 k0 > 0 使得如下估计成立:

‖(n,φ,ω)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+
1
ε
‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖(n,φ,ω)|t=0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+‖(R1,R2,R3)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

.
(5.2.15)
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由 (5.5.1), 对任意 p,r ∈ [1,∞]、s ∈ R 及 s′ > 0, 我们得到

‖ f `,Jε‖Ḃs
p,r
≤ ‖ f‖`,Jε

Ḃs
p,r
≲ ε−s′‖ f‖`,Jε

Ḃs−s′
p,r

, ‖ f h,Jε‖Ḃs
p,r
≤ ‖ f‖h,Jε

Ḃs
p,r

≤ εs′‖ f‖h,Jε

Ḃs+s′
p,r

. (5.2.16)

又根据 (4.5.9)、(5.2.11) 和 (5.2.16), 我们有

‖(n,φ,ω)|t=0‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

≲ ‖(n0,u0,ψ0)‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+ ε‖n0‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

. (5.2.17)

对非线性形式 Ri (i = 1,2,3), 我们作如下估计. 首先, 由 (4.5.5) 及插值不等式, 以下估计成立:

‖u ·∇n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ε−
1
2
(
‖u‖`,Jε

L2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖u‖h,Jε

L2
t (Ḃ

d
2
2,1)

)
×
(
‖n‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+ ε‖n‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

‖n‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

) 1
2 ≲ X2

2 (t).

又由 (5.2.16) 及嵌入 Ḃ
d
2
2,1 ↪→ L∞, n 满足

‖n‖L∞
t (L∞) ≲ ‖n‖

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖n‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2(t), (5.2.18)

结合 (4.5.5)、(4.5.9)、(5.2.2) 以及 (5.2.18), 我们有

‖G(n)divu‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ (‖n‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)(‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)≲ X2
2 (t).

此外, 我们从 (5.2.18) 及对非线性函数 H(n) 的二次估计 (5.5.11) 得到

ε‖H(n)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ (‖n‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)(ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖n‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)≲ X2
2 (t).

(5.2.19)

因而, R1 满足
‖R1‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ X2
2 (t). (5.2.20)

类似于 (5.2.20), 我们利用 (4.5.5)、(4.5.9)、(5.1.1)1 以及 (5.2.18) 可得

‖H(n)t‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖u ·∇H(n)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖
(
H(n)+ c0H ′(n)+G(n)H ′(n)

)
divu‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ X2
2 (t).

138



两相流方程组的适定性与渐近行为

上式及 (5.2.20) 意味着

‖R2‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖R1‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖H(n)t‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ X2
2 (t). (5.2.21)

最后, 由 (4.5.5)、(5.2.16) 以及 (5.2.20), 我们有

‖R3‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖R1‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+(‖u‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖u‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X2
2 (t). (5.2.22)

将上述估计 (5.2.17)­(5.2.22) 代入 (5.2.15), 我们得到 (5.2.9). 引理 5.2.1 证毕.

(n,φ,ω) 的先验估计可以推出解 (n,ψ,u) 的先验估计.

引理 5.2.2. 对给定的 T > 0,若 (u,n,ψ)为当 t ∈ (0,T )时柯西问题 (5.1.1)满足 (5.2.2)的整
体解,则在定理 1.3.27的假设下, (u,n,ψ)满足

‖(u,ψ)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε−
1
2‖u‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖ψ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖ψt‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≤C
(
X2(0)+CX2

2 (t)
)
, 0 < t < T,

(5.2.23)

其中 X2(t)由 (5.2.1)给出, C > 0为一个与时间和 ε 无关的常数.

证明. 由于 u 满足 (5.2.4)2, 我们利用 (4.5.9)、(5.2.9)、(5.2.11)、(5.2.16) 以及 (5.2.19) 可得

‖u‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖ω‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖(n,H(n))‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖φ‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖(n,ω,φ)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

,

‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖(n,H(n))‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+ ε‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ 1
ε
‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖(n,H(n))‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

.

(5.2.24)

此外, 根据 (1.3.56)2、(4.5.9)、(5.2.4)1、(5.2.9) 及 (5.2.19), ψ 满足以下估计:

‖ψ‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖φ‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(n,H(n))‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ X2(0)+X2
2 (t),

ε‖ψ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ ‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+ ε‖(n,H(n))‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ X2(0)+X2
2 (t),

‖ψt‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ X2(0)+X2
2 (t).

(5.2.25)
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联立 (5.2.9)、(5.2.25)、插值不等式及事实 ε−
1
2 u = ε−

1
2 ω − ε

1
2 (∇n−χ∇ψ), 我们得

ε−
1
2‖u‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ε−
1
2‖ω‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε
1
2‖(n,ψ)‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲
(
‖ω‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

1
ε
‖ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖(n,ψ)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

ε‖(n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

) 1
2

≲ X2(0)+X2
2 (t).

(5.2.26)

由 (5.2.9) 及 (5.2.24)­(5.2.26), (5.2.23) 成立.

5.2.2 高频估计

在该小节中, 我们对柯西问题 (5.1.1) 作用局部化算子 ∆̇ j 后对 j ≥ Jε −1 建立相应的高

频估计.
首先, 我们有如下非线性能量估计.

引理 5.2.3. 若 (n,u,ψ)为柯西问题 (5.1.1)的一个解,则对任意 j ∈ Z,以下不等式成立:

d
dt

∫
Rd
[
1
2
|∆̇ jn|2 +

1
2η4

2−2 j|∆̇ jH(n)|2 + 1
2

w j|∆̇ ju|2 +
χb
2c1

|∆̇ jψ|2

+
χ

2c1
|∇∆̇ jψ|2 −χ∆̇ jn∆̇ jψ − ∆̇ jH(n)∆̇ jψ]dx+

∫
Rd
(
1
ε

w j|∆̇ ju|2 + |∆̇ jψt |2)dx

≲ (1+‖w j‖L∞)
(
‖divu‖L∞‖∆̇ j(n,u)‖L2 +‖(R1, j,R2, j)‖L2

)
‖∆̇ j(n,u,ψ)‖L2

+‖(w j)t‖L∞‖∆̇ ju‖2
L2 +(1+‖u‖L∞)‖∇w j‖L∞‖∆̇ ju‖L2‖∆̇ j(n,u,ψ)‖L2

+
1

η4
2− j‖∆̇ jH(n)t‖L2‖∆̇ j(2 jψ,2− jH(n))‖L2

+‖u‖L∞2− j‖∇∆̇ j(n,H(n))‖L22 j‖∆̇ jψ‖L2,

(5.2.27)

其中 η4 > 0为一个待选取的小常数, w j 为权函数

w j := c0 +G(n), (5.2.28)

Ri, j (i = 1,2)为交换子形式

R1, j := [u, ∆̇]∇n+[G(n), ∆̇ j]divu, R2, j := [u, ∆̇]∇u. (5.2.29)
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证明. 我们对方程组 (5.1.1) 作用算子 ∆̇ j 得
(∆̇ jn)t +u ·∇∆̇ jn+w jdiv ∆̇ ju = R1, j,

(∆̇ ju)t +u ·∇∆̇ ju+
1
ε

∆̇ ju+∇∆̇ jn−χ∇∆̇ jψ = R2, j,

(∆̇ jψ)t −∆(∆̇ jψ)+b∆̇ jψ − c1∆̇ jn− ∆̇ jH(n) = 0.

(5.2.30)

对 (5.2.30)1 与 ∆̇ jn 作用 L2(Rd) 内积, 我们得到

d
dt

∫
Rd

1
2
|∆̇ jn|2dx+

∫
Rd

w jdiv ∆̇ ju∆̇ jndx =
∫
Rd
(
1
2
divu|∆̇ jn|2 +R1, j∆̇ jn)dx. (5.2.31)

同时, 对 (5.2.30)2 与 w j∆̇ ju 作用 L2(Rd) 内积, 我们有

d
dt

∫
Rd

1
2

w j|∆̇ ju|2dx+
∫
Rd

(1
ε

w j|∆̇ ju|2 −w j∆̇ jndiv ∆̇ ju+χw j∆̇ jψdiv ∆̇ ju
)
dx

=
∫
Rd

(1
2

w jdivu|∆̇ ju|2 +w jR2, j · ∆̇ ju+
1
2
(w j)t |∆̇ ju|2

+∇w j · (
1
2

u|∆̇ ju|2 + ∆̇ jn∆̇ ju−χ∆̇ jψ∆̇ ju)
)
dx.

(5.2.32)

此外, 我们对方程 (5.2.30)3 乘以 ∆̇ jψt 并在 Rd 上分部积分可得

d
dt

∫
Rd
(
b
2
|∆̇ jψ|2 + 1

2
|∇∆̇ jψ|2)dx+

∫
Rd

|∆̇ jψt |2dx− c1

∫
Rd

∆̇ jn∆̇ jψtdx

=
∫
Rd

∆̇ jH(n)∆̇ jψtdx

=
d
dt

∫
Rd

∆̇ jH(n)∆̇ jψdx−
∫
Rd

∆̇ jH(n)t ∆̇ jψdx.

(5.2.33)

根据 (5.2.30)1, 我们观察到

−
∫
Rd

∆̇ jn∆̇ jψtdx =− d
dt

∫
Rd

∆̇ jn∆̇ jψdx−
∫
Rd

w jdiv ∆̇ ju∆̇ jψdx

+
∫
Rd
(−u ·∇∆̇ jn+R1, j)∆̇ jψdx.

(5.2.34)

最后, 我们易知

d
dt

∫
Rd

2−2 j

2
|∆̇ jH(n)|2dx ≤ 2− j‖∆̇ jH(n)t‖L22− j‖∆̇ jH(n)‖L2 . (5.2.35)

结合 (5.2.31)­(5.2.35), 我们得到 (5.2.27). 定理 5.2.3 证毕

注记 5.2.4. 值得注意的是, 方程 (5.1.1)1 中的非线性项 G(n)divu 会带来一阶导数损失. 为了
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克服这个困难, 我们在对方程 (5.1.1)2 的过程中利用了权函数 w j. 上述引理 5.2.3 的证明中,
在 (5.2.31) 中的形式

∫
w jdivu jψ jdx 可用于抵消等式 (5.2.34) 右端出现的第二项.

注记 5.2.5. 在高频估计中, 主要的困难来自二次非线性项 H(n). 一般来说, 为估计 (5.2.33)
右侧非线性项 H(n), 我们需要如下计算:∫

Rd
∆̇ jH(n)∆̇ jψtdx ≤ 1

4
‖∆̇ jψt‖2

L2 +‖∆̇ jH(n)‖2
L2 . (5.2.36)

然而, 我们引入的耗散项只能给出 2−2 j‖∆̇ jH(n)‖2
L2 的估计 (见引理 5.2.8), 从而 (5.2.36) 无法

用于得到对应 L1­时间可积性的最优正则性估计. 为了克服二次非线性项 H(n) 带来的困难,
我们将交叉项

∫
Rd ∆̇ jH(n)∆̇ jψdx 和非线性项 2−2 j‖∆̇ jH(n)‖2

L2 加入能量泛函 (5.2.41), 并证明

了一些关于二次函数 H(n) 在 Besov 空间中的估计 (见引理 5.5.6).

下一步, 为了得到 n 和 ψ 的耗散估计, 我们证明如下引理.

引理 5.2.6. 若 (n,u,ψ)为柯西问题 (5.1.1)的一个解,则对任意 j ∈ Z, (n,u,ψ)满足

d
dt

∫
Rd
(

χ
2c1

|∇∆̇ jψ|2 + ∆̇ ju ·∇∆̇ jn)dx+
∫
Rd
[|∇∆̇ jn|2 −w j|div ∆̇ ju|2 +

1
ε

∆̇ ju ·∇∆̇ jn

+
χb
c1

|∇∆̇ jψ|2 + χ
c1
|∆∆̇ jψ|2 −2χ∇∆̇ jn ·∇∆̇ jψ]dx

≲ (‖∇u‖L∞‖∇∆̇ jn‖L2 +‖(R1, j,R2, j)‖L2)‖∇∆̇ j(n,u)‖L2 +‖∆̇ jH(n)‖L2‖∆∆̇ jψ‖L2.

(5.2.37)

证明. 根据方程 (5.2.30)1­(5.2.30)2, 我们可得

d
dt

∫
Rd

∆̇ ju ·∇∆̇ jndx+
∫
Rd
[|∇∆̇ jn|2 −w j|div ∆̇ ju|2 +

1
ε

∆̇ ju ·∇∆̇ jn−χ∇∆̇ jn ·∇∆̇ jψ]dx

=
∫
[−(∇u ·∇∆̇ jn) · ∆̇ ju−divu∆̇ ju ·∇∆̇ jn−R1, jdiv ∆̇ ju+R2, j ·∇∆̇ jn]dx.

(5.2.38)

对 (5.2.30)3 乘以 −∆∆̇ jψ 并在 Rd 上分部积分, 我们得

d
dt

∫
Rd

1
2
|∇∆̇ jψ|2dx+

∫
(b|∇∆̇ jψ|2 + |∆∆̇ jψ|2 − c1∇∆̇ jn ·∇∆̇ jψ + ∆̇ jH(n)∆∆̇ jψ)dx = 0. (5.2.39)

由 (5.2.38)­(5.2.39), (5.2.37) 成立.

我们有柯西问题 (5.1.1) 解在高频的先验估计.

引理 5.2.7. 对给定的 T > 0,若 (u,n,ψ)为当 t ∈ (0,T )时柯西问题 (5.1.1)满足 (5.2.2)的整
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体解,则在定理 1.3.27的假设下, (u,n,ψ)满足以下高频估计:

ε‖(n,u,∇ψ)‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖(n,u)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖ψ‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+ ε−
1
2‖u‖h,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖ψt‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≤CX2(0)+CX2
2 (t), 0 < t < T,

(5.2.40)

其中 X2(t)由 (5.2.1)定义, C > 0为一个与时间和 ε 无关的常数.

证明. 对待选取的常数 δ2 和 η4, 我们引入

E j(t) := ε
∫
Rd
[
1
2
|∆̇ jn|2 +

2−2 j

2η4
|∆̇ jH(n)|2 + 1

2
w j|∆̇ ju|2 +

χb
2c1

|∆̇ jψ|2 + χ
2c1

|∇∆̇ jψ|2

−χ∆̇ jn∆̇ jψ − ∆̇ jH(n)∆̇ jψ]dx+η42−2 j
∫
Rd
(

χ
2c1

|∇∆̇ jψ|2 + ∆̇ ju ·∇∆̇ jn)dx,
(5.2.41)

和

D j(t) := ε
∫
Rd
(
1
ε

w j|∆̇ ju|2 + |∆̇ jψt |2)dx+η42−2 j
∫
Rd

(
|∇∆̇ jn|2 +

χb
c1

|∇∆̇ jψ|2

+
χ
c1
|∆̇ jψ|2 −2χ∇∆̇ jn ·∇∆̇ jψ −w j|div ∆̇ ju|2 +

1
ε

∆̇ ju ·∇∆̇ jn
)
dx.

(5.2.42)

由 (5.2.2) 及 (5.2.28), 存在一个与时间及 ε 无关的常数 C∗ > 0 使得如果

X2(0)≤ δ2 ≤
C∗
2
, (5.2.43)

那么 w j 满足
c0

2
≤ c0 −C∗X2(0)≤ w j ≤ c0 +C∗X2(0)≤

3c0

2
, j ∈ Z. (5.2.44)

又由 (5.2.16), 我们易得

‖u‖L∞
t (L∞)+ ε‖∇u‖L∞

t (L∞) ≲ ‖u‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖u‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2(t). (5.2.45)

根据 (5.2.27)、(5.2.37)、(5.2.44)、(5.2.45)、Bernstein 不等式及事实 2− j ≲ ε ( j ≥ Jε −1), 我们有

d
dt

E j(t)+D j(t)

≲ ε
(
‖∇u‖L∞‖∆̇ j(n,u)‖L2 +‖u‖L∞‖∆̇ j(n,H(n))‖L2 +‖(G(n)t ,∇G(n))‖L∞‖∆̇ ju‖L2

+‖(R1, j,R2, j)‖L2 +‖∆̇ jH(n)‖L2 +
1

η4
2− j‖∆̇ jH(n)t‖L2

)
‖∆̇ j(n,u,ψ,∇ψ,2− jH(n))‖L2.

(5.2.46)

为了估计 E j(t) 及 D j(t), 我们需要如下引理.
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引理 5.2.8. 设 (u,n,ψ)为当 t ∈ (0,T )时柯西问题 (5.1.1)满足 (5.2.2)的整体解. 在引理 5.2.7
的假设下,存在一个充分小的常数 η4 > 0使得对 j ≥ Jε −1,以下估计成立:E j(t)∼ ε‖∆̇ j(n,u,ψ,∇ψ)‖2

L2 + ε2−2 j‖∆̇ jH(n)‖2
L2,

D j(t)≳
1
ε

E j(t)+‖∆̇ ju‖2
L2 + ε‖∆̇ jψt‖2

L2,
(5.2.47)

其中 E j(t)和 D j(t)分别由 (5.2.41)和 (5.2.42)定义.

证明. 注意到以下事实:

|∆̇ jn|2 +
χb
c1

|∆̇ jψ|2 −2χ∆̇ jn∆̇ jψ = (∆̇ jn, ∆̇ jψ)M(∆̇ jn, ∆̇ jψ)>,

其中

M :=

(
1 −χ
−χ χb

c1

)
.

我们易证如果 χc1
b < 1, 即 χa

b ρ̄ < P′(ρ̄), 矩阵 M 是严格正定的. 从而, 我们有

|∆̇ jn|2 +
χb
c1

|∆̇ jψ|2 −2χ∆̇ jn∆̇ jψ ≳ |∆̇ jn|2 + |∆̇ jψ|2. (5.2.48)

类似地, 我们得到

|∇∆̇ jn|2 +
χb
c1

|∇∆̇ jψ|2 −2χ∇∆̇ jn ·∇∆̇ jψ ≳ |∇∆̇ jn|2 + |∇∆̇ jψ|2. (5.2.49)

我们从 (5.2.44)、(5.2.48)、Bernstein 不等式及 2− j ≲ ε ( j ≥ Jε −1) 可得
E j(t)≤ εC(1+η4)‖∆̇ j(n,u,ψ,∇ψ)‖2

L2 + ε(
1

η4
+C)2−2 j‖∆̇ jH(n)‖2

L2,

E j(t)≥ εC(1−η4)‖∆̇ j(n,u,ψ,∇ψ)‖2
L2 + ε(

1
η4

−C)2−2 j‖∆̇ jH(n)‖2
L2.

(5.2.50)

注意到

|∆∆̇ jψ|2 ≥ 1
2
|∆̇ jH(n)+ c1∆̇ jn−b∆̇ jψ|2 −|∆̇ jψt |2,
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我们利用 (5.2.49) 及 Bernstein 不等式和事实 2− j ≲ ε ( j ≥ Jε −1) 证明

D j(t)≥
1
C

∫
Rd
[(1−η4)|∆̇ ju|2 + ε(1−η4)|∆̇ jψt |2

+η42−2 j(|∇∆̇ jn|2 + |∇∆̇ jψ|2 + |∆∆̇ jψ|2)]dx

≥ 1
C

∫
Rd
[(1−η4)|∆̇ ju|2 + ε(1−η4)|∆̇ jψt |2

+
η4

C
(|∆̇ jn|2 + |∆̇ jψ|2 +22 j|∆̇ jψ|2 +2−2 j|∆̇ jH(n)+ c1∆̇ jn−b∆̇ jψ|2)]dx

≥ 1
C

∫
Rd
[(1−η4)|∆̇ ju|2 + ε(1−η4)|∆̇ jψt |2

+
η4

C
(|∆̇ jn|2 + |∆̇ jψ|2 +22 j|∆̇ jψ|2 +2−2 j|∆̇ jH(n)|2)]dx.

(5.2.51)

在 (5.2.50)­(5.2.51) 中选定充分小的常数 η4 ∈ (0,1), 我们得到 (5.2.47).

下面, 我们证明引理 5.2.7 的其余部分. 结合 (5.2.46)­(5.2.47), 我们得到

d
dt

E j(t)+
1
ε

E j(t)

≲
(
‖∇u‖L∞ε‖∆̇ j(n,u)‖L2 +‖u‖L∞ε‖∆̇ jn‖L2 +‖(G(n)t ,∇G(n))‖L∞ε‖∆̇ ju‖L2

+‖(R1, j,R2, j)‖L2 +‖∆̇ jH(n)‖L2 +2− j‖∆̇ jH(n)t‖L2

)√1
ε

E j(t), j ≥ Jε −1.

(5.2.52)

对 (5.2.52) 两边除以 (1
ε E j(t)+η2)

1
2 并在 [0, t] 上积分后取极限 η → 0, 我们有

ε‖∆̇ j(n,u,ψ,∇ψ)‖L2 +
∫ t

0
‖∆̇ j(n,u,ψ,∇ψ)‖L2dτ

≤ ε‖∆̇ j(n0,u0,ψ0,∇ψ0)‖L2 + ε2− j‖∆̇ jH(n0)‖L2

+
∫ t

0

(
ε‖∇u‖L∞‖∆̇ j(n,u)‖L2 + ε‖u‖L∞‖∆̇ j(n,H(n))‖L2 + ε‖(R1, j,R2, j)‖L2

+ ε‖(∇G(n),G(n)t)‖L∞‖∆̇ ju‖L2 + ε‖∆̇ jH(n)‖L2 +2− j‖∆̇ jH(n)t‖L2

)
dτ.

(5.2.53)

对 (5.2.53) 乘以 2 j( d
2+1) 并在 j ≥ Jε −1 上求和, 我们得

ε‖(n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖(n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2(0)+‖∇u‖L1
t (L∞)ε‖(n,u)‖

h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖(∇G(n),G(n)t)‖L∞
t (L∞)‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε ∑
j≥Jε−1

2 j( d
2+1)‖(R1, j,R2, j)‖L1

t (L2)+‖H(n)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖H(n)t‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

.

(5.2.54)
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不等式 (5.2.54) 右侧的非线性项估计如下. 首先, 我们易知

‖∇u‖L1
t (L∞)ε‖(n,u)‖

h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≤
(
‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)
ε‖(n,u)‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2
2 (t). (5.2.55)

由 (4.5.9)、(5.2.18) 及 Besov 空间中的插值不等式, 如下估计成立:

‖u‖L2
t (L∞)‖(n,H(n))‖h,Jε

L2
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ε−
1
2
(
‖u‖`,Jε

L2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖u‖h,Jε

L2
t (Ḃ

d
2
2,1)

)ε
1
2 (‖n‖`,Jε

L2
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖n‖h,Jε

L2
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)≲ X2
2 (t).

(5.2.56)

又由 (5.1.1)1、(5.2.16) 及 (5.2.18), 我们有

ε‖(∇G(n),G(n)t)‖L∞
t (L∞)‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲
(
ε‖∇n‖L∞

t (L∞)(1+‖u‖L∞
t (L∞))+ ε‖∇u‖L2

t (L∞)(1+‖n‖L∞
t (L∞))

)
‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲
(
‖(n,u)‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖(n,u)‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)
‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2
2 (t).

(5.2.57)

为了估计交换子形式, 我们利用 (4.5.7) 及 (5.2.16) 得到

ε ∑
j≥Jε−1

2 j( d
2+1)(‖[u, ·∆]∇n‖L1

t (L2)+‖[u, ·∆ j]∇u‖L1
t (L2)

)
≲ ‖u‖

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

ε‖(n,u)‖
L∞

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ (‖u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)(‖(n,u)‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖(n,u)‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)≲ X2
2 (t).

利用 (4.5.9)、(5.2.18) 及事实 G(0) = 0, 我们可得

ε‖G(n)‖
L∞

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ ‖n‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2(t).

根据上面的不等式, (4.5.7) 及 (5.5.1), 以下估计成立:

ε ∑
j≥Jε−1

2 j( d
2+1)‖[G(n), ∆̇ j]divu‖L1

t (L2) ≲ ‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

ε‖n‖
L∞

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X2
2 (t).

因而, 交换子形式可作如下估计:

ε ∑
j≥Jε−1

2 j( d
2+1)‖(R1, j,R2, j)‖L1

t (L2) ≲ X2
2 (t). (5.2.58)
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利用关于非线性函数 H(n) 的二次估计 (5.5.12), 我们证明

‖H(n)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲
(
‖n‖`,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖h,Jε

L∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)(
ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖n‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)
≲ X2

2 (t). (5.2.59)

最后, 我们利用 (4.5.5)、(4.5.9)、(5.1.1)1、(5.2.16) 及 (5.2.18) 得到

‖H(n)t‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲
(
‖H ′(n)−H ′(0)‖

L∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+H ′(0)
)
‖nt‖

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖n‖
L∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

(
‖u‖

L2
t (Ḃ

d
2
2,1)

‖n‖
L2

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+(1+‖n‖
L∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

)‖u‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

)
≲ X2

2 (t).

(5.2.60)

将上述估计 (5.2.55)­(5.2.60) 代入 (5.2.54), 我们有

ε‖(n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖(n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2(0)+X2
2 (t). (5.2.61)

进一步, 注意到 u 满足

‖u‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ε‖u‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

,
1
ε
‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

.

由此及 (5.2.61) 我们可知

ε−
1
2‖u‖h,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲
(
‖u‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

) 1
2
(1

ε
‖u‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

) 1
2 ≲ X2(0)+X2

2 (t). (5.2.62)

根据 (5.2.16)、(5.2.59)­(5.2.61) 及对扩散方程 (5.1.1)3 的最优正则性估计 (4.5.12), ψ 还满足

‖ψ‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+‖ψt‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖ψ0‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

+‖bψ − c1n−H(n)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ε‖ψ0‖h,Jε

Ḃ
d
2 +2
2,1

+‖(n,ψ)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖H(n)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2(0)+X2
2 (t).

(5.2.63)

结合 (5.2.61)­(5.2.63), 我们有 (5.2.40).

5.2.3 整体存在性

在该小节中, 我们首先用 Friedrichs 逼近方法构造局部逼近解, 并且通过小节 5.2.1­5.2.2
中建立的一致先验估计将局部解延拓为整体解,然后证明逼近解序列收敛到柯西问题 (5.1.1)
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的整体经典解.
对任意 q ≥ 1, 我们求解如下柯西问题 (5.1.1) 逼近问题:

d
dt

n

u

ψ

= Mq(n,u,ψ),

n|t=0

u‖t=0

ψ|t=0

=

Ėqn0

Ėqu0

Ėqψ0

 , (5.2.64)

其中 Ėq 为由 (4.2.58) 定义的 Friedrichs 投影, Mq(n,u,ψ) 为

Mq(n,u,ψ) :=

−c0divu− Ėq(G(n)divu)− Ėq(u ·∇n)

−1
ε u−∇n−χ∇ψ − Ėq(u ·∇u)

∆ψ −bψ + c1n+ ĖqH(n)

 .

由Bernstein不等式, 我们易证对每一个 q≥ 1, Mq(n,u,ψ)的每一行在 L2
q 中关于变量 (n,u,ψ)

是局部 Lipschitz 的. 从而, 我们利用 Cauchy­Lipschitz 定理 (参见 [8][124 页]) 证明存在一个

最大时间 T q
∗ > 0 使得常微分方程组 (5.2.64) 存在唯一的解 (nq,uq,ψq) ∈C([0,T q

∗ );L2
q).

设 X2(n,u,ψ)(t) 由 (5.2.1) 给出. 我们定义最大时间

Tq := sup
{

t > 0 | 柯西问题 (5.2.64) 在 [0, t] 上存在解 (nq,uq,ψq),

且 X2(nq,uq,ψq)≤C3X2(0) 成立
}
∈ (0,T ∗

q ].
(5.2.65)

我们易知 0 < Tq ≤ T ∗
q . 利用引理 5.2.1、5.2.2 和 5.2.7 中的先验估计, 由反证法我们易知 T ∗

q =

Tq = ∞, 且 (nq,uq,ψq) 为柯西问题 (5.2.64) 的整体解, 并满足

X(nq,uq,ψq)(t)≲ X2(0), t > 0. (5.2.66)

对给定的时间 T > 0, 根据一致估计 (5.2.66) 及方程组 (5.2.64), 我们易证时间导数 (nq
t ,u

q
t ,ψ

q
t )

与 q 无关的相应一致估计. 结合这些一致估计, Aubin­Lions 引理 (参见 [1, 202]) 及 Cantor 对

角线法则, 存在一个极限 (n,u,ψ) 使得当 q → ∞ 时, 和 φ∗ ∈C∞
c (Rd × (0,T )), 在取子列的意义

下, 我们有

φ∗(nq,uq,ψq)→ φ∗(n,u,ψ) 于 L2(0,T ; Ḃ
d
2
2,1).

因而, 我们易证 (n,u,ψ) 在分布意义下满足柯西问题 (5.1.1). 将此结合一致估计 (5.2.66)、
Fatou 特性以及嵌入 Ḃ

d
2 ,

d
2+k

2,1 ↪→ Ck (k = 1,2), 我们证明整体解 (n,u,ψ) 为柯西问题 (5.1.1)
的一个经典解. 基于附录中关于非线性函数 H(n) 的二次估计 (5.5.11)­(5.5.12), (ρ,u,ϕ) :=

(1
a(c1n+H(n))+ ρ̄,u,ψ + ρ̄) 为原始柯西问题 (1.3.39) 满足 (1.3.43)­(1.3.44) 的一个整体经典

解. 为了完备定理 1.3.27 的证明, 我们将在小节 5.2.4 中证明解的唯一性.
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5.2.4 唯一性

不失一般性, 在这一小节中, 我们取 ε = 1. 在定理 1.3.27 的假设下, 对任意给定的时间

T > 0, 设 (ni,ui,ψi) (i = 1,2) 为带有相同初值 (n0,u0,ψ0) 的柯西问题 (5.1.1) 在 [0,T ] 上满足

(1.3.44) 的解. 引入 (ñ, ũ, ψ̃) := (n1 −n2,u1 −u2,ψ1 −ψ2). 易证 (∆̇ jñ, ∆̇ jũ, ∆̇ jψ̃) 满足
(∆̇ jñ)t +u1 ·∇∆̇ jñ+(c0 +G(n1))div ∆̇ jũ = R̃1, j,

(∆̇ jũ)t +u1 ·∇∆̇ jũ+ ∆̇ jũ+∇∆̇ jñ−χ∇∆̇ jψ̃ = R̃2, j,

(∆̇ jψ̃)t −∆(∆̇ jψ̃)+B∆̇ jψ̃ − c1∆̇ jñ = ∆̇ j(H(n1)−H(n2)),

(5.2.67)

其中 w1, j := c0 +G(n1), R̃i, j (i = 1,2) 为非线性项{
R̃1, j := [u1, ∆̇ j]∇ñ+[G(n1), ∆̇ j]div ũ− ∆̇ j(ũ ·∇n2)− ∆̇ j

(
(G(n1)−G(n2))divu2

)
,

R̃2, j := [u1, ∆̇ j]∇∆̇ jũ− ∆̇ j(ũ ·∇u2).

由 (1.3.44), 对 i = 1,2, 我们有

‖(ni,ui)‖L∞ +‖(∇ni,∇ui)‖L∞ +‖(ni,ui)‖
Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +1
2,1

≲ 1, t ∈ [0,T ]. (5.2.68)

类似于 (5.2.30)­(5.2.34) 的证明, 我们可得

d
dt

∫
Rd
[
1
2
|∆̇ jñ|2 +

1
2

w1, j|∆̇ jũ|2 +
χb
2c1

|∆̇ jψ̃|2 + χ
2c1

|∇∆̇ jψ̃|2 −χ∆̇ jñ∆̇ jψ̃]dx

+
∫
(w1, j|∆̇ jũ|2 + |∆̇ jψ̃t |2)dx

=
∫
Rd

(1
2
divu1|∆̇ jñ|2 + R̃1, j∆̇ jñ+

1
2

w1, jdivu1|∆̇ jũ|2 +w1, jR̃2, j · ∆̇ jũ

+
1
2
(w1, j)t |∆̇ jũ|2 +∇w1, j · (

1
2

u1|∆̇ jũ|2 + ∆̇ jñ∆̇ jũ−χ∆̇ jψ̃∆̇ jũ)

+ ∆̇ jψ̃t ∆̇ j(H(n1)−H(n2))− c1(−u1 ·∇∆̇ jñ+ R̃1, j)∆̇ jψ̃
)

dx, j ∈ Z.

(5.2.69)

为简单起见, 我们省略上式的证明过程. 借助于 (5.2.44)­(5.2.43), 我们有

c0

2
≤ w1, j ≤

3c0

2
, j ∈ Z. (5.2.70)

根据 (1.3.40)、(1.3.44)、(5.2.69)­(5.2.70) 及事实∫
Rd

∆̇ jψ̃t ∆̇ j(H(n1)−H(n2))dx ≤ 1
4
‖∆̇ jψ̃t‖2

L2 +‖H(n1) j −H(n2) j‖2
L2,
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我们对 (5.2.69) 直接计算后可得

‖(ñ, ũ, ψ̃,∇ψ̃)‖2

Ḃ
d
2
2,1

≤C
∫ t

0

(
‖(ñ, ũ, ψ̃,∇ψ̃)‖2

Ḃ
d
2
2,1

+‖H(n1)−H(n2)‖2

Ḃ
d
2
2,1

+ ∑
j∈Z

2
d
2 j‖(R̃1, jR̃2, j)‖L2‖(ñ, ũ, ψ̃,∇ψ̃)‖

Ḃ
d
2
2,1

)
dτ.

(5.2.71)

利用 (4.5.5)、(4.5.7)、(4.5.10) 以及 (5.2.68), 我们得到

∑
j∈Z

2 j d
2 ‖R̃1, j‖L2 ≲ ‖u1‖

Ḃ
d
2 +1
2,1

‖ñ‖
Ḃ

d
2
2,1

+‖G(n1)‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

‖ũ‖
Ḃ

d
2
2,1

+‖n2‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

‖ũ‖
Ḃ

d
2
2,1

+‖u2‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

‖G(n1)−G(n2)‖
Ḃ

d
2
2,1

≲ ‖(ñ, ũ)‖
Ḃ

d
2
2,1

.
(5.2.72)

类似地, 以下估计成立:

∑
j∈Z

2 j d
2 ‖R̃2, j‖L2 ≲ ‖(u1,u2)‖

Ḃ
d
2 +1
2,1

‖ũ‖
Ḃ

d
2
2,1

≲ ‖ũ‖
Ḃ

d
2
2,1

. (5.2.73)

最后, 我们利用仿线性化估计 (4.5.10) 得

‖H(n1)−H(n2)‖
Ḃ

d
2
2,1

≲ ‖ñ‖
Ḃ

d
2
2,1

. (5.2.74)

根据 (5.2.71)­(5.2.74) 及 Grönwall 不等式, 唯一性得证

5.3 定理 1.3.30的证明

5.3.1 低频 Ḃσ0
2,∞估计

为了得到柯西问题 (5.1.1) 整体经典解得最优时间衰减估计, 我们首先需要建立如下低

频估计.

引理 5.3.1. 对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 ), 设 (u,n,ψ)为柯西问题 (5.1.1)由定理 1.3.27给出的整体解, 且

(φ,ω)由 (5.2.3)定义. 那么在定理 1.3.30的假设下,如下不等式成立:

X2,σ0(t)≤C
(
‖(n0,u0,ψ0)

`,Jε‖Ḃ
σ0
2,∞

+X2(0)
)
, t > 0. (5.3.1)
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其中

X2,σ0(t) := ‖(n,u,ψ)‖`,Jε
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+ ε‖(n,ψ)‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+2
2,∞ )

+‖u‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+1
2,∞ )

+ ε−
1
2‖u‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

σ0
2,∞)

+‖ψt‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+
1
ε
‖ω‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0
2,∞)

+‖φ‖h,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0
2,∞∩Ḃ

σ0+2
2,∞ )

.
(5.3.2)

证明. 由方程 (5.2.5)1 及估计 (5.5.3), n 满足

‖n‖`,Jε
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+ ε‖n‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+2
2,∞ )

≲ ‖n0‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+ ε‖φ‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+1
2,∞ ∩Ḃ

σ0+3
2,∞ )

+‖ω‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+1
2,∞ )

+‖R1‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

.
(5.3.3)

我们将上式与 (5.2.5)2、(5.5.3) 及 (5.2.11) 联立得

‖φ‖`,Jε
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖φ‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0
2,∞∩Ḃ

σ0+2
2,∞ )

≲ ‖φ|t=0‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+ ε‖n‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+2
2,∞ )

+‖ω‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+1
2,∞ )

+‖R2‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

≲ ‖(n,φ)|t=0‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+ ε‖φ‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+1
2,∞ ∩Ḃ

σ0+3
2,∞ )

+‖ω‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+1
2,∞ )

+‖(R1,R2)‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

.

(5.3.4)

此外, 利用 (5.2.5)3 及 (5.3.4), 我们也有

‖ω‖`,Jε
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+
1
ε
‖ω‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0
2,∞)

≲ ‖ω|t=0‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+ ε2‖n‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+3
2,∞ )

+ ε‖φ‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+1
2,∞ ∩Ḃ

σ0+3
2,∞ )

+ ε‖ω‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+2
2,∞ )

+‖R3‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

.
(5.3.5)

将 (5.3.3)­(5.3.5) 及 (5.5.1) 相结合可知若 Jε 由 (1.3.41) 给定, 则对一个充分小且与 ε 无关的

常数, 我们得到

‖(n,φ,ω)‖`,Jε
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+ ε‖n‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+2
2,∞ )

+‖φ‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0
2,∞∩Ḃ

σ0+2
2,∞ )

+
1
ε
‖ω‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0
2,∞)

≲ ‖(n,φ,ω)|t=0‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+‖(R1,R2,R3)‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

.
(5.3.6)

我们估计非线性项 Ri (i = 1,2,3). 由 (5.2.16)、(5.2.18) 及 (5.5.13), H(n) 满足

ε‖H(n)‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+2
2,∞ )

≲ (‖n‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)(ε‖n‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+2
2,∞ )

+‖n‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)

≲ X2(t)X2,σ0(t)+X2
2 (t).

(5.3.7)
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又由 (4.5.9)、(5.2.16) 及 (5.2.18), 以下估计成立:

‖u ·∇u‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖u ·∇n‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖u ·∇G(n)‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖H(n)t‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

≲ ‖u‖
L̃2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖(n,u)‖
L̃2

t (Ḃ
σ0+1
2,∞ )

+‖n‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖u‖
L̃1

t (Ḃ
σ0+1
2,∞ )

≲ X2(t)X2,σ0(t)+X2
2 (t).

(5.3.8)

结合 (5.2.8) 及 (5.3.7)­(5.3.8), 我们有

‖(R1,R2,R3)‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

≲ ε‖H(n)‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+2
2,∞ )

+‖u ·∇n‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖u ·∇u‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖G(n)divu‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+‖H(n)t‖`,Jε
L̃1

t (Ḃ
σ0
2,∞)

≲ X2(t)X2,σ0(t)+X2
2 (t).

(5.3.9)

将 (5.3.6) 和 (5.3.9) 联立, 我们得到

‖(n,φ,ω)‖`,Jε
L̃∞

t (Ḃ
σ0
2,∞)

+ ε‖n‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0+2
2,∞ )

+‖φ‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0
2,∞∩Ḃ

σ0+2
2,∞ )

+
1
ε
‖ω‖`,Jε

L̃1
t (Ḃ

σ0
2,∞)

≲ X2(0)+‖(n0,u0,ψ0)‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+X2(t)X2,σ0(t)+X2
2 (t).

因而, 类似于 (5.2.24)­(5.2.26) 的计算, 我们得

X2,σ0(t)≲ X2(0)+‖(n0,u0,ψ0)
`,Jε‖Ḃ

σ0
2,∞

+X2(t)X2,σ0(t)+X2
2 (t).

对上式利用小性 X2(t)≲ X2(0)<< 1, 我们有 (5.3.1).

5.3.2 时间加权能量估计

我们应用第四章的方法证明柯西问题 (5.1.1)整体经典解的时间衰减估计 (1.3.45)­(1.3.47).
对充分大的常数 θ , 我们引入

D2,θ (t) := ‖τθ (n,u,ψ)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖τθ (n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖τθ u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖τθ (n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖τθ u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε−
1
2‖τθ u‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ (n,u)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ ψ‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +3
2,1 )

+
1
ε
‖τθ ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

(5.3.10)
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此处变量 (φ,ω) 由 (5.2.3) 给出.
首先, 我们有如下低频时间加权能量估计.

引理 5.3.2. 在定理 1.3.30的假设下, 如果 (u,n,ψ)为柯西问题 (5.1.1)由定理 1.3.27给出的

整体解,那么对 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 )、θ > 1+ 1

2(
d
2 −σ0)及任意待选取的常数 η > 0, (n,u,ψ)满足

‖τθ (n,u,ψ)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖τθ (n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖τθ u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε−
1
2‖τθ u‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

+
1
ε
‖τθ ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖τθ φ‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≤
C
(
X2(t)+X2,σ0(t)

)
η

tθ (εt)−
1
2 (

d
2−σ0)+C

(
η +X2(t)

)
D2,θ (t), t > 0,

(5.3.11)

其中 X2(t)、(φ,ω)、X2,σ0(t)及 D2,θ (t)分别由 (5.2.1)、(5.2.3)、(5.3.1)及 (5.3.10)给出.

证明. 设 (φ,ω) 为由 (5.2.3) 给出的有效变量. 将方程组 (5.2.5) 乘以 tθ , 我们有
(tθ n)t − ∆̃1(tθ n) = θ tθ−1n+ tθ L1 + tθ R1,

(tθ φ)t − ∆̃2(tθ φ) = θ tθ−1φ + tθ L2 + tθ R2,

(tθ ω)t +
1
ε
(tθ ω) = θ tθ−1ω + tθ L3 + tθ R3,

其中 ∆̃i (i = 1,2)、Li (i = 1,2,3) 与 Ri (i = 1,2,3) 分别由 (5.2.6)、(5.2.7) 及 (5.2.8) 给定. 类似

于 (5.2.10)­(5.2.22) 的计算过程, 我们可得

‖τθ (n,φ,ω)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖τθ n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖τθ φ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+
1
ε
‖τθ ω‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲
∫ t

0
τθ−1‖(n,φ,ω)‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

dτ +X2(t)D2,θ (t).

(5.3.12)

我们利用估计 (5.3.12) 重复 (5.2.24)­(5.2.26) 的证明可知

‖τθ (n,u,ψ)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖τθ (n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖τθ u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε−
1
2‖τθ u‖`,Jε

L̃2
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲
∫ t

0
τθ−1(‖(n,u,ψ)‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+‖H(n)‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

)
dτ +X2(t)D2,θ (t).

(5.3.13)

为简单起见, 我们省略 (5.3.12)­(5.3.13) 的证明. 为了估计不等式 (5.3.13) 右侧关键的第一项,
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利用插值不等式 (4.5.2) 及 Young 不等式, 我们得到∫ t

0
τθ−1‖(n,u,ψ)`,Jε‖

Ḃ
d
2
2,1

dτ

≲
∫ t

0
τθ−1

(
‖(n,u,ψ)`,Jε‖Ḃ

σ0
2,∞

) 2
d
2 +2−σ0

(
‖(n,u,ψ)`,Jε‖

Ḃ
d
2 +2
2,1

) d
2 −σ0

d
2 +2−σ0 dτ

≲
(

X2,σ0(t)t
θ− 1

2 (
d
2−σ0)

) 2
d
2 +2−σ0

(1
ε
(
ε‖τθ (n,ψ)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖τθ u‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

)) d
2 −σ0

d
2 +2−σ0

≲ X2,σ0(t)
η

tθ (εt)−
1
2 (

d
2−σ0)+ηD2,θ (t).

(5.3.14)

又由 (5.2.16), 如下估计成立:∫ t

0
τθ−1‖(n,u,ψ)h,Jε‖

Ḃ
d
2
2,1

dτ

≲
∫ t

0
τθ−1

(
ε‖(n,u,ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

) 2
d
2 +2−σ0

(
‖(n,u,ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

) d
2 −σ0

d
2 +2−σ0 dτ

≲
(

X(t)
∫ t

0
τθ− 1

2 (
d
2−σ0)−1dτ

) 2
d
2 +2−σ0

(
‖τθ (n,u,ψ)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

) d
2 −σ0

d
2 +2−σ0

≲ X2(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−σ0)+ηD2,θ (t).

(5.3.15)

此外, 根据仿线性化估计 (4.5.9) 及 (5.3.14)­(5.3.15), 我们得∫ t

0
τθ−1‖H(n)‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

dτ ≲
∫ t

0
τθ−1(‖n‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+‖n‖h,Jε

Ḃ
d
2
2,1

)
dx

≲ X2(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−σ0)+ηD2,θ (t).

(5.3.16)

联立 (5.3.14)­(5.3.16), 我们有∫ t

0
τθ−1‖(n,u,ψ)‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

dτ ≲
∫ t

0
τθ−1(‖(n,u,ψ)`,Jε‖

Ḃ
d
2
2,1

+‖(n,u,ψ)h,Jε‖
Ḃ

d
2
2,1

)
dτ

≲ X2,σ0(t)+X2(t)
η

tθ (εt)−
1
2 (

d
2−σ0)+ηD2,θ (t).

(5.3.17)

由 (5.3.12)­(5.3.13) 及 (5.3.17), (5.3.11) 得证.

下面, 我们证明高频时间加权估计.
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引理 5.3.3. 在定理 1.3.30的假设下, 如果 (u,n,ψ)为柯西问题 (5.1.1)由定理 1.3.27给出的

整体解,那么 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 )、θ > 1+ 1

2(
d
2 −σ0)及任意待选取的常数 η > 0, (n,u,ψ)满足如下

时间加权估计:

ε‖τθ (n,u,∇ψ)‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ (n,u,∇ψ)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≤ CX2(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−σ0)+C

(
η +X2(t)

)
D2,θ (t), t > 0.

(5.3.18)

其中 X2(t)、X2,σ0(t)及 D2,θ (t)分别由 (5.2.1)、(5.3.1)及 (5.3.10)给出.

证明. 对 j ≥ Jε −1, 我们对不等式 (5.2.52) 两侧乘以 tθ 得到

d
dt

(
tθ E j(t)

)
+

1
ε

tθ E j(t)

≲ tθ−1E j(t)+ tθ
(
‖∇u‖L∞ε‖∆̇ j(n,u)‖L2

+‖u‖L∞ε‖∆̇ j(n,H(n))‖L2 +‖(G(n)t ,∇G(n))‖L∞ε‖∆̇ ju‖L2

+‖(R1, j,R2, j)‖L2 +‖∆̇ jH(n)‖L2 +2− j‖∆̇ jH(n)t‖L2

)√1
ε

E j(t).

(5.3.19)

上式与 (5.2.47)1 及事实 tθ√E j(t)|t=0 = 0 给出

εtθ‖∆̇ j(n,u,ψ,∇ψ)‖L2 +
∫ t

0
τθ‖∆̇ j(n,u,ψ,∇ψ)‖L2dτ

≲
∫ t

0
τθ−1(‖∆̇ j(n,u,ψ,∇ψ)‖L2 +2− j‖∆̇ jH(n)‖L2

)
dτ

+
∫ t

0
τθ
(

ε‖∇u‖L∞
(
‖∆̇ j(n,u)‖L2 +2− j‖∆̇ jH(n)‖L2

)
+ ε‖u‖L∞‖∆̇ j(n,H(n))‖L2

+ ε‖
(
∇G(n)

)
‖L∞‖∆̇ ju‖L2 + ε‖(R1, j,R2, j)‖L2 +‖∆̇ jH(n)‖L2 +2− j‖∆̇ jH(n)t‖L2

)
dτ.

类似于 (5.2.51)­(5.2.61) 的证明过程, 我们易证

ε‖τθ (n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+‖τθ (n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ε
∫ t

0
τθ−1(‖(n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

+‖H(n)‖h,Jε

Ḃ
d
2
2,1

)
dτ +X2(t)D2,θ (t).

(5.3.20)

(5.3.20) 证明的细节在此省略. 对应于高频耗散结构, 不等式 (5.3.20) 右侧的第一项估计如
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下:

ε
∫ t

0
τθ−1‖(n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

dτ

≲
(

tθ− 1
2 (

d
2−σ0)ε‖(n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

) 2
d
2 +2−σ0

(
‖(n,u,ψ,∇ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

) d
2 −σ0

d
2 +2−σ0 dτ

≲ X2(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−σ0)+ηD2,θ (t).

(5.3.21)

利用 (4.5.9) 及 (5.2.16), 我们得到

ε
∫ t

0
τθ−1‖H(n)‖h,Jε

Ḃ
d
2
2,1

dτ ≲ ε
∫ t

0
τθ−1(‖n‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+ ε‖n‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

)dτ

≲
(
‖n‖`,Jε

Ḃ
σ0
2,∞

tθ− 1
2 (

d
2−σ0)

) 2
d
2 +2−σ0

(
ε‖τθ n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

) d
2 −σ0

d
2 +2−σ0

+
(

ε‖n‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

tθ− 1
2 (

d
2−σ0)

) 2
d
2 +2−σ0

(
‖τθ n‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

) d
2 −σ0

d
2 +2−σ0

≲ X2,σ0(t)+X2(t)
η

tθ− 1
2 (

d
2−σ0)+ηD2,θ (t).

(5.3.22)

根据 (5.3.20)­(5.3.22), (5.3.11) 得证.

定理 1.3.30的证明: 在定理 1.3.30 的假设下, 令 (n,u,ψ) 为柯西问题 (5.1.1) 由定

理 1.3.27 给出的整体解. 对任意常数 θ > 1+ 1
2(

d
2 −σ0) 及 η > 0, 根据引理 5.3.2­5.3.3, 我们

有

D2,θ (t)≲
X2(t)+X2,σ0(t)

η
tθ (εt)−

1
2 (

d
2−σ0)+

(
η +X2(t)

)
D2,θ (t), t > 0, (5.3.23)

其中 X2(t)、X2,σ0(t) 及 D2,θ (t) 分别由 (5.2.1)、(5.3.1) 及 (5.3.10) 给出. 由 (1.3.44)、(5.3.1) 及

(5.3.23), 我们选取一个充分小的常数 η > 0 使得 (n,u,ψ) 满足

‖(n,u,ψ)‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+ ε‖(n,u,∇ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

≲ 1
tθ D2,θ (t)≲ (εt)−

1
2 (

d
2−σ0), t ≥ 1. (5.3.24)

应用 (5.2.16)、(5.3.24) 及 X2(t)≲ X2(0) (0 ≤ t ≤ 1), 我们得到

‖(n,u,ψ)‖
Ḃ

d
2
2,1

≲ ‖(n,u,ψ)‖`,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+ ε‖(n,u,∇ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

≲ (1+ εt)−
1
2 (

d
2−σ0), t > 0. (5.3.25)
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从而, 由 (4.5.2)、(5.2.16)、(5.3.1) 及 (5.3.25), (n,u,ψ) 满足

‖(n,u,ψ)‖Ḃσ
2,1

≲ ‖(n,u,ψ)‖

d
2 −σ

d
2 −σ0

Ḃ
σ0
2,∞

‖(n,u,ψ)‖
σ−σ0
d
2 −σ0

Ḃ
d
2
2,1

≲
(
‖(n,u,ψ)‖`,Jε

Ḃ
σ0
2,∞

+ ε‖(n,u,∇ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

) d
2 −σ

d
2 −1−σ0 (1+ εt)

− σ−σ0
d
2 −σ0

1
2 (

d
2−σ0)

≲ (1+ εt)−
1
2 (σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
).

我们将上式与 (5.3.25) 和 (5.5.11)­(5.5.12) 相结合得到最优时间衰减估计 (1.3.45).
其次, 我们证明 (1.3.46). 注意到方程 (5.1.1)2 可改写为

u = e−
1
ε tu0 +

∫ t

0
e−

1
ε (t−τ)(− c0∇n+χ∇ψ −u ·∇u

)
dτ. (5.3.26)

因而, u 满足

‖u‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

≲ e−
1
ε t‖u0‖`,Jε

Ḃ
σ0
2,∞

+
∫ t

0
e−

1
ε (t−τ)(‖(n,ψ)‖`,Jε

Ḃ
σ0+1
2,∞

+‖u ·∇u‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

)
dτ. (5.3.27)

由 σ0 ≤ d
2 −1 及 (1.3.45)1, 我们有

‖(n,ψ)‖`,Jε

Ḃ
σ0+1
2,∞

≲ (1+ εt)−min{ 1
2 ,

1
2 (σ−σ0)}, (5.3.28)

又根据 (1.3.45)、(4.5.6) 及 ‖u‖
Ḃ

d
2
2,1

≲ X2(t)≲ X2(0), 如下估计成立:

‖u ·∇u‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

≲ ‖u‖
Ḃ

d
2
2,1

‖u‖
Ḃ

σ0+1
2,∞

≲ (1+ εt)−min{ 1
2 ,

1
2 (σ−σ0)}. (5.3.29)

我们将 (5.3.28)­(5.3.29) 代入 (5.3.27) 可得

‖u‖Ḃ
σ0
2,∞

≲ ‖u‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+‖u‖h,Jε

Ḃ
d
2
2,1

≲ e−
1
ε t +

∫ t

0
e−

1
ε (t−τ)(1+ ετ)−min{ 1

2 ,
1
2 (σ−σ0)}dτ

≲ (1+ εt)−min{ 1
2 ,

1
2 (σ−σ0)},
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此处我们用到 (5.3.25) 以及事实∫ t

0
e−

1
ε (t−τ)(1+ ετ)−min{ 1

2 ,
1
2 (σ−σ0)}dτ

≲ e−
1

2ε t
∫ t

2

0
(1+ ετ)−min{ 1

2 ,
1
2 (σ−σ0)}dτ +(1+

1
2

εt)−min{ 1
2 ,

1
2 (σ−σ0)}

∫ t

t
2

e−
1
ε (t−τ)dτ

≲ 1
ε
(1+ εt)−min{ 1

2 ,
1
2 (σ−σ0)}.

此外, 我们易知 φ̃ := bψ − c1n 满足

φ̃t +bφ̃ = b∆ψ + c1c0divu+bH(n)+ c1u ·∇u+ c1G(n)divu. (5.3.30)

类似地, 利用 (1.3.45)、(4.5.6)、(4.5.9)、(5.2.16) 及 (5.3.30), 我们得到

‖φ̃‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

≲ e−bt‖(n0,ψ0)‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+
∫ t

0
e−b(t−τ)(1

ε
‖ψ‖`,Jε

Ḃ
σ0+1
2,∞

+‖u‖`,Jε

Ḃ
σ0+1
2,∞

+‖(n,u)‖
Ḃ

d
2
2,1

(‖(n,u)‖`,Jε

Ḃ
σ0+1
2,∞

+‖(n,u)‖h,Jε

Ḃ
d
2
2,1

)+‖H(n)‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

)
dx.

(5.3.31)

由 (4.5.9)、(5.2.16)、(5.3.1)、(5.3.25) 及 (5.5.13), H(n) 满足
‖H(n)‖

Ḃ
d
2
2,1

≲ ‖n‖
Ḃ

d
2
2,1

≲ (1+ εt)−
1
2 (

d
2−σ0) ≲ (1+ εt)−min{ 1

2 ,
1
2 (σ−σ0)},

‖H(n)‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

≲ ‖n‖
Ḃ

d
2
2,1

(‖n‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+ ε‖n‖
Ḃ

d
2 +1
2,1

)≲ (1+ εt)−min{ 1
2 ,

1
2 (σ−σ0)}.

(5.3.32)

从而, (5.2.16)、(5.3.25) 以及 (5.3.31)­(5.3.32) 给出估计

‖Bψ − c1n−H(n)‖Ḃ
σ0
2,∞

≲ ‖φ̃‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+‖H(n)‖`,Jε
Ḃ

σ0
2,∞

+‖(n,∇ψ)‖h,Jε

Ḃ
d
2
2,1

+‖H(n)‖h,Jε

Ḃ
d
2
2,1

≲ 1
ε
(1+ εt)−min{ 1

2 ,
1
2 (σ−σ0)}.

最后, 当 d ≥ 2 及 σ0 ∈ [−d
2 ,

d
2 −1) 时, 我们对方程 (5.3.26) 作 Ḃσ

2,1 范数 (σ ∈ (σ0,
d
2 −1])

估计

‖u‖`,Jε
Ḃσ

2,1
≲ e−

1
ε t‖u0‖`,Jε

Ḃσ
2,1
+
∫ t

0
e−

1
ε (t−τ)(‖(n,ψ)‖`,Jε

Ḃσ+1
2,1

+‖u‖
Ḃ

d
2
2,1

‖u‖Ḃσ+1
2,1

)
dτ

≲ 1
ε
(1+ εt)−

1
2 (1+σ−σ0),
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此处我们用到 ‖(n,u,ψ)‖`,Jε
Ḃσ+1

2,1
≲ (1+ εt)−

1
2 (1+σ−σ0). 因而, 如下时间衰减估计成立:

‖u‖Ḃσ
2,1

≲ ‖u‖`,Jε
Ḃσ

2,1
+‖u‖h,Jε

Ḃ
d
2
2,1

≲ 1
ε
(1+ εt)−

1
2 (1+σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−1].

类似地, 我们易证得

‖Bψ − c1n−H(n)‖`,Jε
Ḃσ

2,1
≲ 1

ε
(1+ εt)−

1
2 (1+σ−σ0), σ ∈ (σ0,

d
2
−1].

为简单起见, 我们省略上式的证明细节. 定理 1.3.34 证毕.

5.4 松弛极限

5.4.1 定理 1.3.33的证明

为了研究具有趋化性的双曲­抛物方程 (1.3.39)的松弛极限问题,我们首先要证明Keller­
Segel 方程组 (1.3.37) 的整体存在性和唯一性, 即定理 1.3.30. 由二阶泰勒展开, 存在一个函

数 G1 满足 G1(ρ̄) = 0 和

P(ρ∗)−P(ρ̄) = P′(ρ̄)(ρ∗− ρ̄)+G1(ρ∗)(ρ∗− ρ̄). (5.4.1)

我们也注意到

∆ϕ∗ = χaρ̄(b−∆)−1∆ρ∗. (5.4.2)

将 (5.4.1)­(5.4.2) 代入 (1.3.37)1, 我们将 Keller­Segel 方程组 (1.3.37) 改写如下:{
ρ∗

t − ∆̃∗ρ∗ = ∆(G1(ρ∗)(ρ∗− ρ̄))−χdiv((ρ∗− ρ̄)∇ϕ∗),

ϕ∗− ϕ̄ = a(b−∆)−1(ρ∗− ρ̄),
(5.4.3)

其中

∆̃∗ := (P′(ρ̄)−χaρ̄(b−∆)−1)∆. (5.4.4)

我们根据 (5.4.3) 及 (5.5.3) 可得

‖ρ∗− ρ̄‖
L̃∞

t (Ḃ
d
p
p,1)

+‖ρ∗− ρ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

≲ ‖ρ∗
0 − ρ̄‖

Ḃ
d
p
p,1

+‖G1(ρ∗)(ρ∗− ρ̄)‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

+‖(ρ∗− ρ̄)∇ϕ∗‖
L1

t (Ḃ
d
p+1
p,1 )

.
(5.4.5)
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为了估计 (5.4.5) 右侧非线性项, 我们利用方程 (5.4.3)2 及 Bessel 势 (b−∆)−1 的正则性特性

5.2.11) 得到
‖ϕ∗− ϕ̄‖

L1
t (Ḃ

d
p+2
p,1 ∩Ḃ

d
p+4
p,1 )

≤ ‖ρ − ρ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

,

‖ϕ∗− ϕ̄‖
L̃2

t (Ḃ
d
p+1
p,1 )

≲ ‖ρ − ρ̄‖
L̃2

t (Ḃ
d
p+1
p,1 )

≲ ‖ρ∗− ρ̄‖
L̃∞

t (Ḃ
d
p
p,1)

+‖ρ∗− ρ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

.
(5.4.6)

应用 Morser 型乘积估计 (4.5.4)、仿线性化估计 (4.5.9) 以及 (5.4.6), 我们有

‖G1(ρ∗)(ρ∗− ρ̄)‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

≲ ‖ρ∗− ρ̄‖
L∞

t (Ḃ
d
p
p,1)

‖ρ∗− ρ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

, (5.4.7)

以及

‖(ρ∗− ρ̄)∇ϕ∗‖
L1

t (Ḃ
d
p+1
p,1 )

≲ ‖ρ∗− ρ̄‖
L∞

t (Ḃ
d
p
p,1)

‖ϕ∗− ϕ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

+‖ρ∗− ρ̄‖
L2

t (Ḃ
d
p+1
p,1 )

‖ϕ∗− ϕ̄‖
L2

t (Ḃ
d
p+1
p,1 )

≲
(
‖ρ∗− ρ̄‖

L∞
t (Ḃ

d
p
p,1)

+‖ρ∗− ρ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

)2
.

(5.4.8)

又由 (4.5.5) 和 (4.5.9), 我们得到

‖u∗‖
L1

t (Ḃ
d
p+1
p,1 )

≲ ‖(ρ∗− ρ̄,ϕ∗− ϕ̄)‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

. (5.4.9)

从而, 根据 (5.4.5) 及 (5.4.7)­(5.4.9), 以下估计成立:

‖ρ∗− ρ̄‖
L̃∞

t (Ḃ
d
p
p,1)

+‖ρ∗− ρ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

+‖u∗‖
L1

t (Ḃ
d
p+1
p,1 )

+‖ϕ∗− ϕ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 ∩Ḃ

d
p+4
p,1 )

≲ ‖ρ∗
0 − ρ̄‖

Ḃ
d
p
p,1

+
(
‖ρ∗− ρ̄‖

L̃∞
t (Ḃ

d
p
p,1)

+‖ρ∗− ρ̄‖
L1

t (Ḃ
d
p+2
p,1 )

)2
.

(5.4.10)

我们能够利用 Friedrichs 逼近格式以及上述先验估计 (5.4.10) 推出存在充分小的常数 δ ∗
1 > 0

使得条件 (1.3.49) 成立, 那么不等式 (5.4.10) 可以关于任意时间有界. 因而, 柯西问题 (1.3.37)

存在一个整体强解. 另一方面, 易证该解在 L̃∞(0,T ; Ḃ
d
p−1
p,1 )∩L1(0,T ; Ḃ

d
p+1
p,1 ) 意义下是唯一的.

为简单起见, 我们省略唯一性的证明.

5.4.2 定理 1.3.34的证明

在该小节中, 我们建立定理 1.3.33 关于双曲­抛物方程组 (1.3.39) 整体解收敛到 Keller­
Segel 方程组 (1.3.37) 整体解的收敛速率估计.
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根据定理 1.3.27, 我们可以得到关于 (ρε ,uε ,ϕ ε) 与 ε 无关的一致估计.

引理 5.4.1. 在定理 1.3.27的假设下,令 (ρ,u,ϕ)为由定理 1.3.27给出的方程组 (5.1.1)的整体
经典解, (ρε ,uε ,ϕ ε)由 (1.3.35)给定. 则 (ρε ,uε ,ϕ ε)满足

‖ρε − ρ̄‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖(ρε − ρ̄,ϕ ε − ϕ̄)‖
L̃2

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≤CX2(0),

‖ωε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+ ε‖ϕ ε
t ‖

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≤CεX2(0),
(5.4.11)

其中 ωε := uε + 1
ρε ∇P(ρε)−χ∇ϕ ε , X2(0)由 (5.2.1)定义.

证明. (5.4.11)1­(5.4.11)2 可由 (1.3.44) 及尺度变换 (1.3.35) 直接得到. 我们回顾在方程组

(5.1.1) 中有如下关系:
a(ρ − ρ̄) = c1n+H(n).

因而, 我们应用 (1.3.35)、(5.2.16) 及关于二次非线性函数的估计 (5.5.11)­(5.5.12) 得到

‖ρε − ρ̄‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖ρε − ρ̄‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

= ‖ρ − ρ̄‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖ρ − ρ̄‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖n‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+‖H(n)‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖H(n)‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ‖n‖`,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖n‖h,Jε

L̃∞
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2(0).

(5.4.12)

类似地, 我们有

‖ρε − ρ̄‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+
1
ε
‖ρε − ρ̄‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

= ε‖ρ − ρ̄‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖ρ − ρ̄‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+ ε‖H(n)‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖n‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

+ ε‖H(n)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ ε‖n‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖n‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2(0).

(5.4.13)

从而, (5.4.11)1 可由 (5.4.12)­(5.4.13) 及插值不等式证明. 又由 (1.3.35)、(1.3.44)、(5.2.16) 及
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(5.4.11)2, ωε 满足

‖ωε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

= ε‖1
ε

u+∇n−χ∇ψ‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ ε‖1
ε

u+∇n−χ∇ψ‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖(n,u,∇ψ)‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ εX2(0).

最后, (1.3.44) 及 ε∂τϕ ε(x,τ) = ψt(x,εt) 给出

‖ϕ ε
t ‖

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

= ‖ψt‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ ‖ψt‖`,Jε

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ε‖ψt‖h,Jε

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 )

≲ X2(0).

定理 1.3.34的证明: 设 (ρ,u,ϕ) 为由定理 1.3.27 给出的以 (ρ0,u0,ϕ0) 为初值的柯西

问题 (5.1.1) 的整体解. 相应地, 时间尺度变换后的解 (ρε ,uε ,ϕ ε) 满足方程组 (1.3.36). 根据

(1.3.36) 及引理 5.4.1, 我们有如下一致估计
‖ρεωε‖

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲
(
‖ρε − ρ̄‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2
2,1)

+ ρ̄
)
‖ωε‖

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ εX2(0),

‖aρε +∆ϕ ε −bϕ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

= ε‖ϕ ε
t ‖

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ εX2(0).
(5.4.14)

由上式, (1.3.52) 成立.
进一步, 当 ρ0 和 ρ∗

0 满足 (1.3.54) 时, 我们利用已有的一致估计证明松弛极限的收敛速

率. 由 (1.3.36) 和 (5.4.1), (ρε ,ϕ ε) 满足以下方程:{
ρε

t − ∆̃∗ρε = Rε +∆(G1(ρε)(ρε − ρ̄))−χdiv((ρε − ρ̄)∇ϕ ε),

ϕ ε = (b−∆)−1(− εϕ ε
t +aρε). (5.4.15)

其中

Rε :=−div(ρεωε)+ εχρ̄∆(b−∆)−1ϕ ε
t .

我们引入变量

ρ̃ε := ρε −ρ∗, ũε := uε −u∗, ϕ̃ ε := ϕ ε −ϕ∗.

从而, 由 (5.4.3)­(5.4.4) 及 (5.4.15), 我们可知 ρ̃ε 及 ϕ̃ ε 满足如下方程:
ρ̃ε

t − ∆̃∗ρ̃ε = Rε +∆((G1(ρε)−G1(ρ∗))(ρε − ρ̄))

+∆(ρ̃εG1(ρ∗))−χdiv(ρ̃ε∇ϕ ε)−χdiv((ρ∗− ρ̄)∇ϕ̃ ε),

ϕ̃ ε = (b−∆)−1(−εϕ ε
t +aρ̃ε).

(5.4.16)
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我们对 (5.4.16) 应用 (1.3.53) 及 (5.5.3) 可得

‖ρ̃ε‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ ε +‖Rε‖
L1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(G1(ρε)−G1(ρ∗))(ρε − ρ̄)‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖ρ̃εG1(ρ∗)‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖ρ̃ε∇ϕ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖(ρ∗− ρ̄)∇ϕ̃ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

.

(5.4.17)

根据 (5.4.14), Rε 在 L1
t (B

d/2−1
2,1 ) 中为 O(ε):

‖Rε‖
L1

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

≲ ‖ρεωε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+ ε‖ϕ ε
t ‖

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ εX2(0).

又由 Morser 型乘积估计 (4.5.4)、仿线性化估计 (4.5.10) 及 (5.4.11), 如下估计成立:

‖(G1(ρε)−G1(ρ∗))(ρε − ρ̄)‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≤ ‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

‖ρε − ρ̄‖
L∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖ρ̃ε‖
L2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖ρε − ρ̄‖
L2

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X2(0)
(
‖ρ̃ε‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

)
.

类似地, 我们从 (1.3.51)、(4.5.4) 及 (5.4.11) 可得

‖ρ̃εG1(ρ∗)‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ ‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

‖ρ∗− ρ̄‖
L∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖ρ̃ε‖
L2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖ρ∗− ρ̄‖
L2

T (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ ‖ρ∗
0 − ρ̄‖

Ḃ
d
2
2,1

(‖ρ̃ε‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

).

联立 (5.2.11)、(5.4.11) 及 (5.4.16)2, 我们有

‖ϕ̃ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ ε‖(b−∆)−1ϕ ε
t ‖

L1
t (Ḃ

d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

+‖(b−∆)−1ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ ε +‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

.
(5.4.18)

我们将上式与 (1.3.51) 及 (5.4.11) 联立得到

‖ρ̃ε∇ϕ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖(ρ∗− ρ̄)∇ϕ̃ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

≲ ‖ρ̃ε‖
L2

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖ϕ ε − ϕ̄‖
L2

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖ρ∗− ρ̄‖
L∞

t (Ḃ
d
2
2,1)

‖ϕ̃ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ X2(0)
(
‖ρ̃ε‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

)
+ ε.
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将上述估计相加, 我们得

‖ρ̃ε‖
L∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖(ρ̃ε , ϕ̃ ε)‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲
(
X2(0)+‖ρ∗

0 − ρ̄‖
Ḃ

d
2
2,1

)(
‖ρ̃ε‖

L̃∞
t (Ḃ

d
2 −1
2,1 )

+‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

)
+ ε.

因而, 利用 X2(0)+‖ρ∗
0 − ρ̄‖

Ḃ
d
2
2,1

的小性, 我们证明

‖ρ̃ε‖
L̃∞

t (Ḃ
d
2 −1
2,1 )

+‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖ϕ̃ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 ∩Ḃ

d
2 +2
2,1 )

≲ ε. (5.4.19)

进一步, 我们利用 (4.5.10)、(5.4.11)3、(5.4.18)­(5.4.19)及事实 ũε =ωε −∇
∫ ρε

ρ∗

P′(s)
s

ds+χ∇ϕ̃ ε

可得
‖ũε‖

L1
t (Ḃ

d
2
2,1)

≲ ‖ωε‖
L1

t (Ḃ
d
2
2,1)

+‖ρ̃ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

+‖ϕ̃ ε‖
L1

t (Ḃ
d
2 +1
2,1 )

≲ ε. (5.4.20)

根据 (5.4.19)­(5.4.20), (1.3.54) 成立. 特别地, 当 ε → 0 时, (ρε ,uε ,ϕ ε) 在 (1.3.55) 的意义下强

收敛到 (ρ∗,u∗,ϕ∗).

5.5 附录

本附录包含带参数 ε 的高低频分解, 两个线性方程的最优正则性估计, 以及一个关于二

次非线性函数的估计.
首先, 我们在节 4.5 基础上介绍额外的符号和定义. 为了得到与松弛参数 ε 一致的先验

估计, 我们需要对高低频的分界点 Jε 选取为一个依赖于 ε 的值.

定义 5.5.1. 对 p ∈ [1,∞]及 s ∈ R,对 u ∈ S′h,定义 u以 Jε 为分界点的低频部分 u`,Jε 以及高频

部分 uh,Jε 如下:
u`,Jε := ∑

j≤Jε−1
∆̇ ju, uh,Jε := u−u`,Jε = ∑

j≥Jε

∆̇ ju.

相应地,以 Jε 为分界点的低频和高频半范数定义为:
‖u‖`,Jε

Ḃs
p,r

:= ‖{2 js‖∆̇ ju‖Lp} j≤Jε‖`r , ‖u‖h,Jε
Ḃs

p,r
:= ‖{2 js‖∆̇ ju‖Lp} j≥Jε−1‖`r ,

‖u‖`,Jε
L̃ρ

T (Ḃ
s
p,r)

:= ‖{2 js‖∆̇ ju‖Lρ
T (L

p)} j≤Jε‖`r , ‖u‖h,Jε
L̃ρ

T (Ḃ
s
p,r)

:= ‖{2 js‖∆̇ ju‖Lρ
T (L

p)} j≥Jε−1‖`r .

注记 5.5.2. 对任意 s′ > 0, 我们易知

‖u`,Jε‖Ḃs
p,r
≤ ‖u‖`,Jε

Ḃs
p,r
≤ 2Jε s′‖u‖`,Jε

Ḃs−s′
p,r

, ‖uh,Jε‖Ḃs
p,r
≤ ‖u‖h,Jε

Ḃs
p,r

≤ 2−(Jε−1)s′‖u‖h,Jε

Ḃs+s′
p,r

. (5.5.1)
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其次, 为了估计方程 (5.2.5)1 和 (5.4.3)1, 我们考虑一个线性扩散方程的柯西问题{
ut −ν1

(
P′(ρ̄)−χaρ̄(b−∆)−1∆

)
∆u = g, x ∈ Rd, t > 0,

u(x,0) = u0(x), x ∈ Rd.
(5.5.2)

引理 5.5.3. 设 ρ̄,χ,a,b和 ν1为严格正的常数, P′(ρ̄)> χa
b ρ̄ 成立. 对 1 ≤ p,r ≤ ∞、s ∈R及给

定的时间 T > 0,假设 u0 ∈ Ḃs
p,r及 g ∈ L̃1(0,T ; Ḃs

p,r). 如果 u为当 t ∈ (0,T )时柯西问题 (5.5.2)

的解,则存在一个常数C > 0使得如下估计成立:

‖u‖L̃∞
t (Ḃs

p,r)
+ν1‖u‖L̃1

t (Ḃ
s+2
p,r ) ≤C(‖u0‖Ḃs

p,r
+‖g‖L̃1

t (Ḃs
p,r)

), 0 < t < T, (5.5.3)

其中C > 0为与 ν1和时间无关的常数.

证明. 我们定义半群 S1(t) 如下:

S1(t) f = F−1(e−ν1(P′(ρ̄)− χa
b ρ̄)|ξ |2t− χaρ̄|ξ |4

b+|ξ |2
t
F ( f )(ξ )

)
.

从而 (5.5.2) 的解 u 可改写为

u = S1(t)u0 +
∫ t

0
S1(t − τ)gdτ. (5.5.4)

借鉴热半群的证明方法, 我们可证对环 C 及 j ∈ Z, S1(t) 满足如下特性:

Supp F ( f )⊂ 2 jC ⇒‖S1(t) f‖Lp ≤Ce−Cν1(P′(ρ̄)− χa
b ρ̄)22 jt‖ f‖Lp. (5.5.5)

(5.5.5) 的证明在此省略. 关于相应的计算细节, 可以参见文献 [8, 45]. 对 (5.5.4) 利用特性

(5.5.5), 我们得到

‖∆̇ ju‖Lp ≲ e−ν1(P′(ρ̄)− χa
b ρ̄)22 jt‖∆̇ ju0‖Lp +

∫ t

0
e−ν1(P′(ρ̄)− χa

b ρ̄)22 j(t−τ)‖∆̇ jg‖Lpdτ. (5.5.6)

上式 (5.5.6) 给出

‖u‖L̃∞
t (Ḃs

p,r)
≲ ‖u0‖Ḃs

p,r
+‖g‖L̃1

t (Ḃs
p,r)

.

此外, 对 (5.5.6) 关于时间取 L1 范数并利用卷积型 Young 不等式, 我们有

‖∆̇ ju‖L1
t (Lp) ≲

1
ν122 j ‖∆̇ ju0‖Lp +

1
ν122 j

∫ t

0
‖∆̇ jg‖Lpdτ.

因而, 如下估计成立:
ν1‖u‖L̃1

t (Ḃ
s+2
p,r ) ≲ ‖u0‖Ḃs

p,r
+‖g‖L̃1

t (Ḃs
p,r)

.
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引理 5.5.3 证毕.

为了估计方程 (5.2.5)3, 我们考虑一个线性扩散阻尼方程的柯西问题{
ut +bu− (1+ν2aρ̄(b−∆)−1)∆u = g, x ∈ Rd, t > 0

u(x,0) = u0(x), x ∈ Rd.
(5.5.7)

引理 5.5.4. 设 ρ̄、a、b和 ν2 为严格正的常数. 对 1 ≤ p,r ≤ ∞, s ∈ R及给定的时间 T > 0,假
设 u0 ∈ Ḃs

p,r 及 g ∈ L̃1(0,T ; Ḃs
p,r),若 u为当 t ∈ (0,T )时柯西问题 (5.5.7)的解,则 u满足

‖u‖L̃∞
t (Ḃs

p,r)
+‖u‖L̃1

t (Ḃs
p,r∩Ḃs+2

p,r ) ≤C(‖u0‖Ḃs
p,r
+‖g‖L̃1

t (Ḃs
p,r)

), 0 < t < T, (5.5.8)

其中C > 0为与 ν2和时间无关的常数.

证明. 我们定义半群 S2(t) 如下:

S2(t) f = F−1(e−|ξ |2t− ν2aρ̄|ξ |2

b+|ξ |2
t
F ( f )(ξ )

)
.

从而 (5.5.7) 的解 u 可改写为

u = e−btS2(t)u0 +
∫ t

0
e−b(t−τ)S2(t − τ)gdτ. (5.5.9)

对环 C 及 j ∈ Z, 我们易证

Supp F ( f )⊂ 2 jC ⇒‖S2(t) f‖Lp ≤Ce−22 jt‖ f‖Lp. (5.5.10)

类似于引理 (5.5.3) 的证明, 基于 (5.5.9)­(5.5.10), 我们可以得到 (5.5.8).

注记 5.5.5. 定理 5.5.3 和定理 5.5.4 中的估计限制在高频或低频半范数下仍然成立. 例如, 在

定理 5.5.4 的假设下, 我们有

‖u‖`,J
L̃∞

t (Ḃs
p,r)

+‖u‖`,Jε
L̃1

t (Ḃs
p,r∩Ḃs+2

p,r )
≤C(‖u0‖`,Jε

Ḃs
p,r
+‖g‖`,Jε

L̃1
t (Ḃs

p,r)
), 0 < t < T,

其中常数 C > 0 和 ν2、Jε 及时间无关.

最后, 为了控制二次非线性形式 H(n), 我们证明一个新的二次非线性函数估计.

引理 5.5.6. 令 Jε 由 (1.3.41)给出. 则对任意 s > 0及光滑函数 F( f ),以下估计成立:

‖F( f )−F(0)−F ′(0) f‖`,Jε
Ḃs

2,1
≤C f ‖ f‖L∞

(
‖ f‖`,Jε

Ḃs
2,1
+ εσ−s‖ f‖h,Jε

Ḃσ
2,1

)
, σ ≥ 0, (5.5.11)

‖F( f )−F(0)−F ′(0) f‖h,Jε
Ḃs

2,1
≤C f ‖ f‖L∞

(
εσ−s‖ f‖`,Jε

Ḃσ
2,1
+‖ f‖h,Jε

Ḃs
2,1

)
, σ ∈ R, (5.5.12)
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其中C f > 0为一个依赖于 ‖ f‖L∞ , F ′′, s, σ 及 d 的常数.
进一步, F( f )满足

‖F( f )−F(0)−F ′(0) f‖`,Jε
Ḃs

2,∞
≤C f ‖ f‖

Ḃ
d
2
2,1

(
‖ f‖`,Jε

Ḃs
2,∞

+ ε
d
2−1−s‖ f‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

)
, s ≥−d

2
. (5.5.13)

证明. 首先, 我们证明 (5.5.11). 使用二阶泰勒展开, 我们有

F( f )−F(0)−F ′(0) f = ∑
k′∈Z

(F(Ṡk′+1 f )−F(Ṡk′ f ))−F ′(0) f

= ∑
k′∈Z

(
m1,k′ Ṡk′ f ∆̇k′ f +m2,k′(∆̇k′ f )2), (5.5.14)

其中

m1,k′ :=
∫ 1

0

∫ 1

0
F ′′(θ(Ṡk′ f + τ∆̇k′ f ))dτdθ , m2,k′ :=

∫ 1

0

∫ 1

0
F ′′(θ(Ṡk′ f + τ∆̇k′ f ))τdτdθ .

由 Bernstein 不等式, 易证对 q ≥ 0, 以下估计成立:

‖∆̇k(m1,k′ Ṡk′ f ∆̇k′ f )‖L2 ≤C(1+‖ f‖L∞)q‖ f‖L∞2(k
′−k)q‖∆̇k′ f‖L2. (5.5.15)

受到文献 [47] 的启发, 根据 (5.5.15), 我们有

∑
k≤Jε ,k′∈Z

2ks‖∆̇k(m1,k′ Ṡk′ f ∆̇k′ f )‖L2

≤
(

∑
k′≤k≤Jε

+ ∑
k≤k′≤Jε

+ ∑
k≤Jε≤k′

)
2ks‖∆̇k(m1,k′ Ṡk′ f ∆̇k′ f )‖L2

≤C f ‖ f‖L∞

(
∑

k′≤Jε

2k′s‖∆̇k′ f‖L2 ∑
k′≥k

2(k−k′)s + ∑
k′≤Jε

2k′s‖∆̇k′ f‖L2 ∑
k′≤k

2(k−k′)(s−[s]−1)

+ ∑
k≤Jε

2ks ∑
k′≥Jε

2−k′σ 2k′σ‖∆̇k′ f‖L2

)
≤C f ‖ f‖L∞(‖ f‖`,Jε

Ḃs
2,1
+ εσ−s‖ f‖h,Jε

Ḃσ
2,1
).

m2,k′ 的部分可类似估计. 因而 (5.5.11) 成立.
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下面, 我们证明 (5.5.12). 由 (5.5.15), 我们得到(
∑

Jε−1≤k≤k′
+ ∑

Jε−1≤k′≤k

)
2ks‖∆̇k(m1,k′ Ṡk′ f ∆̇k′ f )‖L2

≤C f ‖ f‖L∞

(
∑

k′≥Jε−1
2k′s‖∆̇k′ f‖L2 ∑

k′≥k
2(k−k′)s

+ ∑
k′≥Jε−1

2k′s‖∆̇k′ f‖L2 ∑
k′≤k

2(k−k′)(s−[s]−1)
)
≤C f ‖ f‖L∞‖ f‖h,Jε

Ḃs
2,1
.

(5.5.16)

对在 {(k,k′) | k′ ≤ Jε −1 ≤ k} 上的序列和, 对 s ≥ σ , 我们证得

∑
k′≤Jε−1≤k

2ks‖∆̇k(m1,k′ Ṡk′ f ∆̇k′ f )‖L2

≤C f ‖ f‖L∞ ∑
k′≤Jε−1

2k′(s−σ)2k′σ‖∆̇k′ f‖L2 ∑
k′≤k

2(k−k′)(s−[s]−1) ≤C f εσ−s‖ f‖L∞‖ f‖`,Jε
Ḃσ

2,1
,

(5.5.17)

同时, 若 0 < s < σ , 则我们有

∑
k′≤Jε−1≤k

2ks‖∆̇k(m1,k′ Ṡk′ f ∆̇k′ f )‖L2

≤ 2(Jε−1)(s−σ) ∑
k′≤Jε−1≤k

2kσ‖∆̇k(m1,k′ Ṡk′ f ∆̇k′ f )‖L2 ≤C f εσ−s‖ f‖L∞‖ f‖`,Jε
Ḃσ

2,1
.

(5.5.18)

结合 (5.5.16)­(5.5.18), 我们得到

∑
k≥Jε−1,k′∈Z

2ks‖∆̇k(m1,k′ Ṡk′ f ∆̇k′ f )‖L2 ≤C f ‖ f‖L∞(εσ−s‖ f‖`,Jε
Ḃs

2,1
+‖ f‖h,Jε

Ḃσ
2,1
).

(5.5.14) 的第二项可类似估计. 因而, (5.5.12) 成立.
最后, 我们证明 (5.5.13). 对于情形 s > 0 可以通过类似于 (5.5.11) 的计算过程以及嵌入

Ḃ
d
2
2,1 ↪→ L∞ 证得. 对于情形 −d

2 ≤ s ≤ 0 , 由于存在一个满足 F̃(0) = 0 的光滑函数 F̃( f ) 使得

F( f )−F(0)−F ′(0) f = F̃( f ) f 成立, 我们根据 (4.5.6)、(4.5.9)、(5.2.16) 以及 Bernstein 不等式

得到

‖F( f )−F(0)−F ′(0) f‖`,Jε
Ḃs

2,∞
≤ ‖F̃( f )‖

Ḃ
d
2
2,1

‖ f‖Ḃs
2,∞

≤C f ‖ f‖
Ḃ

d
2
2,1

(
‖ f‖`,Jε

Ḃs
2,∞

+ ε
d
2+1−s‖ f‖h,Jε

Ḃ
d
2 +1
2,1

)
.

引理 5.5.6 证毕.
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