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摘　要

论论论文文文题题题目目目: 几几几类类类大大大型型型动动动力力力系系系统统统的的的模模模型型型降降降阶阶阶方方方法法法研研研究究究

学学学科科科名名名称称称: 数数数学学学

学学学位位位申申申请请请人人人: 肖肖肖志志志华华华

指指指导导导教教教师师师: 蒋蒋蒋耀耀耀林林林教教教授授授

摘　要

许多物理系统或现象都可以用数学模型来描述. 随着现代科学技术的快速发展, 许

多工程应用领域中, 如大规模集成电路模拟, 微机电系统, 控制系统等, 描述物理现象的

数学模型的规模变得极其庞大, 使得对这些系统的直接仿真模拟变得十分困难. 为此,

有效地降低系统的规模以缩减模拟计算时间和降低系统分析的难度显得十分必要. 模

型降阶就是在某种情况下将一个较大复杂系统转化为一个近似的较小系统, 从而降低

大型复杂系统的理论分析难度, 减少数据存储量和运算量, 加速系统的模拟计算.

模型降阶方法是一类处理大规模复杂系统的高效数值模拟方法. 为此, 本论文主要

研究了几类大型动力系统的基于 Arnoldi和正交多项式的模型降阶方法, 具体的研究内

容及所取得的成果包括以下几个方面.

(一) 对于分数阶线性时不变系统, 提出了两种基于 Arnoldi算法的模型降阶方法:

单点 Arnoldi模型降阶方法和多点 Arnoldi模型降阶方法. 该类方法都是基于 Arnoldi

过程, 具有高效及稳定等特点. 同时, 多点 Arnoldi模型降阶方法还克服了 Padé逼近仅

局部收敛的缺点, 具有较好的全局近似效果.

(二) 对于二阶线性系统, 提出了基于正交多项式的保结构模型降阶方法. 该方法的

基本思想是: 在正交多项式的基底下, 直接对二阶系统的状态变量进行展开, 然后计算

系统状态变量的多项式展开系数, 最后构造变换矩阵求得降阶系统. 通过该方法得到的

降阶系统不仅能够保持原始系统一定数量的多项式展开系数, 而且能够保持原始系统

的二阶结构.

(三) 对于二阶时滞系统, 提出了基于多阶 Arnoldi算法的模型降阶方法. 该类方法

首先将系统传递函数中, 由时滞产生的非线性指数项分别用 Taylor级数和 Laguerre正

交多项式进行近似. 然后根据近似的传递函数构造相应的高阶 Krylov子空间, 并利用

多阶 Arnoldi算法, 求得变换投影矩阵, 从而得到降阶模型. 该降阶模型能够保持原始

系统一定数量的近似矩, 也能够保持原始系统的二阶结构.

(四) 对于多输入多输出双线性系统, 我们将正交多项式与多阶 Arnoldi算法相结

合, 提出了一种新的模型降阶方法. 该方法首先将双线性系统的状态变量在正交多项式

基底下展开, 由系统状态方程得到展开系数的递推式. 然后, 应用多阶 Arnoldi算法求

得展开系数所张成空间的一组标准正交基, 构造出投影变换矩阵, 从而得到降阶模型.

本研究得到国家自然科学基金 (11071192, 11371287)和国际科技合作项目 (2010DFA14700)资助.
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该降阶模型保持了原始系统一定数量的展开系数, 保证了一定的降阶精度. 另外, 多阶

Arnoldi算法使得降阶过程稳定而高效.

(五) 对本论文提出的几种基于正交多项式和 Arnoldi算法的模型降阶方法, 我们分

析了它们的计算复杂度, 并讨论了它们在计算效率上的优势.

最后, 我们对所有的工作进行了总结, 并提出了值得继续研究的课题.

关关关 键键键 词词词: 模型降阶; Arnoldi算法; 正交多项式; Krylov子空间; 多阶 Arnoldi算法

论论论文文文类类类型型型: 应用基础
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ABSTRACT

A major class of physical systems and phenomena can be described by mathematical

models. With the rapid development of modern science and technology, modeling of

complex phenomena often leads to dynamical systems with high dimension in many sci-

ences and engineering fields, such as very large-scale integration (VLSI) systems, micro-

electromechanical systems, control systems, and so on. These models are usually difficult

to analyze and simulate directly. Therefore, it is necessary to simplify these models to

reduce the requirements during simulation and the difficulty of theory analysis. Model

order reduction (MOR) can be used to find a low-order model that approximates the

behavior of the original high-order model, and facilitates both the theory analysis and

the computationally efficient analysis of the system.

Model order reduction methods are a class of efficient numerical methods to handle

large-scale complex systems. Thus, this dissertation focuses on MOR methods based on

Arnoldi algorithm and orthogonal polynomials for several classes of large-scale dynamical

systems. The main works and contributions of this dissertation are described as follows.

(I) For fractional order linear time-invariant systems, we present two Arnoldi-based

model order reduction methods. One is based on the Arnoldi algorithm, and the other

is based on the multi-point Arnoldi algorithm. These two methods are computationally

efficient and stable. Furthermore, the multi-point Arnoldi MOR method overcomes the

local convergence of the Padé approximation and performs a better global approxima-

tion.

(II) For second-order systems, we present a structure-preserving MOR method based

on orthogonal polynomials in the time domain. The main idea of the method is first

to expand the state variables in the space spanned by orthogonal polynomials directly,

This dissertation was supported by the National Natural Science Foundation of China (No.
11071192 and No. 11371287) and the International Science and Technology (S&T) Cooperation Program
of China (No. 2010DFA14700).
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then calculate the expansion coefficients by a recurrence formula. Finally, a structure-

preserving reduced model is obtained by a projection transformation. The resulting

reduced model not only matches the first expansion coefficient terms, but also preserves

the second-order structure of the original system.

(III) For second-order time-delay systems, we present a new MOR methods based on

multi-order Arnoldi algorithm. The method is first to apply the Taylor series or Laguerre

series expansion to approximate the nonlinear exponential terms in the transfer function,

then generate the corresponding high-order Krylov subspace and derive an orthonarmal

projection matrix by the multi-order Arnoldi algorithm based on the subspace. Finally,

a reduced model is obtained by a projection transformation. The resulting reduced

model not only matches the first approximate moments or expansion coefficients, but

also preserves the second-order structure of the original system.

(IV) For multi-input multi-output (MIMO) bilinear systems, we present a new MOR

method based on orthogonal polynomials and multi-order Arnoldi algorithm. This ap-

proach expands the state variables in the space spanned by orthogonal polynomials,

then the expansion coefficients are calculated by a recurrence formula. Finally, a re-

duced model is obtained by a projection transformation, which is constructed by the

multi-order Arnoldi algorithm. The resulting reduced model can achieve high approxi-

mate accuracy as it matches the first finite expansion coefficients of the original system.

In addition, the MOR procedure is stable and efficient.

(V) We analysis the computational complexity of the several MOR methods proposed

in this dissertation, and discuss their advantages on the computational efficiency.

At the end of this dissertation, we summarize our work and put forward some problems

deserving further investigation.

KEY WORDS: Model order reduction; Arnoldi algorithm; Orthogonal polynomials; Krylov

subspace; Multi-order Arnoldi algorithm

TYPE OF DISSERTATION: Application Fundamentals
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1 绪论

1 绪论

1.1 研究背景及现状

许多物理系统或现象都可以用数学模型来描述. 特别地, 动力系统可以通过微分方

程 (或在离散情况下用差分方程)来描述. 随着现代科学技术的快速发展, 现代数学工

具可以建立能精确描述物理系统的模型. 然而, 这种高精度的描述通常会伴随着高的复

杂性, 如方程及变量的数量非常庞大. 理论上, 这种复杂性不成问题, 但在实践中, 有限

的计算能力, 存储的限制和有限精度的算法等都可能对理论结果带来比较显著的扰动,

甚至有些计算是不可行的, 或者即使是可行的, 也需要很长的时间周期, 使其不可接受.

例如, 随着现代集成电路技术的快速发展, 电路的集成度越来越高使得互连电路规模相

当庞大. 如果直接对该大规模的系统进行模拟计算, 在现有计算资源下, 很难在合理的

时间内得到模拟结果. 为此, 有效降低电路系统的规模以缩减模拟计算时间和降低系统

分析的难度显得十分必要. 为解决这类问题, 模型降阶应运而生
[1–5]

. 模型降阶是一种有

效的降低动力系统复杂性的技术, 并且模型降阶算法已被成功地应用于许多工程应用

领域和其他学科的分支中, 如大规模集成电路模拟、自动化控制和机械工程等
[6–14]

.

模型降阶这一思想到现在已有 40多年的历史. 简而言之, 模型降阶就是在某种情

况下将一个较大复杂系统转化为一个近似的较小系统的过程, 以便减少数据存储量和

运算量, 降低大型复杂系统的理论分析难度, 加速系统的模拟计算. 理想情况下, 由模型

降阶方法得到的降阶模型应满足以下三个基本条件:

(1) 精度: 得到的降阶系统应非常接近原始系统, 即相对误差保证非常小. 理想的模

型降阶技术应确保降阶系统能准确地描述原始系统的动力特性 (如输入输出关系);

(2) 保持原始系统的重要属性: 对于许多类型的问题, 降阶模型应该能保持原始系

统的主要物理属性, 如稳定性, 无源性和结构性等;

(3) 计算的效率及其稳定性: 任何加速大规模系统数值模拟的降阶技术应该是计算

高效的和数值稳定的.

模型降阶技术的价值应该是计算高效, 结果精确, 并保持原始系统的重要特性.

在过去的 40多年, 线性系统和非线性系统的模型降阶已经被广泛地研究, 现在仍

然是一个研究的热点, 备受关注.

• 线性系统的模型降阶方法
线性系统是最常见也是最简单的动力系统模型

[5, 15–17]
. 目前, 有多种线性系统的

模型降阶方法, 这些方法通常可以分为两类: 一类是基于矩匹配 (moment-matching)

技术的模型降阶方法, 其中包括基于显式矩匹配的渐近波形估计 (AWE, asymptotic

waveform evaluation)方法和基于投影的隐式矩匹配方法. 另一类为平衡截断模型降阶

1
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方法, 该方法是基于控制理论中的可控 Gram和可观 Gram矩阵.

(一) 基于矩匹配的模型降阶方法

(1) 渐近波形估计方法 (AWE)

渐近波形估计算法在文献
[18]
中首次提出, 其基于显式矩匹配, 利用 Padé逼近得到

降阶系统的传递函数, 该传递函数匹配原始系统传递函数一定数量的矩 (函数在某一组

基底下的展开系数)
[5]

. 该方法通过显式计算出原始系统传递函数部分的矩, 从而求得

Padé有理逼近函数. 其主要的缺点是: 不能保证全局的逼近精度, 仅在展开点及其附近

的领域内能够有效地近似原始系统, 并且当需要匹配高阶矩时, 容易产生病态的方程组,

数值不稳定. 为此, Pillage等人
[7]
提出了通过移动频率点以及在 s = ∞点处进行矩匹

配等方法来克服这一问题. 同时, Chiprout和 Nakhla
[19]
也给出了一种多点矩匹配的方

法, 大大地提高了近似系统的逼近精度.

(2) 基于投影的模型降阶方法

AWE方法试图通过显式矩匹配的方法找到原始系统传递函数的直接近似. 然而,

该方法很容易产生数值病态的方程组, 使得数值不稳定. 解决这一数值问题的更为有效

的方法是应用基于投影的模型降阶方法. 这类方法基于隐式矩匹配技术, 而不需要显式

计算原始系统的矩
[20–22]

. 该类方法的基本思想是将原始系统的状态变量 x(t) ∈ Rn 投

影到正交矩阵 V ∈ Rn×r 的列向量张成的子空间, 以减少状态变量的数量, 其中 r ¿ n,

n为原始系统的维数. 基于 Krylov子空间的模型降阶方法
[23]
是一类比较常用的投影

方法. 该类方法首先构造出适当的低维 Krylov子空间, 然后应用经典的 Arnoldi算法
[24]
和 Lanczos算法

[25]
计算给定 Krylov子空间的一组标准正交基向量, 最后通过投影变

换得到降阶系统. 该降阶系统可以匹配原始系统一定数量的矩, 即这类方法使得降阶系

统的传递函数在指定的频率区域内能很好的近似原始系统的传递函数. 之所以称为隐

式矩匹配方法, 是因为该类方法不需要计算出原始系统的矩就可以得到满足矩匹配条

件的降阶系统.

Krylov子空间类模型降阶方法数值比较稳定, 算法实现简单且计算量比较小, 获

得许多工程应用人员的青睐, 应用相当广泛. 其中, 比较经典的是基于 Arnoldi 算法
[26, 27]

和 Lanczos算法
[20, 28]

的 Krylov子空间类模型降阶方法. 对于一般的线性系统, 上

述两类 Krylov 子空间模型降阶方法不能保持原始系统的稳定性和无源性. 但对于

结构比较特殊的系统, 通过对传统的 Krylov子空间类模型降阶方法进行改进, 便可

以得到保持原始系统某些性质的模型降阶方法. 如保系统无源性的 PRIMA (Passive

reduced-order interconnect macromodeling algorithm)方法
[29]

, 保系统结构的 SPRIM

(Structure-preserving reduced-order interconnect macromodeling)方法
[30]
等. 特别值得

一提的是, 针对二阶系统, Bai和 Su
[31]
构造了一类保结构的 Krylov子空间模型降阶方

法: 二阶 Arnoldi算法 SOAR (Second-order Arnoldi algorithm). 该算法在定义的二阶

Krylov子空间的基础上, 直接构造出投影变换矩阵, 得到保结构的降阶模型, 有效地避

2
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免了对二阶系统的线性化过程及所带来的更高的计算消耗. 该类模型降阶方法得到了

广泛的应用和推广
[32–36]

.

此外, 本征正交分解 (POD, Proper orthogonal decomposition)模型降阶方法也是

一类重要的投影方法. POD也称为 Karhunen-Loeve分解
[37]
或主成分分析

[38]
(PCA,

Principal component analysis), 它是一种分析多维数据的技术. 该方法的基本过程是,

首先通过数值模拟或是数据采样等方式获得系统状态的数据集, 然后根据数据集构造

一个标准正交投影矩阵, 最后利用正交矩阵通过投影变换得到降阶系统. 其降阶精度完

全依赖于数据集本身, 与数据选取的方式无关. 基于 POD的模型降阶方法由于过程简

单且其与系统本身结构无关, 使其在线性系统和非线性系统的模型降阶以及其他领域

中都有应用
[10, 39–44]

.

(二) 平衡截断模型降阶方法

线性系统的另一类模型降阶方法是以控制理论为基础的平衡截断方法. Moore
[45]

在 1981年首先提出了平衡截断模型降阶的基本思想. 该方法基于奇异值分解 (SVD,

Singular value decomposition), 将系统中不易控制且不易观测的状态变量直接截去, 以

实现系统模型的降阶. 平衡截断方法的基础是系统的可控 Gram矩阵和可观 Gram矩

阵. 这两个矩阵都是正定矩阵, 并且可以通过求解两个 Lyapunov方程得到. 平衡截断

方法的一个突出优点是可计算出降阶模型与原始模型之间的误差关系, 这是其他模型

降阶方法无法媲美的. 其另外一个优点就是降阶系统能保持原始系统的稳定性. 然而,

平衡截断方法的主要缺点是计算量比较大. 求解 Lyapunov方程的复杂度为 O(n3) , 其

中 n是原始系统状态变量的维数. 因此, 平衡截断方法的瓶颈是求解大型 Lyapunov方

程的计算复杂度. 为此, 许多学者构造了求解大型 Lyapunov方程的迭代方法
[46–51]

. 基

于此, 使得平衡截断方法能适用于较大规模系统的模型降阶.

除了上述模型降阶方法外, 基于正交多项式, 如 Chebyshev多项式
[52, 53]

, Laguerre

多项式
[54–56]

和一般正交多项式
[57, 58]

的模型降阶方法也受到了广泛的关注. 这类算法

的核心思想是: 首先, 将系统的未知变量在以正交多项式为基底的空间中进行展开, 然

后, 由系统的状态方程求得状态变量的多项式展开系数, 最后, 通过该展开系数构造标

准列正交矩阵对原始系统进行降阶. 由此得到的降阶系统一般都能够匹配原始系统的

输出函数在正交多项式张成的空间中一定数量的展开系数. 该类模型降阶方法已被成

功地应用于线性系统、非线性系统和一些特殊系统的模型降阶中
[59–61]

.

需要说明的是, 现有的关于线性系统的模型降阶方法并不严格限定于上述的分类.

目前, 关于线性系统还有许多其他类型的模型降阶技术. 其中有些技术结合了不同降阶

方法的优点, 得到了比较好的降阶效果, 例如插值型模型降阶方法
[62–64]

, 最优化模型降

阶方法
[65–67]
等.

• 非线性系统的模型降阶
非线性模型降阶是处理用非线性微分方程描述的大型非线性动力系统的近似问题,

3
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以达到减少模拟大型系统的计算消耗的目的. 相对于线性系统而言, 非线性系统由于其

自身结构的复杂性, 其模型降阶方法发展缓慢的多. 无论是基于矩匹配的模型降阶方法

还是平衡截断方法都很难直接应用于非线性系统, 这使得非线性系统的模型降阶方法

变得较为复杂, 更具有挑战性. 近些年, 非线性系统的模型降阶受到了越来越多的关注,

出现了一些较为成熟的模型降阶方法. 其中, 最常用的有两类: 一类是基于 Taylor级数

的非线性模型降阶方法, 其中又包括线性化方法, 二次化方法和双线性化方法等. 另一

类是分段化模型降阶方法.

(一) 基于 Taylor级数的非线性模型降阶方法

考虑如下形式的非线性系统:




dx(t)

dt
= F (x(t)) + Bu(t),

y(t) = Lx(t),

(1-1)

其中 x(t) ∈ Rn 为系统状态变量, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rp 分别为系统的输入变量和输出

变量, B ∈ Rn×m, L ∈ Rp×n, F (x) : Rn 7→ Rn为关于变量 x的非线性向量函数, 且满足

F (0) = 0 .

一类可行的非线性模型降阶方法是基于将非线性系统中的非线性函数 F (x)进行

Taylor级数展开
[68]

.

F (x) = G1x + G2x⊗ x + G3x⊗ x⊗ x + · · · , (1-2)

其中, ⊗表示 Kronecker积, G1 = ∂F
∂x

∣∣
x=0

∈ Rn×n 是 F (x)在 x = 0处的 Jacobi矩阵,

G2 = ∂2F
∂x2

∣∣
x=0

∈ Rn×n2
是 F (x)在 x = 0处的 Hesse张量, G3 ∈ Rn×n3

是 F (x)关于 x在

x = 0处的三阶导数.

(1) 线性化方法

线性化方法是最早的也是最简单的非线性系统模型降阶方法
[68–70]

. 该方法的思想

是在状态空间中的某一点对系统进行线性化. 为此, 假设非线性函数是足够光滑的, 以

便其可以展开成 Taylor级数. 取上述 Taylor级数展开式 (1-2)中的线性部分来近似函

数 F (x) , 则非线性系统 (1-1)可以近似为如下线性系统





dx

dt
= G1x + Bu(t),

y(t) = Lx,

(1-3)

然后, 就可以用线性系统的模型降阶方法对上述系统进行降阶, 从而达到对原始非线性

系统降阶的目的.

(2) 二次化方法

二次化方法是对线性化方法的一种改进, 在截断模型中还包括了非线性系统状态

变量近似中的二阶项, 即截断 Taylor级数展开式 (1-2)中的前两项来近似函数 F (x) , 并

4
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将其代入 (1-1) , 得到原始系统的一个近似系统, 然后对该近似系统进行降阶. 因此, 二

次化方法比传统的线性化方法更精确. 关于非线性系统的二次化模型降阶方法可参看

文献
[68, 71]

及其相关参考文献.

(3) 双线性化方法

与上述二次化方法类似, 该方法应用 Taylor展开式 (1-2)的前两项来近似非线性函

数. 不同的是, 该方法通过整理将近似系统转化为双线性系统, 然后再对其进行降阶.

截断 Taylor级数展开式 (1-2)中的前两项, 并将其代入 (1-1) , 可以得到




dx

dt
= G1x + G2x⊗ x + Bu(t),

y(t) = Lx.

(1-4)

对上述系统作变量代换, 就可以得到如下的双线性系统




dx⊗

dt
= A⊗x⊗ + N⊗x⊗u(t) + B⊗u(t),

y(t) = L⊗Tx⊗,

(1-5)

其中

x⊗ =

[
x

x⊗ x

]
, B⊗ =

[
B

0

]
, L⊗ =

[
L

0

]
,

A⊗ =

[
G1 G2

0 G1 ⊗ I + I ⊗G2

]
, N⊗ =

[
0 0

B ⊗ I + I ⊗B 0

]
.

由此得到的双线性系统的规模比原始非线性系统要大得多. 最后将非线性系统 (1-1)的

模型降阶问题转化为双线性系统 (1-5)的模型降阶问题. 这样, 就可以应用基于 Volterra

级数表示及多阶矩展开的 Krylov子空间类模型降阶方法或其它双线性系统的模型降阶

方法
[72–78]

, 例如基于奇异值分解的模型降阶方法
[79, 80]

, H2 优化模型降阶方法
[81–83]

, 基

于 Laguerre正交多项式的模型降阶方法
[60]
等, 达到对非线性系统降阶的效果.

(二) 分段化模型降阶方法

非线性系统的基于 Taylor级数的模型降阶方法的主要缺点是, 这些方法通常是将

非线性函数在单个状态处进行展开, 因此得到的降阶模型仅在展开点局部是精确的, 而

在远离展开点处误差比较大, 使得他们仅适用于弱非线性系统. 为此, White等人提出

了一类分段线性化 (TPWL, Trajectory piecewise-linear)模型降阶方法
[84]

, 该方法得到

了广泛的关注. 这类方法的核心思想是在所给定的轨迹上选取多个状态展开点, 得到多

个近似系统, 然后分别对这些近似系统进行降阶, 最后将这些降阶系统进行整合, 得到

原始非线性系统的降阶模型, 以达到更好的整体近似效果. 关于非线性系统的分段化模

型降阶方法, 具体的可参看文献
[84–86]
等.

最后, 我们简单介绍一下两类特殊系统 (分数阶系统和时滞系统)的模型降阶研究

现状.
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分数阶微积分已有 300多年的历史. 三个世纪以来, 分数阶导数的理论发展主要表

现在纯数学领域. 然而, 近几十年来的研究表明, 分数阶微积分对于描述科学和工程领

域中各种复杂系统的动力行为更加合适, 在工程和物理领域有着广泛的应用
[87–94]

. 与

整数阶微积分相比, 分数阶微积分更加适合刻画各种带有记忆和遗传性质的材料和物

理工程
[91, 92, 95]

. 原因在于, 整数阶微积分是局部算子, 而分数阶微积分算子是非局部的.

近些年来, 分数阶微积分已经成为一个比较热门的研究课题. 关于分数阶系统的模型降

阶, 2009年, Tavakoli-Kakhki和 Haeri
[96]
讨论了两类分数阶线性系统的模型降阶方法,

一类为局部降阶方法, 包括: Padé逼近, 修正的 Padé逼近, 部分实现以及有理插值等方

法, 另一类为全局降阶方法, 包括: 直接截断降阶方法和奇异摄动等方法. 相比于整数

阶系统, 关于分数阶系统的模型降阶方法研究还比较少见, 部分研究可参见文献
[96–100]

.

在许多工程应用中, 为了能够精确地描述控制系统, 往往需要引入延迟元件. 例如,

在物理, 工业和电路系统中, 由于有限的信息处理能力, 系统的各个部分间的数据传输

和一些相应模型的必要的简化, 都会发生时间延迟的现象
[101]

. 这些延迟现象的存在使

得系统的理论分析变得非常复杂. 在过去的几十年, 研究人员十分关注对时滞系统的研

究, 并取得了一定的成果, 详见文献
[102]
及其相关参考文献. 时滞系统的模型降阶方法

发展相对缓慢. 近十年, 研究人员开始关注时滞系统的模型降阶方法研究, 提出了一些

方法. 例如, 基于 H∞, L2 控制器的模型降阶方法
[103–105]

, 基于 Hankel范数的模型降阶

方法
[106, 107]

, 基于插值和有理近似的模型降阶方法
[108–110]

, 基于矩匹配的模型降阶方法
[101, 111, 112]

以及最近提出的基于主极点算法 (DPA, Dominant pole algorithm)的模型降

阶方法
[113]
等. 2011年, Michiels 等人

[114]
首先将时滞系统表示为与之等价的无穷维线

性系统, 然后用 Krylov子空间模型降阶方法对其进行降阶, 得到一个不含时滞的降阶

系统, 从而达到降阶的目的. 在文献
[115, 116]

中, 作者先将对应于时滞的指数项作 Taylor

级数近似展开, 然后引入新的状态变量, 得到一个增广系统, 最后运用 Krylov子空间技

术进行降阶, 得到矩匹配的降阶系统. 该方法可以在某些特定的条件下保持 RLC网络

的无源性
[116]

. 随后, 2011年, Ferranti
[117]
等人基于这种技术, 针对带时滞的部分元等效

电路 (PEEC, Partial Element Equivalent Circuit)模型, 提出了一种自适应的多点展开

算法以及多点的模型降阶方法. 这类方法的主要缺点是: 辅助的状态变量增加了计算系

统矩的计算量. 2012年, Rasekh和 Dounavis
[118]
提出的一种多阶 Arnoldi算法有效地

解决了这个问题. 该方法的优点是: 不需要引入辅助状态变量就能隐式计算原始系统的

矩, 并且得到的降阶系统保持了原始系统的结构.

1.2 基本模型降阶方法

本节我们简单介绍线性时不变系统和非线性系统的基本模型降阶方法. 对于线性

时不变系统, 主要介绍两类最基本的模型降阶方法: Krylov子空间类模型降阶方法和平

衡截断模型降阶方法. 非线性系统的模型降阶方法发展较为缓慢, 这里我们只对其模型

6
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降阶的基本过程作简单介绍.

首先, 介绍线性时不变系统的基于 Krylov子空间的模型降阶方法. 考虑如下线性

时不变系统 



dx(t)

dt
= Ax(t) + Bu(t),

y(t) = CTx(t),

(1-6)

其中 x(t) ∈ Rn 为系统状态变量, u(t) ∈ Rm 为输入变量, y(t) ∈ Rp 为系统的输出变量,

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rn×p. 假设系统 (1-6)的初始条件为 x(0) = 0. 对系统两边

作 Laplace变换可以得到关系式

Y (s) = CTX(s) = CT(sI − A)−1BU(s),

其中 X(s), U(s) 和 Y (s) 分别为 x(t), u(t) 和 y(t) 经 Laplace 变换后的函数. 定义

H(s) = CT(sI − A)−1B 为系统 (1-6)的传递函数. 将 H(s)进行如下 Taylor级数展开

H(s) =
∞∑
i=0

Mis
i,

其中Mi = −CTA−iB称为传递函数 H(s)在 s = 0处的第 i阶矩.

基于 Krylov子空间的基本降阶过程是首先构造 Krylov子空间

Kr(A
−1, A−1B) = span{A−1B, A−2B, · · · , A−rB}.

然后, 将块 Arnoldi 算法作用于该 Krylov 子空间, 就可以得到一个标准列正交矩阵

V ∈ Rn×l , 其中 l = mr , 且 l ¿ n. 最后, 由矩阵 V 构造系统 (1-6)的降阶系统为




dx̃(t)

dt
= Ãx̃(t) + B̃u(t),

ỹ(t) = C̃Tx̃(t),

(1-7)

其中 Ã = V TAV , B̃ = V TB, C̃ = V TC, x̃(t) = V Tx(t) ∈ Rl 为降阶系统的状态变量.

类似地, 降阶系统 (1-7)的传递函数为 H̃(s) = C̃T(sI − Ã)−1B̃. 由上述 Krylov子空间

方法所得到的降阶系统的传递函数 H̃(s)能够保持原始系统传递函数 H(s)的前 r阶矩,

因此其在指定的频率域内能很好地逼近原始系统.

接下来介绍另一类重要的模型降阶方法: 平衡截断方法. 不同于上述基于 Krylov

子空间的模型降阶方法, 该方法需要首先对原始系统 (1-6)作平衡变换, 计算出原始系

统的平衡系统. 系统 (1-6)的可控 Gram矩阵 P 和可观 Gram矩阵 Q分别定义为

P =

∫ ∞

0

eAtBBTeATtdt, Q =

∫ ∞

0

eATtCCTeAtdt.

它们可由求解如下两个 Lyapunov方程得到

AP + PAT + BBT = 0, ATQ + QA + CCT = 0.

7
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算算算法法法 1.1 平平平衡衡衡变变变换换换矩矩矩阵阵阵 T的的的 Cholesky分分分解解解算算算法法法

1: 对系统的可控Gram矩阵 P 和可观Gram矩阵Q分别作 Cholesky分解: P = LcL
T
c ,

Q = LoL
T
o , 其中 Lc和 Lo是下三角矩阵;

2: 对矩阵 LT
c Lo 作 SVD分解: LT

c Lo = UΣV T, 其中 U 和 V 是正交矩阵, Σ是对角矩

阵;

3: 令 T = LcUΣ− 1
2 , 则 T 为系统的平衡变换矩阵.

然后, 利用 Gram矩阵 P和 Q构造系统 (1-6)的平衡变换矩阵 T ∈ Rn×n. 算法 1.1
[5]
是

一种简单常用的平衡变换矩阵的构造方法.

进而, 由平衡变换矩阵 T , 作变换 x(t) = T x̂(t), 便可得到系统 (1-6)的平衡系统





dx̂(t)

dt
= Âx̂(t) + B̂u(t),

ŷ(t) = ĈTx̂(t),

(1-8)

其中 Â = T−1AT , B̂ = T−1B, Ĉ = T−1C. 接下来, 对平衡系统 (1-8)的状态变量 x̂(t)

及其系数矩阵 Â, B̂, Ĉ 进行如下相应的分块

x̂(t) =

[
x̂1(t)

x̂2(t)

]
, Â =

[
Â11 Â12

Â21 Â22

]
, B̂ =

[
B̂1

B̂2

]
, Ĉ =

[
Ĉ1

Ĉ2

]
.

最后, 对平衡系统 (1-8)进行截断, 就可以得到原始系统 (1-6)的形如 (1-7)的降阶系统,

此时, 系统 (1-7)的状态变量和系数矩阵分别为

x̃(t) = x̂1(t), Ã = Â11, B̃ = B̂1, C̃ = Ĉ1.

以平衡截断方法为基础的一类模型降阶方法可以很容易地得到降阶系统与原始系统之

间的误差关系, 这是基于 Krylov子空间的模型降阶方法很难做到的. 平衡截断模型降

阶方法的优点是能够保持原始系统的可控性, 可观性和稳定性等, 其主要缺点是在降阶

过程中需要求解两个 Lyapunov方程, 计算量比较大.

前面介绍了线性时不变系统的两种最基本和最重要的模型降阶方法. 最后, 我们简

单介绍一般非线性系统模型降阶的基本过程. 考虑如下非线性系统




dx(t)

dt
= f(x(t), u(t)),

y(t) = h(x(t), u(t)),

(1-9)

其中 x(t) ∈ Rn为系统状态变量, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rp分别为系统的输入变量和输出变

量, f(x(t), u(t)) ∈ Rn 和 h(x(t), u(t)) ∈ Rp 都是关于变量 x(t)和 u(t)的非线性向量函

数. 假设已知标准列正交矩阵 V ∈ Rn×r, 其中 r ¿ n. 那么, 对系统的状态变量作近似
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变换 x(t) ≈ V x̃(t), 其中 x̃(t) ∈ Rr, 并在其状态方程左右两边同时左乘矩阵 V T, 就可以

得到系统 (1-9)的降阶系统 



dx̃(t)

dt
= f̃(x̃(t), u(t)),

ỹ(t) = h̃(x̃(t), u(t)),

(1-10)

其中 f̃(x̃(t), u(t)) = V Tf(V x̃(t), u(t)) ∈ Rr, h̃(x̃(t), u(t)) = h(V x̃(t), u(t)) ∈ Rp, x̃(t) ∈
Rr 是降阶系统的状态变量, ỹ(t) ∈ Rp是降阶系统的输出变量.

对于非线性系统, 一般在降阶前都需要对系统的非线性项进行处理. 对非线性系统

(1-9)的非线性函数作线性化处理, 然后利用线性系统的模型降阶方法进行降阶是一类

有效的非线性系统模型降阶方法. 在此基础上的二次化与 Krylov子空间相结合的模型

降阶方法也比较有效. 目前比较常用的非线性系统模型降阶方法是分段线性化技术与

Krylov子空间相结合的方法. 总的来说, 非线性系统由于自身的复杂性, 尤其是其不具

有类似线性系统的传递函数, 其模型降阶理论还有待进一步的探究.

1.3 本文的主要工作及创新

由前面的论述知道, 线性系统的模型降阶方法经过不断的发展已经比较成熟. 而现

阶段, 非线性系统由于其自身结构复杂, 其降阶理论发展较为缓慢, 理想的降阶方法还

比较缺乏, 有许多工作还需要进一步地探究. 本论文在已有模型降阶方法的基础上, 探

讨了几类大型动力系统的基于 Arnoldi和正交多项式的模型降阶方法. 首先针对分数阶

线性时不变系统, 我们给出了基于 Arnoldi和多点 Arnoldi算法的模型降阶方法. 然后

讨论了二阶线性系统的正交多项式模型降阶, 给出了两种基于正交多项式的模型降阶

方法. 另外, 针对带时滞的二阶线性系统, 我们还给出了两种基于多阶 Arnoldi算法的

模型降阶方法. 最后, 将正交多项式模型降阶方法推广到双线性系统, 给出了基于正交

多项式和多阶 Arnoldi算法的模型降阶方法. 对上述几种模型降阶方法, 我们还详细分

析了降阶系统的近似误差及其一些重要性质, 如系数匹配, 稳定性和保结构性等.

具体地, 本论文的研究方法, 研究成果以及创新性主要体现在以下几个方面.

(1) 对分数阶线性时不变系统, 我们讨论了基于 Arnoldi算法的模型降阶方法, 并提

出两种模型降阶方法: 单点 Arnoldi模型降阶方法和多点 Arnoldi模型降阶方法. 该类

方法都是基于 Arnoldi过程, 具有高效和稳定等特点. 同时, 多点 Arnoldi模型降阶方法

还克服了 Padé逼近局部收敛的缺点, 具有较好的全局近似效果. 针对该类模型降阶方

法, 我们详细分析了降阶后系统的近似误差及其一些特殊性质, 如矩匹配, 稳定性, 可控

性和可观性等. 最后, 通过数值模拟验证了该类算法的有效性.

(2) 对二阶线性系统, 我们提出了基于正交多项式的保结构模型降阶方法. 对二阶

系统的处理, 通常是先将其转化为等价的一阶形式, 然后应用模型降阶方法来降阶, 但

该类方法的一个主要缺点是降阶后的系统是一阶的, 一般而言很难转化为原始的二阶
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形式. 为此, 我们采用了直接对二阶系统进行降阶的思想, 在正交多项式的基底下, 计算

出系统状态变量的多项式展开系数, 然后构造变换矩阵求得降阶系统. 通过该方法得到

的降阶系统不仅能够保持原始系统一定数量的多项式展开系数, 而且还能够保持原始

系统的二阶结构. 此外, 我们还对降阶系统的误差及其稳定性进行了详细的分析. 最后,

大量的比较数值模拟验证了该保结构模型降阶方法的准确性和高效性.

(3) 对二阶时滞系统, 我们提出了基于多阶 Arnoldi算法的模型降阶方法. 由于时

滞项的存在, 使得时滞系统的模型降阶问题变得复杂. 为此, 我们首先将系统传递函数

中, 由时滞产生的非线性指数项分别用 Taylor级数和 Laguerre多项式进行近似. 然后

根据近似的传递函数构造相应的高阶 Krylov子空间, 并利用多阶 Arnoldi算法, 求得变

换投影矩阵, 最后通过投影变换得到降阶模型. 该降阶模型能够保持原始系统一定数量

的近似矩, 也能够保持原始系统的二阶结构. 数值模拟验证了各方法的有效性.

(4) 我们将多阶 Arnoldi算法与正交多项式相结合, 提出了一种对多输入多输出双

线性系统的模型降阶方法. 该方法首先将双线性系统的状态变量在正交多项式基底下

进行展开, 由系统状态方程得到展开系数的递推式. 然后, 应用多阶 Arnoldi算法求得

展开系数所张成空间的一组标准正交基, 构造出投影变换矩阵, 最后通过投影变换得到

降阶模型. 该降阶模型保持了原始系统一定数量的展开系数, 保证了一定的降阶精度.

另外, 多阶 Arnoldi算法使得降阶过程稳定而高效. 接着, 我们还详细讨论了降阶系统

的近似误差, 给出了误差估计式, 同时, 还给出了降阶系统系数矩阵保持原始系统稳定

性的一些条件. 最后, 通过数值试验验证了该算法的有效性.

(5) 对本论文提出的模型降阶方法, 我们分析了基于正交多项式和 Arnoldi算法的

计算复杂度, 讨论了该类方法在计算效率上的优势. 同时, 我们在数值试验中将其与已

有的一些模型降阶方法进行比较, 进一步验证了本论文所提出模型降阶方法的有效性.

本论文的具体内容安排如下. 第 2章基于 Arnoldi算法研究了分数阶线性系统的模

型降阶方法, 分析了降阶系统的近似误差及其稳定性等性质, 并用数值算例验证了算法

的有效性. 第 3章讨论了二阶系统的正交多项式模型降阶方法, 提出了一种保结构的模

型降阶算法, 并详细分析了该算法的性能, 包括稳定性及近似误差等. 第 4章和第 5章

我们将 Arnoldi算法和正交多项式相结合, 分别讨论了二阶时滞系统和多输入多输出双

线性系统的模型降阶方法, 提出了这两类系统的基于 Arnoldi和正交多项式的模型降阶

算法, 并对算法的性能做了详细讨论. 第 6章总结全文并提出值得进一步研究的问题.

10
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2 分数阶线性系统的 Arnoldi模型降阶方法

2009年, Tavakoli-Kakhki和 Haeri
[96]
讨论了分数阶线性系统的两类模型降阶方法,

一类为局部降阶方法, 包括: Padé逼近, 修正的 Padé逼近, 部分实现以及有理插值等

方法, 另一类为全局降阶方法, 包括: 直接截断降阶方法和奇异摄动等方法. 然而, 所有

这些局部模型降阶方法都需要显式计算原始系统传递函数的展开系数, 即系统的矩, 这

使得这类方法数值不稳定, 因为随着匹配阶数的增多, 系统的矩迅速收敛到某个固定

值, 线性方程组的系数矩阵会呈现病态. 在本章中, 为了避免这类问题, 我们应用基于

Arnoldi的模型降阶方法
[23, 26]

对分数阶线性时不变系统进行降阶, 并详细讨论了降阶

后系统的误差及其稳定性, 可控性和可观性等问题. 同时, 由于 Padé逼近仅在展开点及

其附近的领域内能够有效地模拟原始系统对输入的响应, 而在远离展开点的区间, 传递

函数的近似误差变得很大, 为此, 我们应用多点 Arnoldi模型降阶方法
[119]
选择多个展

开点来改善降阶系统的全局近似效果.

2.1 引言

函数 f(t)关于变量 t的 α阶积分定义为

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ,

其中 Γ表示 Euler Gamma函数

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt, <(z) > 0.

分数阶导数有多种定义
[87]

. 其中比较常见的有三种分数阶导数的定义: Grünwald-

Letnikov分数阶导数, Riemann-Liouville分数阶导数和 Caputo分数阶导数. 当导数的

阶数取为整数时, 这三种分数阶导数就是通常意义下的导数.

众所周知, 函数 f(t)的m阶导数的定义为

f (m)(t) =
dmf(t)

dtm
= lim

h→0

1

hm

m∑
r=0

(−1)r

(
m

r

)
f(t− rh), (2-1)

其中 h > 0为步长, 且
(

m

r

)
=

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− r + 1)

r!
.

Grünwald和 Letnikov将定义 (2-1)中的整数m换为实数 α, 有:

f (α)(t) = lim
h→0

h−α

[(t−a)/h]∑
r=0

(−1)r

(
α

r

)
f(t− rh),

11
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其中 a为区间的左端点, 且

(
α

r

)
=

α(α− 1)(α− 2) · · · (α− r + 1)

r!
.

这样, 对任意的 α > 0, Grünwald-Letnikov分数阶导数的定义为

f (α)(t) = lim
h→0

h−α

[(t−a)/h]∑
r=0

(−1)r

(
α

r

)
f(t− rh),

记为 (GL
a Dα

t f)(t), 即

(GL
a Dα

t f)(t) = lim
h→0

h−α

[(t−a)/h]∑
r=0

(−1)r

(
α

r

)
f(t− rh). (2-2)

如果函数 f(t)在区间 [a, b]上有m阶连续导数, 则定义 (2-2)还可以写为
[87]

:

(GL
a Dα

t f)(t) = lim
h→0

h−α

[(t−a)/h]∑
r=0

(−1)r

(
α

r

)
f(t− rh)

=
m−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)−α+j

Γ(−α + j + 1)
+

1

Γ(m− α)

∫ t

a

(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ, (2-3)

其中m− 1 < α < m, m ∈ N.

由于上述定义的 Grünwald-Letnikov分数阶导数在实际应用中很不方便, Riemann

和 Liouville给出了分数阶导数的另外一种定义. 他们假设函数 f(t)具有 m + 1阶连续

导数, 则表达式 (2-3)还可以进一步写为
[87]

:

(GL
a Dα

t f)(t) =
m−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)−α+j

Γ(−α + j + 1)
+

1

Γ(m− α)

∫ t

a

(t− τ)m−α−1f (m)(τ)dτ

=
1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

a

(t− τ)m−α−1f(τ)dτ. (2-4)

表达式 (2-4)即为 Riemann-Liouville分数阶导数的定义, 记为

(RL
a Dα

t f)(t) =
1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

0

(t− τ)m−α−1f(τ)dτ,

其中m−1 < α < m, m ∈ N. 当函数 f(t)具有m+1阶连续导数时,成立 (GL
a Dα

t f)(t) =

(RL
a Dα

t f)(t). Riemann-Liouville分数阶导数对分数阶微积分理论的发展起着重要作用.

Riemann-Liouville分数阶导数的 Laplace变换为:

L {(RL
a Dα

t f)(t)} = sαL {f(t)} −
m−1∑

k=0

sk(RL
a Dα−k−1

t f)(a+), m− 1 < α < m.

12
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从上式可以看出,由于其在变换过程中需要函数 f(t)在 t = a时刻的分数阶导数值,

而在描述一些特殊的物理模型时通常只知道函数 f(t)形如 f(a), f ′(a), · · · , f (m−1)(a)

的导数值, 从而, 使得利用 Riemann-Liouville分数阶导数给解决某些问题, 如控制问题

时带来不便. 为此, 我们介绍另外一种分数阶导数: Caputo分数阶导数. 其定义为

(C
a Dα

t f)(t) =
1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1fm(τ)dτ,

其中m− 1 < α < m, m ∈ N.

在本章中的后面部分, 若无特殊说明, 所出现的分数阶导数均为 Caputo分数阶导

数. 为描述的方便记为:

dαf(t)

dtα
=





1

Γ(m− α)

∫ t

0

f (m)(τ)

(t− τ)α+1−m
dτ, m− 1 < α < m,

dmf(t)

dtm
, α = m,

其中m− 1 < α ≤ m, m ∈ N, 不失一般性, 这里取积分下限为 0. 上述形式的 Caputo分

数阶导数的 Laplace变换形式为

L {dαf(t)

dtα
} = sαL {f(t)} −

m−1∑

k=0

sα−1−kf (k)(0), m− 1 < α ≤ m.

显 然, 在 上 述 变 换 式 中, 只 需 要 函 数 f(t) 在 左 端 点 0 处 形 如

f(0), f ′(0), · · · , f (m−1)(0) 的导数值. 因此, Caputo 分数阶导数在控制等领域有广

泛的应用.

一般地, 分数阶线性时不变系统描述为如下的状态空间形式
[91, 96, 98, 99, 120–122]

:




dαx(t)

dtα
= Ax(t) + Bu(t),

y(t) = CTx(t),

(2-5)

其中 x(t) ∈ Rn 为状态变量, u(t) ∈ Rm 为输入变量, y(t) ∈ Rp 为系统的输出变量,

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rn×p, n为系统维数, α为分数阶.

在本章中, 我们讨论具有状态空间描述 (2-5)的分数阶系统的模型降阶方法, 并假

设系数矩阵 A为可逆的. 在零初始条件下, 系统 (2-5)有如下的传递函数:

H(s) = CT(sαI − A)−1B,

其中 I 为单位矩阵.

注 2.1 需要指出的是, 描述 (2-5)不是严格意义上的状态空间描述
[91, 123]

. 因为在标

准的状态空间模型中, 已知系统方程, 系统在 t时刻的状态以及系统输入函数, 就足以

13
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计算出系统的未来行为. 而在分数阶模型中, 由于分数阶导数具有从定义下限 (为简单

起见, 我们假设该下限为 0)到时刻 t的“记忆性”, 使得向量 x(t)在 t时刻的值不足以预

测系统的将来行为. 但是, 为了描述的方便, 我们仍然将描述 (2-5)称为状态空间描述,

向量 x(t)为系统的状态.

关于分数阶线性系统 (2-5)的稳定性, 我们有如下的定理. 当分数阶导数为 Caputo

导数, 且 0 < α ≤ 1时, Matignon在文献
[121, 124]

中首先用代数的方法给出了稳定性结

果, 并进一步指出: 分数阶线性系统 (2-5)的可控性和可观性与经典的整数阶线性系统

有类似的结论
[122]

.

定理 2.1
[121]
如果线性系统 (A, B, C)是最小实现的, 则分数阶系统 (2-5)是有界

输入有界输出 (BIBO)稳定的, 当且仅当

| arg(spec(A))| > α
π

2
,

其中 spec(A)表示矩阵 A的特征值, arg(λ) ∈ (−π, π].

注 2.2 Sabatier和 Farges在文献
[125]
中, 重新证明了上述定理, 并指出: 上述定理

与分数阶导数定义的类型无关, 且当 α ∈ (1, 2)时, 定理依然成立.

定理 2.2
[124]
以传递函数 H(s) = R(sα)描述的分数阶系统, 其中 <(s) > a ≥ 0,

0 < α < 1为分数阶, R = P/Q为有理函数, 且 P 和 Q为两互质多项式, 则该系统是有

界输入有界输出 (BIBO)稳定的, 当且仅当对于任意的 i成立

| arg(λi)| > α
π

2
,

其中 λi为多项式 P (sα)的第 i个根, arg(λ) ∈ (−π, π].

定理 2.3
[122]
分数阶线性系统 (2-5)是可控的充分必要条件为

rank{[B AB A2B · · · An−1B]} = n.

定理 2.4
[122]
分数阶线性系统 (2-5)是可观的充分必要条件为

rank








CT

CTA
...

CTAn−1








= n.

14
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2.2 分数阶系统的模型降阶

为方便描述, 我们考虑如下单输入单输出 (SISO)系统:




E
dαx(t)

dtα
= x(t) + bu(t),

y(t) = cTx(t),

(2-6)

其中E ∈ Rn×n为可逆矩阵, b ∈ Rn, c ∈ Rn, x(t) ∈ Rn为状态变量, u(t) ∈ R和 y(t) ∈ R
分别为系统的输入变量和输出变量. 在零初始条件下, 系统 (2-6)的传递函数为

H(s) = cT(sαE − I)−1b, (2-7)

其中 I 为单位矩阵.

模型降阶的目的是构造如下降阶系统




Eq
dαxq(t)

dtα
= xq(t) + bqu(t),

y(t) = cT
q xq(t),

(2-8)

其中 Eq ∈ Rq×q, bq, cq, xq(t) ∈ Rq (q ¿ n). 期望降阶系统 (2-8)在保持原始系统 (2-6)

主要的动力行为 (如输入输出响应)的同时, 能够大大地降低整个模拟过程的复杂度.

2.2.1 Padé 逼近降阶方法

Padé有理逼近是对一般复变函数进行逼近的最基本手段之一. 基于 Padé有理逼近

的模型降阶方法的主要思想是, 采用有理函数作为逼近工具, 来匹配原始系统传递函数

在频率域展开点 s = 0处的 Taylor级数展开系数 (称为矩), 即进行矩匹配.

定义新的变量 z = sα, 则系统 (2-6)的传递函数 H(s) = cT(sαE − I)−1b可写为

H̃(z) = cT(zE − I)−1b.

从而函数 H̃(z)在展开点 z = 0的幂级数形式为

H̃(z) = cT(zE − I)−1b =
∞∑

k=0

mkz
k, (2-9)

其中mk = −cTEkb, k = 0, 1, · · · . 等价地, 我们有

H(s) = cT(sαE − I)−1b =
∞∑

k=0

mks
kα. (2-10)

此时, 假设上述传递函数 k阶的 Padé有理逼近有如下形式:

Hk(s) =
Pk−1(s

α)

Qk(sα)
=

bk−1s
(k−1)α + · · ·+ b1s

α + b0

akskα + ak−1s(k−1)α + · · ·+ a1sα + 1
, k < n. (2-11)
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令上述 Padé逼近式匹配原始系统传递函数幂级数展开式 (2-10)的前 2k + 1项, 就可以

得到

(m0 + m1s
α + · · ·+ mks

kα + · · ·+ m2ks
2kα)Qk(s

α) = Pk−1(s
α) +O(s2kα)Qk(s

α). (2-12)

由式 (2-11)和 (2-12), 我们有

(m0 + m1s
α + · · ·+ mks

kα + · · ·+ m2ks
2kα)(aks

kα + ak−1s
(k−1)α + · · ·+ a1s

α + 1)

= bk−1s
(k−1)α + · · ·+ b1s

α + b0 +O(s2kα)(aks
kα + ak−1s

(k−1)α + · · ·+ a1s
α + 1).

即有

m0(aks
kα + ak−1s

(k−1)α + · · ·+ a1s
α + 1)

+ m1s
α(aks

kα + ak−1s
(k−1)α + · · ·+ a1s

α + 1) + · · ·
+ mks

kα(aks
kα + ak−1s

(k−1)α + · · ·+ a1s
α + 1) + · · ·

+ m2ks
2kα(aks

kα + ak−1s
(k−1)α + · · ·+ a1s

α + 1)

= bk−1s
(k−1)α + · · ·+ b1s

α + b0 +O(s2kα)(aks
kα + ak−1s

(k−1)α + · · ·+ a1s
α + 1).

比较上式两边各次幂 siα (i = 0, 1, . . . , 2k − 1)的系数, 就可以得到方程组




m0 m1 · · · mk−1

m1 m2 · · · mk

...
...

...

mk−1 mk · · · m2k−2







ak

ak−1

...

a1




= −




mk

mk−1

...

m2k−1




, (2-13)

和

b0 = m0,

b1 = m0a1 + m1,

...

bk−1 = m0ak−1 + m1ak−2 + · · ·+ mk−2a1 + mk−1.

(2-14)

求解上述方程组, 就可以得到原始系统传递函数 H(s)的 Padé逼近式 Hk(s)中分子和

分母的各项系数. 上述过程就是 Padé逼近的模型降阶过程.

2.2.2 Arnoldi模型降阶方法

Padé逼近的一个优点, 就是可以通过选取降阶系统传递函数的系数来匹配原始系

统尽可能多的矩. 但是, 这类方法也有两个主要的缺点: 一是求解 Padé逼近式中的系数

时的数值不稳定性. 由于此过程需要显式计算出原始系统传递函数的矩, 而随着所需矩

的匹配阶数的提高, 系统的矩迅速地收敛到某个固定的值, 使得求解 Padé系数的线性

16
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方程组系数矩阵呈现病态. 二是, 由于 Padé逼近的自身缺陷, 可能会使得对原本稳定的

原始系统降阶后所得到的降阶系统不是稳定的, 即降阶系统不能保持原始系统的稳定

性. 为了克服这些问题, 我们给出分数阶系统的 Arnoldi模型降阶方法. 由于这种降阶

方法是基于 Arnoldi过程
[26]

, 因此能够很好的避免数值不稳定性, 同时在一定条件下,

该模型降阶方法还能使得降阶系统保持原始系统的稳定性.

Arnoldi过程是构造 Krylov子空间 Kn(E, b) = span{b, Eb, E2b, · · · , En−1b}的一组
标准正交基底. 其基本过程见算法 2.1. 在 r步之后, Arnoldi算法得到一个标准列正交

算算算法法法 2.1 Arnoldi算算算法法法

1: 输入: E ∈ Rn×n, b ∈ Rn;

2: 初始化: v1 = b/ ‖ b ‖2;

3: for j = 1, 2, · · · , r do

4: wj = Avj;

5: for i = 1, 2, · · · , j do

6: hij = vT
i wj;

7: wj = wj − hijvi;

8: end for

9: hj+1,j =‖ wj ‖2;

10: vj+1 = wj/hj+1,j;

11: end for

12: 输出: Vr = [v1, v2, · · · , vr].

矩阵 Vr ∈ Rn×r 和一个 r × r的上 Hessenberg矩阵 Er, 它们满足如下关系:

EVr = VrEr + hr+1,rvr+1e
T
r , (2-15)

其中 er 为空间 Rr 中的第 r个单位向量.

性质 2.1 对任意的 k < r, 有

Ekb = ‖b‖2E
kVre1 = ‖b‖2VrE

k
r e1. (2-16)

证明 当 k = 0时, 显然有 b = ‖b‖2Vre1. 下面用归纳法证明当 k = 1, 2, · · · , r − 1时

等式成立.

当 k = 1时,在等式 (2-15)两边右乘 e1,由 eT
r e1 = 0,我们可以得到EVre1 = VrEre1.

这样, 就有 Eb = ‖b‖2EVre1 = ‖b‖2VrEre1.
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假设当 k = j (1 ≤ j ≤ r − 2)时等式成立, 即 Ejb = ‖b‖2E
jVre1 = ‖b‖2VrE

j
re1. 则

当 k = j + 1时, 我们有

Ej+1b = ‖b‖2E
j+1Vre1

= ‖b‖2EVrE
j
re1

= ‖b‖2(VrEr + hr+1,rvr+1e
T
r )Ej

re1

= ‖b‖2VrE
j+1
r e1 + ‖b‖2hr+1,rvr+1e

T
r Ej

re1.

由于 Er 为上 Hessenberg 矩阵, 可知 eT
r Ej

re1 = 0, 这样就有 Ej+1b = ‖b‖2E
j+1Vre1 =

‖b‖2VrE
j+1
r e1. 证毕.

有了由 Arnoldi算法计算出的标准列正交矩阵 Vr, 作投影变换 x(t) ≈ Vrx̃(t), 就可

以得到降阶系统 



Er
dαx̃(t)

dtα
= x̃(t) + b̃u(t),

y(t) = c̃Tx̃(t),

(2-17)

及其相应的传递函数:

Hr(s) = c̃T(sαEr − I)−1b̃, (2-18)

其中 Er = V T
r EVr, b̃ = V T

r b, c̃T = cTVr. 这样, 降阶系统传递函数的幂级数展开形式为

Hr(s) = c̃T(sαEr − I)−1b̃ =
∞∑

k=0

m̃ks
αk, (2-19)

其中 m̃k = −cTVrE
k
r V T

r b, 并且成立

m̃k = −cTVrE
k
r V T

r b = −‖b‖2c
TVrE

k
r V T

r

b

‖b‖2

= −‖b‖2c
TVrE

k
r e1 = −cTEkb = mk,

其中 k = 0, 1, · · · , r − 1. 从而可知, 由 Arnoldi模型降阶方法得到的降阶系统 (2-17)可

以保持原始系统传递函数的前 r个幂级数展开系数.

为了衡量降阶算法的性能, 需要考察降阶系统与原始系统之间的近似误差. 下面,

我们利用上 Hessenberg矩阵的性质, 给出 Arnoldi 模型降阶算法的误差估计式.

假设上 Hessenberg矩阵 Er = (hi,j) ∈ Rr×r 的元素 hi+1,i 6= 0, 那么, 对任意 λ ∈ C,

成立

det







h21 h22 − λ · · · h2,r−1

h32
. . .

...
. . . hr−1,r−1 − λ

hr,r−1







= h21h32 · · ·hr,r−1 6= 0. (2-20)

18



2 分数阶线性系统的 Arnoldi模型降阶方法

从而, 存在一组不全为零的系数 [x1, x2, · · · , xr−1]
T 6= 0, 使得




h21 h22 − λ h23 · · · h2,r−1

h32
. . . . . .

...
. . . . . . hr−2,r−1

. . . hr−1,r−1 − λ

hr,r−1







x1

...

...

xr−2

xr−1




+




h2r

...

...

hr−1,r

hrr − λ




= 0. (2-21)

由于

Er − λI =




h11 − λ h12 · · · · · · · · · h1,r

h21 h22 − λ h23 · · · · · · h2,r

0 h32 h33 − λ
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . hr−1,r

0 · · · · · · 0 hr,r−1 hr,r − λ




.

如果将 Er − λI 的第 1列乘以 x1加到第 r列, 第 2列乘以 x2加到第 r列, · · · , 第 r − 1

列乘以 xr−1加到第 r列, 再结合式 (2-21), 可以得到

det(Er − λI) = det







h11 − λ h12 · · · · · · · · · f(λ)

h21 h22 − λ h23 · · · · · · 0

0 h32 h33 − λ
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · 0 hr,r−1 0







,

即成立

det(Er − λI) = (−1)r+1f(λ)h21h32 · · ·hr,r−1,

其中 f(λ) = (h11 − λ)x1 + h12x2 + · · ·+ h1,r−1xr−1, x1, x2, · · · , xr−1由式 (2-20)给出, 这

样, 就可以得到

det(Er − s−αI) = (−1)r+1f(s−α)h21h32 · · ·hr,r−1.

因此, 我们有

eT
r (Er − s−αI)−1e1 =

(−1)r+1 det(M)

det(Er − s−αI)
=

1

f(s−α)
,

其中M ∈ C(r−1)×(r−1)为矩阵 Er − s−αI 除去第 1行和第 r列所得到的矩阵, det(M) =

h21h32 · · ·hr,r−1.
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最后, 我们就可以得到

|H(s)−Hr(s)| =
∣∣∣‖b‖2c

T(I − sαE)−1hr+1,rvr+1e
T
r (Er − s−αI)−1e1

∣∣∣

=
∣∣∣‖b‖2c

T(I − sαE)−1hr+1,rvr+1
1

f(s−α)

∣∣∣

≤ ‖b‖2‖c‖2‖(I − sαE)−1‖2

∣∣∣ hr+1,r

f(s−α)

∣∣∣, (2-22)

其中 H(s)和 Hr(s)分别为原始系统 (2-6)和降阶系统 (2-17)的传递函数. 进一步, 如果

|sα| < ‖E‖−1
2 , 则有 ‖(I − sαE)−1‖2 ≤ 1/(1− |sα|‖E‖2). 经简单运算就有

|H(s)−Hr(s)| ≤ ‖b‖2‖c‖2

1− |sα|‖E‖2

| hr+1,r

f(s−α)
|.

关于降阶系统 (2-17)的稳定性, 可控性和可观性, 我们有如下的定理.

定理 2.5 如果 E ∈ Rn×n为负定矩阵, 那么由 Arnoldi 算法所得到的上 Hessenberg

矩阵 Er 是负定的, 从而降阶系统 (2-17)是稳定的.

证明 设 x ∈ Rr \ {0}. 注意到 E 为负定矩阵, 且 Vr ∈ Rn×r 为列满秩矩阵, 则有

Vrx 6= 0和

xTErx = xTV T
r EVrx = (Vrx)TE(Vrx) < 0.

即矩阵 Er 是负定的. 从而有

| arg(spec(E−1
r ))| = π.

因此, 由定理 2.1可知降阶系统 (2-17)是稳定的. 证毕.

定理 2.6 若原始系统 (2-6)是可控的和可观的, 则由 Arnoldi模型降阶算法所得到

的降阶系统 (2-17)也是可控的和可观的.

证明 首先, 我们证明降阶系统 (2-17)的可控性. 由定理 2.3可知, 原始系统 (2-6)是

可控的等价于

rank{[b Eb E2b · · · En−1b]} = n,

由此可以得到

rank{[b Eb E2b · · · Er−1b]} = r.

将式 (2-16)及 V T
r b = ‖b‖2e1代入上式, 我们就有

rank{[b Eb E2b · · · Er−1b]}
= rank{[VrV

T
r b VrErV

T
r b VrE

2
rV

T
r b · · · VrE

r−1
r V T

r b]}
= rank{Vr[V

T
r b ErV

T
r b E2

rV
T
r b · · · Er−1

r V T
r b]}
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2 分数阶线性系统的 Arnoldi模型降阶方法

= r.

进一步, 由矩阵乘积秩的不等式

rank{(AB)} ≤ min{rank{A}, rank{B}},

其中 A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p, 以及 rank{Vr} = r, 我们可以得到

rank{[V T
r b ErV

T
r b E2

rV
T
r b · · · Er−1

r V T
r b]} = r,

即有

rank{[b̃ Erb̃ E2
r b̃ · · · Er−1

r b̃]} = r, (2-23)

其中 b̃ = V T
r b. 因此, 由定理 2.3可知降阶系统 (2-17)是可控的. 同理, 我们可以证明降

阶系统 (2-17)也是可观的. 证毕.

2.2.3 多点 Arnoldi模型降阶方法

上一小节的 Arnoldi模型降阶方法通过构造适当的投影变换矩阵 Vr, 使得降阶系统

的传递函数匹配原始系统的传递函数在展开点 s = 0处一定数量的展开系数, 从而达到

近似原始系统的目的. 熟知, 这种单点的模型降阶方法, 仅在展开点 s = 0及其附近的

邻域内能够有效地模拟原始系统对输入的响应. 但随着离展开点距离的扩大, 传递函数

的近似误差就变得很大. 当取 s = 0时, 降阶系统能够在一定程度上反映原始系统在低

频域的响应行为. 因此, 我们希望选择更多个展开点来改善降阶系统的全局计算效果,

多点 Arnoldi模型降阶方法正是这种期望的直接实现.

考虑如下单输入单输出分数阶线性时不变系统




E
dαx(t)

dtα
= Ax(t) + bu(t),

y(t) = cTx(t),

(2-24)

其中 E ∈ Rn×n, A ∈ Rn×n 均为可逆矩阵, b ∈ Rn, c ∈ Rn. 不妨假设初始条件为零, 对

系统 (2-24)做 Laplace变换, 得到 X(s) = (sαE − A)−1bU(s), 其传递函数为

H(s) = cT(sαE − A)−1b.

给定插值点集合 S = {s1, s2, . . . , sp} 及其相应的展开系数匹配阶数集合 N =

{n1, n2, · · · , np}, 即在展开点 sα = si ∈ S 处匹配前 ni 个展开系数. 假设 si 不是矩

阵束 (E, A)的广义特征值,即 siE−A为可逆矩阵. 则传递函数H(s)在各展开点 si ∈ S

处的幂级数为

H(s) =
∞∑

j=0

mj(si)(s
α − si)

j =
∞∑

j=0

cTX(j)(si)(s
α − si)

j, (2-25)
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其中 X(j)(si) = (−(siE − A)−1E)j(siE − A)−1b, mj(si) = cTX(j).

多点 Arnoldi算法等价于在各展开点 si 处执行单点 Arnoldi算法 ni 步, 即在点 s1

处执行 n1 步迭代, 点 s2 处执行 n2 步迭代, · · · . 在每一点 si 处, Arnoldi算法就会得到

ni个正交向量. 令 r = n1 + n2 + · · · + np, 则 Vr = [v1 v2 · · · vr]为如下 Krylov子空间

所生成的列正交矩阵

Kr = span{X(0)(s1), · · · , X(n1−1)(s1), · · · , X(0)(sp), · · · , X(np−1)(sp)}.

算法 2.2为多点 Arnoldi过程的具体步骤.

算算算法法法 2.2 多多多点点点 Arnoldi算算算法法法

1: 输入: E, A, b, S, N ;

2: 输出: Vr;

3: r0 = (s1E − A)−1b, n0 = 0;

4: for i = 1, 2, · · · , p do

5: for j = 1, 2, · · · , ni do

6: k = ni−1 + j;

7: hk,k−1 =‖ rk−1 ‖2;

8: vk = rk−1

hk,k−1
;

9: if j == ni & i < p then

10: rk = (si+1E − A)−1b;

11: else

12: rk = (siE − A)−1Evk;

13: end if

14: hk = V T
k rk;

15: rk = rk − V T
k hk;

16: end for

17: end for

18: 输出: Vr = [v1, v2, · · · , vr], 其中 r =
p∑

i=1

ni.

现在, 基于变换矩阵 Vr ∈ Rn×r(r ¿ n), 就可以得到原始系统 (2-24)的降阶系统为




Ẽ
dαx̃(t)

dtα
= Ãx̃(t) + b̃u(t),

y(t) = c̃Tx̃(t),

(2-26)
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其中 x̃(t) ∈ Rr, Ẽ = V T
r EVr, Ã = V T

r AVr, b̃ = V T
r b, c̃T = cTVr. 降阶系统 (2-26) 的维数

为 r = n1 + n2 + · · ·+ np. 且其传递函数为

H̃(s) = c̃T(sαẼ − Ã)−1b̃.

降阶系统 (2-26) 的传递函数 H̃(s) 在各展开点 sα = si ∈ S 的幂级数为

H̃(s) =
∞∑

j=0

m̃j(si)(s
α − si)

j =
∞∑

j=0

c̃TX̃(j)(si)(s
α − si)

j, (2-27)

其中X̃(j)(si) = (−(siẼ − Ã)−1Ẽ)j(siẼ − Ã)−1b̃, m̃j(si) = c̃TX̃(j)(si).

关于原始系统 (2-24) 和降阶系统 (2-26)的传递函数在各个展开点处的幂级数展开

系数mj(si) 和 m̃j(si), 我们有如下结论.

定理 2.7 若 m̃j(si) 和mj(si) 分别为式 (2-27) 的传递函数 H̃(s) 和式 (2-25)中的传

递函数 H(s), 则对于任意 i = 1, 2, · · · , p, j = 0, 1, · · · , ni − 1, 成立关系式

VrX̃
(j)(si) = X(j)(si), m̃j(si) = mj(si).

证明 首先, 注意到

X(j)(si) = (−(siE − A)−1E)j(siE − A)−1b,

和

X̃(j)(si) = (−(siẼ − Ã)−1Ẽ)j(siẼ − Ã)−1b̃,

其中 Ẽ = V T
r EVr, Ã = V T

r AVr, b̃ = V T
r b. 对于任意的 i = 1, 2, · · · , p, j = 0, 1, · · · , ni−1,

成立

X(j)(si) = VrV
T
r X(j)(si).

接着, 对 j 用归纳法证明等式 VrX̃
(j)(si) = X(j)(si)成立.

首先, 当 j = 0 时, 成立

X(0)(si) = (siE − A)−1b, X̃(0)(si) = (siẼ − Ã)−1b̃.

因此, 可以得到

b̃ = V T
r b = V T

r (siE − A)X(0)(si)

= V T
r (siE − A)VrV

T
r X(0)(si)

= (siẼ − Ã)V T
r X(0)(si).

进一步, 由上式就可以推得

VrX̃
(0)(si) = Vr(siẼ − Ã)−1b̃ = VrV

T
r X(0)(si) = X(0)(si).
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即当 j = 0时, 成立 VrX̃
(j)(si) = X(j)(si).

其次, 假设当 j = k (0 ≤ k ≤ ni − 2)时, 等式 VrX̃
(k)(si) = X(k)(si)成立, 即有

X̃(k)(si) = V T
r X(k)(si). 下面证明当 j = k + 1时, 等式 VrX̃

(k+1)(si) = X(k+1)(si)也成

立. 因为

(siẼ − Ã)X̃(k+1)(si) = (siẼ − Ã)(−(siẼ − Ã)−1Ẽ)X̃(k)(si)

= −V T
r E(VrV

T
r X(k)(si))

= −V T
r EX(k)(si)

= V T
r (siE − A)X(k+1)(si)

= V T
r (siE − A)VrV

T
r X(k+1)(si)

= (siẼ − Ã)V T
r X(k+1)(si),

所以有 X̃(k+1)(si) = V T
r X(k+1)(si). 进一步, 就可以推得 VrX̃

(k+1)(si) = X(k+1)(si).

由以上归纳过程可知, 式 VrX̃
(j)(si) = X(j)(si) (j = 0, 1, · · · , ni − 1)成立. 进而, 就

有

m̃j(si) = c̃TX̃(j)(si) = cTVrX̃
(j)(si) = cTX(j)(si) = mj(si).

综上所述, 定理结论成立. 证毕.

为了更好地在频率域上对原始系统进行近似, 多点匹配方法需要选择不同的展开

点. 为此, 我们可以借助复频率域跳跃 CFH (complex frequency hopping)算法
[19]
来选

取展开点. 其主要工作集中在如何搜索选取展开点, 以及如何使展开点个数最小化等.

CFH 算法基于系数匹配和 Padé逼近方法搜索展开点, 算法 2.3给出了其具体的步骤.

CFH算法中运用了二分的思想, 这种方法在低频率区间内可以很好地选取展开

点. 但是当其处理高频率区间时, 这种直接对频率域区间使用二分法, 可能使得选取的

高频率展开点相对较多, 而低频率展开点比较少, 即使得选取的展开点分布不均. 为

此, 我们可以对原来二分法进行修正. 一般地, 频率域都是以 10的指数级选取的, 首先,

我们对最高频率点 smax = iωmax 中的 ωmax 取对数, 有 ω̃max = lg ωmax. 然后, 在区间

[0, ω̃max/2] 上再利用基于二分法的算法 2.3选取展开点. 此时, 选取的展开点在高频率

域和低频率域分布的比较均匀.

有了所需展开点的集合 S = {s1, s2, . . . , sp}, 还需要给出在各个展开点处的匹
配阶数 N = {n1, n2, · · · , np}. 这里, 我们可以选取一种在各个点处动态分配匹配

阶数的 AORA (adaptive-order rational Arnoldi) 算法
[27]

, 即已知降阶系统阶数 r =

n1 + n2 + · · · + np, 然后动态确定 ni (i = 1, 2, · · · , p). 算法 2.4给出了 AORA算法的具

体过程.

这种算法, 在每个展开点处的匹配阶数是在计算过程中动态产生的, 能够最优的分

配每个展开点所对应的匹配阶数, 具有更高的降阶精度. 此外, 我们还可以采取一种比
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算算算法法法 2.3 CFH 算算算法法法

1: 给定两个正整数 l和 m, 频率域区间 [0, smax] 以及误差判断界 ε, 其中最高频率点

为 smax = iωmax;

2: 在最低频率点 s = 0 处, 利用系数匹配和 Padé 逼近方法, 计算得到原始系统传递函

数 H(s) 的 (l, m) 阶的 Padé 逼近

H̃(0)(s) =
P̃

(0)
l (s)

Q̃
(0)
m (s)

,

其中 P̃
(0)
l (s) 和 Q̃

(0)
m (s) 分别是最高次数为 l 和m 关于 s 的多项式

P̃
(0)
l (s) = a

(0)
0 + a

(0)
1 s + · · ·+ a

(0)
l sl, Q̃(0)

m (s) = b
(0)
0 + b

(0)
1 s + · · ·+ b(0)

m sm.

据此, 计算并存储传递函数 H̃(0)(s) 的极点集合 Pint = {p(0)
1 , p

(0)
2 , · · · , p

(0)
m };

3: 对传递函数 H(s) 在最高频率点 smax = iωmax处进行展开, 计算 H(s)的 (l, m) 阶的

Padé 逼近

H̃(iωmax)(s) =
P̃

(iωmax)
l (s)

Q̃
(iωmax)
m (s)

,

其中 P̃
(iωmax)
l (s) 和 Q̃

(iωmax)
m (s) 分别是最高次数为 l 和m 关于 s 的多项式





P̃
(iωmax)
l (s) = a

(iωmax)
0 + a

(iωmax)
1 s + · · ·+ a

(iωmax)
l sl,

Q̃
(iωmax)
m (s) = b

(iωmax)
0 + b

(iωmax)
1 s + · · ·+ b

(iωmax)
m sm.

计算得到传递函数 H̃(iωmax)(s) 的极点集合 Ppre = {p(iωmax)
1 , p

(iωmax)
2 , · · · , p

(iωmax)
m };

4: 比较极点集合 Pint 和 Ppre. 如果存在正整数 i 和 j, 使得 pi ∈ Pint, pj ∈ Ppre, 并且它

们满足误差条件 | pi − pj |< ε, 那么,就称集合 Pint 和 Ppre 是有共同极点的. 此时,

停止搜索. 否则, 令 Pint = Pint

⋃
Ppre, 执行下一步;

5: 选取最高频率点和最低频率点的中点 smid = (iωmax)/2, 进行类似第 3步的操作.

此时, 集合 Ppre 为传递函数 H(s) 在展开点 smid = (iωmax)/2 所对应的 (l,m) 阶的

Padé 逼近式的极点集合. 类似于第 4步, 比较集合 Pint 和 Ppre;

6: 若搜索没有停止, 则分别在区间 [0, smid] 和 [smid, smax]上执行第 5步操作. 如此二

分下去, 直至搜索停止.

较简单的处理方式, 即在给出了所需展开点的集合 S 后, 平均分配各个展开点处的降阶

阶数. 这种方法节约了计算量, 但是其效果可能没有运用 AORA算法的好. 在实际计算
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中, 我们应该灵活的运用各种方法进行计算.

2.3 数值模拟

为验证 Arnoldi模型降阶算法对分数阶线性系统的有效性, 本节给出两个分数阶

系统的算例. 所有的算法都是在 Matlab (R2013a)中实现. 运行环境为英特尔酷睿双

核(2.66GHz) 处理器, 1.99GB 内存的个人电脑.

算例 2.1 考虑一个如下的分数阶系统
[96]





dαx(t)

dtα
= Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t),

(2-28)

其中

A =




−6 −6 −4.4688 −7.3047 −6.1719 −3.4688

8 0 0 0 0 0

0 8 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 1 0




,

B = [2 0 0 0 0 0]T , C = [0.5 0.5625 0.2422 0.2266 0.1172 0.0313], α = 0.8.

该系统的传递函数为

H(s) =
s4 + 9s3.2 + 31s2.4 + 58.01s1.6 + 60.01s0.8 + 16.03

s4.8 + 6s4 + 48s3.2 + 286s2.4 + 935s1.6 + 1580s0.8 + 888
.

令 σ = s0.8, 则函数H(σ)的极点分别为 λ1 = −3, λ2 = −1, λ3,4 = 1± 6i, λ5,6 = −2± 2i.

显然,它们满足 | arg(λ1,2)| = π, | arg(λ3,4)| = 1.4056, | arg(λ5,6)| = 2.3562, απ
2

= 0.8 · π
2

=

1.2566. 因此, 由定理 2.2 可知, 原始系统 (2-28) 是稳定的.

由 Padé 逼近模型降阶方法, 匹配原始系统传递函数的前 8个展开系数 m0 到 m7,

可以得到 4阶的降阶系统, 降阶系统的传递函数为

H̃(s) =
−0.02673s2.4 + 0.01558s1.6 − 0.03539s0.8 − 0.01805

0.004097s3.2 − 0.07416s2.4 − 0.1342s1.6 − 1.052s0.8 − 1
. (2-29)

类似地, 函数 H̃(σ) (σ = s0.8)的极点为 λ1 = 20.3594 > 0, λ2,3 = −0.6268 ± 3.3992i,

λ4 = −1.0035. 显然, 降阶系统 (2-28) 不是稳定的.

在 Arnoldi 模型降阶方法中, 取降阶的阶数 r = 4, 可得到 4 阶的降阶系统, 其传递

函数为

H̃(s) =
0.6459s2.4 + 1.209s1.6 + 1.25s0.8 + 0.3339

s3.2 + 5.958s2.4 + 19.48s1.6 + 32.92s0.8 + 18.5
. (2-30)
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函数 H̃(σ) (σ = s0.8) 的极点为 λ1,2 = −1.3926± 2.5521i, λ3 = −2.1596, λ4 = −1.0135.

进一步,有 | arg(λ1,2)| = 2.0703, | arg(λ3,4)| = π. 因此, 由定理 2.2可知, 降阶系统 (2-30)

是稳定的.

最后, 在多点 Arnoldi模型降阶算法中, 选取插值点集 S = {0, 10}及其相应的系数
匹配阶数 N = {2, 2}, 我们也可以得到 4阶的降阶系统, 其传递函数为

H̃(s) =
1.077s2.4 + 1.687s1.6 + 0.7787s0.8 + 0.2113

s3.2 − 0.03086s2.4 + 34.66s1.6 + 20.15s0.8 + 11.71
. (2-31)

此时, 函数 H̃(σ) (σ = s0.8) 的极点为 λ1,2 = 0.3089± 5.8813i, λ3,4 = −0.2935± 0.5015i.

并且有 | arg(λ1,2)| = 1.5138 > απ
2
, | arg(λ3,4)| = 2.1003 > απ

2
, 其中 α = 0.8. 由定理 2.2

可知, 降阶系统 (2-31) 也是稳定的.

由以上分析结果可知, Padé逼近模型降阶方法不能保持原始系统的稳定性. 图 2-1

给出了原始系统及其各个降阶系统的传递函数在频率域上的响应结果. 由图 2-1可以看

出, Padé逼近模型降阶和单点 Arnoldi 模型降阶算法仅在展开点 s = 0处的局部区间有

好的近似效果, 而多点 Arnoldi模型降阶算法在整个测试频率域区间上都有更好的近似

效果. 同时, 在此算例中, Arnoldi 模型降阶算法能够保持原始系统的稳定性.
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图 2-1 算例 2.1的原始系统及其各个降阶系统的频率域响应

算例 2.2 考虑如下一个 106阶的分数阶线性系统




dαx(t)

dtα
= Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t),

(2-32)

27



西安交通大学博士学位论文

其中 α = 0.6, x(t) ∈ R106, u(t) ∈ R, y(t) ∈ R,

A =




A1 0 0 0

0 A2 0 0

0 0 A3 0

0 0 0 A4




, A1 =

[
−1 100

−100 −1

]
, A2 =

[
−1 200

−200 −1

]
,

A3 =

[
−1 400

−400 −1

]
, A4 = diag{−1− 2 · · · − 100},

BT = C = [10 10 · · · 10︸ ︷︷ ︸
6

1 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
100

].

系数矩阵A的特征值为 σ(A) = {−1,−2, · · · ,−100,−1±100i,−1±200i,−1±400i}.
由定理 2.1 可知, 原始系统 (2-32) 是稳定的.

我们利用 Arnoldi 模型降阶方法对此算例进行降阶, 并且选取降阶系统的阶数为

10. 在单点 Arnoldi 算法中, 取 r = 10; 在多点 Arnoldi 算法中, 选取的插值点集合为

S = {0, 100}, 及其相应的系数匹配阶数为 N = {6, 4}. 在图 2-2中, 分别给出了原始系

统及其降阶系统的传递函数在频率域上的响应结果. 图 2-3给出了两个降阶系统系数矩

阵的特征值分布. 由模拟结果可以看出, 单点 Arnoldi 算法得到的 10 阶降阶模型能比较

精确地近似原始系统在低频率域的响应, 而由多点 Arnoldi 算法得到的降阶模型能精确

地近似整个测试频率域上的响应. 同时, 由图 2-3 的特征值分布图和定理 2.1 可以看出,

单点 Arnoldi 算法和多点 Arnoldi 算法得到的降阶模型都是稳定的.

由以上数值模拟结果可以看出, 基于 Padé 逼近的模型降阶方法, 需要显式计算原

始系统传递函数的展开系数, 当匹配系数的阶数增加时, 使得求解 Padé 系数的线性方

程组呈现病态, 导致降阶过程数值不稳定. 并且 Padé 逼近也不能保持原始系统的稳定

性. 而基于 Arnoldi算法的模型降阶方法比 Padé 逼近更为高效, 且降阶系统在一定条

件下可以保持原始系统的稳定性. 从近似精度方面, 多点 Arnoldi模型降阶算法能在整

个频率域区间上更好地近似原始系统的响应.

2.4 本章小结

在本章中, 我们应用在整数阶线性系统中常用的基于 Arnoldi的模型降阶方法对分

数阶线性系统进行降阶, 包括 Arnoldi算法和多点 Arnoldi算法. 这两种方法相对于需

要显式求解原始系统传递函数的矩的 Padé逼近来说, 计算更为高效. 给定每个指定频

率点的系数匹配阶数, 多点 Arnoldi算法可以通过正交投影变换得到降阶模型. 同时,

我们可以应用 AORA算法来动态分配各展开点处的匹配阶数, 提高降阶系统的近似精

度. 数值模拟结果表明基于 Arnoldi算法的降阶模型在近似精度和稳定性方面都比较有

优势. 尽管本章只讨论了 SISO (单输入单输出) 分数阶线性系统, 但是所有降阶过程对

于MIMO (多输入多输出) 系统也是有效地.
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算算算法法法 2.4 AORA算算算法法法

1: 输入: E, A, b, c, S, r;

2: for each si ∈ S do

3: k(0)(si) := (siE − A)−1b, r(0)(si) = k(0)(si), hπ(si) := 1;

4: end for

5: for j = 1, 2, · · · , r do

6: 在展开点集合 S 中选取最大矩误差对应的频率展开点:

7: 对集合 S中的每个点 si, 计算第 j步 AORA迭代的矩误差 | hπ(si)c
Tr(j−1)(si) |,

然后, 比较这 p个误差, 记最大矩误差所对应的频率展开点为 si∗j ;

8: 计算展开点 si∗j 的一个正交向量: hj,j−1(si∗j ) := ‖r(j−1)(si∗j )‖, vj =

r(j−1)(si∗j )/hj,j−1(si∗j ), hπ(si∗j ) := hπ(si∗j )hj,j−1(si∗j );

9: 更新下一次 AORA迭代的残量 r(j)(si):

10: for each si ∈ S do

11: if (si == si∗j ) then

12: k(j)(si∗j ) := −(siE − A)−1Evj;

13: else

14: k(j)(si) := k(j−1)(si);

15: end if

16: r(j)(si) := k(j)(si);

17: for t = 1, 2, · · · , j do

18: ht,j(si) := vH
t rj(si), r(j)(si) := r(j)(si)− ht,j(si)vt;

19: end for

20: end for

21: end for

22: Vr =
[
v1 v2 · · · vr

]

23: 构造实的正交矩阵 Vr:

24: if 集合 S 中的某个频率点 si不是实数 then

25: Vreal := real(Vr), Vimag := imag(Vr), [Vr, R] = qr([Vreal Vimag]);

26: end if

27: 输出: Vr.
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3 二阶系统的正交多项式模型降阶方法

上一章, 我们讨论了分数阶线性系统的基于 Arnoldi算法的模型降阶方法. 在本章

中, 我们讨论二阶系统基于正交多项式的时域模型降阶方法, 并提出一种保结构的模型

降阶方法. 这种方法首先将原始系统的状态变量和输出变量在正交多项式张成的空间

中进行展开, 然后根据状态变量的展开系数构造投影矩阵, 最后, 通过投影变换得到保

结构的降阶模型. 由此生成的降阶系统不仅能保持原始系统的二阶结构, 而且在一定条

件下能保持原始系统的稳定性. 此外, 我们还给出了降阶系统的误差估计式, 并通过数

值算例验证了这种模型降阶方法的有效性.

本章中 A º 0 表示矩阵 A ∈ Rn×n 为非负定, 即, 对于任意的 x ∈ Rn, 都成立

xTAx ≥ 0. A Â 0表示 A为正定矩阵, 即 xTAx > 0对于任意的非零向量 x均成立.

在电路模拟, 结构机械系统, 计算电磁学和微电子机械系统 (MEMS)
[4, 6, 11]

等各种

问题中, 常常会出现许多大规模的二阶系统. 许多的工程领域中, 二阶系统一般有以下

形式: {
Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) = Bu(t),

y(t) = LTx(t),
(3-1)

初始条件为 x(t0) = x0 和 ẋ(t0) = ẋ0. 其中 u(t) ∈ Rp, x(t) ∈ RN , y(t) ∈ Rq, B ∈
RN×p, L ∈ RN×q, M, D, K ∈ RN×N 且M 为可逆矩阵. 在结构动力学中, M, D, K 分

别表示质量矩阵, 阻尼矩阵和刚度矩阵, B, L为输入矩阵和输出矩阵. 同时, 二阶系统

(3-1) 可以写成如下等价的状态空间模型:

{
E ż(t) +Az(t) = Bu(t),

y(t) = Cz(t),
(3-2)

其中, 状态变量为 z(t) =

(
x(t)

ẋ(t)

)
, E =

(
F 0

0 M

)
, A =

(
0 −F

K D

)
, B =

(
0

B

)
,

C =
(
LT 0

)
, F ∈ RN×N 为任意的非奇异矩阵. 一般地, 我们选取 F 为矩阵 K 或单位

矩阵.

对于二阶系统的模型降阶, 一般有两种途径: 一种途径是先将二阶系统 (3-1)转化

为与其等价的状态空间描述 (3-2), 然后对该等价系统 (3-2)进行降阶. 这类方法的主要

缺点是, 降阶后的系统一般不能保持原始系统的二阶结构形式, 忽略了各系数矩阵的物

理意义. 为此, 另一种途径就是构造如下保持原始系统结构的降阶模型:

{
M̃ ¨̃x(t) + D̃ ˙̃x(t) + K̃x̃(t) = B̃u(t),

ỹ(t) = L̃Tx̃(t),

其中 x̃(t) ∈ Rm, M̃ , D̃, K̃ ∈ Rm×m, B̃ ∈ Rm×p, L̃ ∈ Rm×q (m ¿ N).
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3.1 正交多项式

定义在正交多项式空间 L2
ω(t)([a, b]) = span{φ0(t), φ1(t), · · · , φi(t), · · · }中的多项式

系列 {φi(t)} (i = 0, 1, · · · )满足如下正交条件:

〈φi(t), φj(t)〉 ≡
∫ b

a

ω(t)φi(t)φj(t)dx =

{
ξi, i = j,

0, i 6= j,

其中, 〈φi(t), φj(t)〉为空间 L2
ω(t)([a, b])中定义的内积, ξi为非零常数, ω(t)为相应的权函

数, 其在 Lebesgue意义下满足
∫ b

a
ω(t)dt > 0.

对于一般正交多项式, 成立如下的三项递推式:

φi+1(t) = (ait + bi)φi(t) + ciφi−1(t), i = 1, 2, · · ·

其中 φ0(t) = 1, φ1(t) = a0t + b0, ai, bi 和 ci 为相应的与具体正交多项式有关的递推系

数. 此外, 对于一些经典的正交多项式系列, 还成立如下的三项微分递推关系:

φi(t) = αiφ̇i+1(t) + βiφ̇i(t) + γiφ̇i−1(t), i = 1, 2, · · · (3-3)

其中 αi, βi和 γi为递推系数
[126]

. 一些常见正交多项式的微分递推系数见表 3-1.

正交多项式在大型系统的模型降阶中有着广泛的应用
[52, 57, 58]

. 值得注意的是, 在

模型降阶过程中, Chebyshev多项式, Legendre多项式和 Jacobi多项式适合于区间定义

在 [0, 1]上的系统, 而 Hermite多项式和 Laguerre多项式则适合于定义在 [0, +∞)上的

系统. 当对区间定义在 [a′, b′]上的系统进行模型降阶时, 我们可以通过如下变换

t =
a− b

a′ − b′
t′ +

a′b− ab′

a′ − b′

将正交多项式所定义的区间 [a, b]变换到系统所定义的区间上.

表 3-1 一些经典正交多项式的微分递推系数

多项式 αi βi γi

Chebyshev-I 1
2i+2

0 − 1
2i−2

Chebyshev-II 1
2i+2

0 − 1
2i+2

Legendre 1
2i+1

0 − 1
2i+1

Laguerre − 1
i+1

1 0

Hermite − 1
2i+2

0 0

Jacobi (α > −1, β > −1) 2(α+β+i+1)
(α+β+2i+2)(α+β+2i+1)

2(α−β)
(α+β+2i)(α+β+2i+2)

−2(α+i)(β+i)
(α+β+2i)(α+β+i)
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此外, 对给定函数在正交多项式空间中进行展开时, 我们还需要考虑近似过程中的

收敛行为. 由于 Hermite多项式和 Laguerre多项式的零点广泛分布于区间 [0, +∞)和

(−∞, +∞), Chebyshev多项式和 Legendre多项式通常要比 Laguerre多项式和 Hermite

多项式具有较好的收敛效果
[127]

.

接下来, 我们给出关于正交多项式基本性质的两个引理.

引理 3.1
[127]
对于任意多项式 p(t), 如果 deg(p(t)) < deg(φi(t)) (i = 0, 1, · · · ), 其中

deg(p(t))表示多项式 p(t)的最高项的次数, 则有

〈p(t), φi(t)〉 = 0.

引理 3.2 对于正交多项式系列 φi(t) (i = 0, 1, · · · ), 成立如下关系:

span{φ0(t), φ1(t), · · · , φi(t), · · · }
= span{φ̇1(t), φ̇2(t), · · · , φ̇i(t), · · · }
= span{φ̈2(t), φ̈3(t), · · · , φ̈i(t), · · · }.

证明 对第一个等式的证明, 可以参见文献
[57]

. 下面我们证明第二个等式. 这里, 我

们仅需要证明 {φ̈2(t), φ̈3(t), · · · , φ̈i(t), · · · }是线性无关的. 首先, 我们有

deg(φ̈i(t)) = deg(φ̈i−1(t)) + 1, i = 3, 4, · · · .

假设存在 ηi (i = 2, 3, · · · ), 成立

η2φ̈2(t) + η3φ̈3(t) + · · ·+ ηiφ̈i(t) + · · · = 0,

则我们有 η2 = η3 = · · · = ηi = · · · = 0. 即说明 {φ̈2(t), φ̈3(t), · · · , φ̈i(t), · · · }是线性无关
的. 证毕.

3.2 二阶系统的模型降阶

本节我们给出二阶系统的两种基于正交多项式的模型降阶方法: 一种是对其等价

状态空间模型的模型降阶; 另一种是保结构的模型降阶.

3.2.1 等价状态空间的模型降阶

这一小节, 我们给出基于原始二阶系统等价状态空间描述的模型降阶方法, 下面是

具体的降阶过程.

首先, 在正交多项式空间 L2
ω(t)([a, b]) 中, 对等价状态空间模型 (3-2) 的状态变量

z(t)和输入变量 u(t)进行如下近似展开:

z(t) ≈ zm(t) =
m−1∑
i=0

viφi(t), u(t) ≈ um(t) =
m−1∑
i=1

uiφ̇i(t), (3-4)
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其中 vi ∈ R2N , ui ∈ Rp, i = 0, 1, · · · ,m− 1 (u0 = 0)为展开的系数向量. 然后将式 (3-4)

和式 (3-3)代入状态方程 (3-2), 可以得到

E(
m−1∑
i=0

viφ̇i(t)) +Av0φ0(t) +A
m−1∑
i=1

vi(αiφ̇i+1(t) + βiφ̇i(t) + γiφ̇i−1(t)) = B
m−1∑
i=1

uiφ̇i(t).

整理以上表达式, 我们有

m−1∑
i=1

(E+βiA)viφ̇i(t)+Av0φ0(t)+
m∑

i=2

Avi−1αi−1φ̇i(t)+
m−2∑
i=1

Avi+1γi+1φ̇i(t) =
m−1∑
i=1

Buiφ̇i(t).

比较该等式两边 φ̇i(t) (i = 2, 3, · · · ,m− 1)所对应的系数, 可得




G1v1φ̇1(t) +Av0φ0(t) +Av2γ2φ̇1(t) = Bu1φ̇1(t),

Givi +Avi−1αi−1 +Avi+1γi+1 = Bui, i = 2, 3, · · · ,m− 2,

Gm−1vm−1 +Avm−2αm−2 = Bum−1,

(3-5)

其中 Gi = E + βiA, i = 1, 2, · · · ,m− 1. 再由初始条件 z(t0) = z0和式 (3-4), 我们有

m−1∑
i=0

viφi(t0) = z0.

最后, 我们可以得到如下线性方程组:

HV = F , (3-6)

其中 V = [vT
0 , vT

1 , · · · , vT
m−1]

T, F = [zT
0 , (Bu1φ̇1(t))

T, (Bu2)
T, · · · , (Bum−1)

T]T,

H =




φ0(t0)I φ1(t0)I φ2(t0)I φ3(t0)I · · · φm−1(t0)I

φ0(t)A φ̇1(t)G1 γ2φ̇1(t)A 0 · · · 0

0 α1A G2 α3A · · · 0
...

. . . . . . . . . · · · ...

0 0 · · · αm−3A Gm−2 αm−1A
0 0 · · · 0 αm−2A Gm−1




.

因此, 系数向量 v0, v1, · · · , vm−1 可以通过求解方程组 (3-6) 得到. 之后, 我们可

以对这些系数向量通过修正的 Gram-Schmidt 正交化过程或 QR 分解构造出列正交

投影矩阵 Q ∈ R2N×m, 使得 QTQ = I. 这样, 利用标准列正交矩阵 Q, 通过投影变换

z(t) ≈ Qz̃(t), 我们就可以得到如下原始状态空间 (3-2)的降阶系统:
{
Ẽ ˙̃z(t) + Ãz̃(t) = B̃u(t),

ỹ(t) = C̃z̃(t).
(3-7)

其中 z̃(t) ∈ Rm, Ẽ = QTEQ ∈ Rm×m, Ã = QTAQ ∈ Rm×m, B̃ = QTB ∈ Rm×p, C̃ =

CQ ∈ Rq×m. 上述模型降阶过程可以用下面的算法 3.1来描述.
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算算算法法法 3.1 等等等价价价状状状态态态空空空间间间的的的模模模型型型降降降阶阶阶算算算法法法

1: 求解线性方程组 (3-6), 计算出系数矩阵 V̄ = [v0, v1, · · · , vm−1];

2: 构造投影矩阵 Q, 使其满足: colspan{V̄ } ⊆ colspan{Q}, QTQ = I;

3: 计算降阶系统的系数矩阵: Ẽ = QTEQ, Ã = QTAQ, B̃ = QTB, C̃ = CQ;

4: 输出: Ẽ , Ã, B̃, C̃.

3.2.2 二阶系统的模型降阶

算法 3.1是针对二阶系统等价的状态空间模型的降阶, 是一种线性化的方法. 这类

方法有两个主要的不足: 一是, 等价状态空间模型 (3-2)的维数是原始二阶系统维数的

两倍, 增加了计算复杂度和存储量; 二是, 降阶后的系统 (3-7)是一阶线性系统, 一般来

说其很难变回到二阶的形式, 破坏了原始系统的二阶结构. 对于一些工程设计和控制问

题, 得到保持原始系统结构的降阶模型是非常必要的.

为此, 在这一小节, 我们将基于正交多项式的模型降阶方法直接应用于二阶系统,

构造出时间域上一种保结构的模型降阶方法.

首先, 我们将原始二阶系统 (3-1)的状态变量 x(t)和输入变量 u(t)作如下近似展

开:

x(t) ≈ xm(t) =
m−1∑
i=0

hiφi(t), u(t) ≈ um(t) =
m−1∑
i=2

wiφ̈i(t), (3-8)

其中 hi ∈ RN (i = 0, 1, · · · ,m − 1), wi ∈ Rp (i = 2, 3, · · · ,m − 1)为展开系数向量. 将

式 (3-8)和式 (3-3)代入到状态方程 (3-1), 可以得到

M
m−1∑
i=0

hiφ̈i(t) + D
m−1∑
i=0

hiφ̇i(t) + K
m−1∑
i=0

hiφi(t) = B
m−1∑
i=2

wiφ̈i(t). (3-9)

将式 (3-3)代入 (3-9), 我们有

M

m−1∑
i=2

hiφ̈i(t) + D
m∑

i=2

hi−1αi−1φ̈i(t) + D
m−1∑
i=2

hiβiφ̈i(t) + D
m−2∑
i=2

hi+1γi+1φ̈i(t)

+ Kh0φ0(t) + K
m+1∑
i=3

hi−2αi−2αi−1φ̈i(t) + K
m∑

i=2

hi−1(αi−1βi + αi−1βi−1)φ̈i(t)

+ K

m−1∑
i=2

hi(αiγi+1 + β2
i + αi−1γi)φ̈i(t) + K

m−2∑
i=2

hi+1(βi+1γi+1 + βiγi+1)φ̈i(t)

+ K
m−3∑
i=2

hi+2γi+1γi+2φ̈i(t) = B
m−1∑
i=2

wiφ̈i(t).
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比较等式两端常数项和各多项式 φ̈i(t) (i = 3, 4, · · · ,m− 1)所对应的系数, 可得





Kh0φ0(t) + S2h1φ̈2(t) + P2h2φ̈2(t) + Q2h3φ̈2(t) + γ3γ4Kh4φ̈2(t) = Bw2φ̈2(t),

Kihi−2 + Sihi−1 + Pihi + Qihi+1 + γi+1γi+2Khi+2 = Bwi, 3 ≤ i < m− 2,

Km−2hm−4 + Sm−2hm−3 + Pm−2hm−2 + Qm−2hm−1 = Bwm−2,

Km−1hm−3 + Sm−1hm−2 + Pm−1hm−1 = Bwm−1,

(3-10)

其中 Si = αi−1D + (αi−1βi + αi−1βi−1)K, Pi = M + βiD + (αiγi+1 + β2
i + αi−1γi)K,

Qi = γi+1D + (βi+1γi+1 + βiγi+1)K, Ki = αi−2αi−1K, i = 2, 3, · · · . 再由初始条件

x(t0) = x0, ẋ(t0) = ẋ0和式 (3-8), 可得

m−1∑
i=0

hiφi(t0) = x0,

m−1∑
i=1

hiφ̇i(t0) = ẋ0.

因此, 我们可以得到如下线性方程组:

AH = F, (3-11)

其中 H = [hT
0 , hT

1 , · · · , hT
m−1]

T, F = [xT
0 , ẋT

0 , (Bw2)
T, · · · , (Bwm−1)

T]T,

A =




φ0(t0)I φ1(t0)I φ2(t0)I φ3(t0)I φ4(t0)I φ5(t0)I · · · φm−1(t0)I

0 φ̇1(t0)I φ̇2(t0)I φ̇3(t0)I φ̇4(t0)I φ̇5(t0)I · · · φ̇m−1(t0)I
φ0(t)

φ̈2(t)
K S2 P2 Q2 γ3γ4K 0 · · · 0

0 K3 S3 P3 Q3 γ4γ5K · · · 0
...

. . . . . . . . . . . . . . . · · · ...

0 0 · · · Km−3 Sm−3 Pm−3 Qm−3 γm−2γm−1K

0 0 · · · 0 Km−2 Sm−2 Pm−2 Qm−2

0 0 · · · 0 0 Km−1 Sm−1 Pm−1




. (3-12)

求解方程组 (3-11), 可以得到系数向量 h0, h1, · · · , hm−1. 这样, 通过 QR分解或修

正的 Gram-Schmidt正交化过程, 我们就可以构造列正交投影矩阵 W ∈ RN×m, 使得

WTW = I. 最后, 通过正交投影变换 x(t) ≈ Wx̃(t), 其中 x̃(t) ∈ Rm, m ¿ N , 就可以

得到原始系统 (3-1)的降阶系统:

{
M̃ ¨̃x(t) + D̃ ˙̃x(t) + K̃x̃(t) = B̃u(t),

ỹ(t) = L̃Tx̃(t),
(3-13)

其中 M̃ = WTMW, D̃ = WTDW, K̃ = WTKW, B̃ = WTB, L̃ = WTL. 上述降阶过

程可以描述为如下的算法 3.2.

在上述模型降阶算法 3.1和算法 3.2中, 主要的计算耗费是求解线性方程组 (3-6)和

(3-11). 直接求解这些方程组的计算复杂度为 O(n3) (n为 2mN 或mN). 当系统矩阵比
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算算算法法法 3.2 二二二阶阶阶系系系统统统的的的模模模型型型降降降阶阶阶算算算法法法

1: 求解线性方程组 (3-11), 计算出系数矩阵 H̄ = [h0, h1, · · · , hm−1];

2: 构造正交投影矩阵W , 使其满足: colspan{H̄} ⊆ colspan{W}, WTW = I;

3: 计算降阶系统的系数矩阵: M̃ = WTMW, D̃ = WTDW, K̃ = WTKW, B̃ = WTB,

L̃ = WTL;

4: 输出: M̃, D̃, K̃, B̃, L̃.

较稠密时, 该复杂度与平衡截断方法的复杂度
[2]
相当. 一般地, 在许多实际大规模工程

问题中, 矩阵的稀疏性使得其计算复杂度为 O(c2n)
[128]

, 其中 c表示稀疏矩阵每行或每

列中非零元素的平均个数. 在实际计算中, 我们也可以用一些迭代解法: GMRES (广义

极小残量法)
[129, 130]

或 BI-CGSTAB (双共轭梯度稳定化方法)
[131]
等来求解线性方程组,

以提高模型降阶方法的计算效率.

3.3 主要性质

这一节, 我们讨论二阶系统的正交多项式模型降阶方法的一些主要性质, 包括系数

匹配, 误差估计和稳定性.

3.3.1 系数匹配

首先, 我们将原始系统 (3-1)的状态变量 x(t), 输出变量 y(t)以及降阶系统 (3-13)

的状态变量和输出变量 (x̃(t), ỹ(t))在正交多项式空间 L2
ω(t)([a, b])中作如下展开:

x(t) ≈ xm(t) =
m−1∑
i=0

hiφi(t), x̃(t) ≈ x̃m(t) =
m−1∑
i=0

h̃iφi(t), (3-14)

y(t) ≈ ym(t) =
m−1∑
i=0

giφi(t), ỹ(t) ≈ ỹm(t) =
m−1∑
i=0

g̃iφi(t), (3-15)

其中 hi ∈ RN , h̃i ∈ Rm, gi, g̃i ∈ Rq.

引理 3.3 展开式 (3-14)中的系数向量 hi和 h̃i满足如下关系式:

hi = Wh̃i, i = 0, 1, · · · ,m− 1,

其中W 为算法 3.2求得的正交投影矩阵.

证明 由算法 3.2, 我们有 span{h0, h1, · · · , hm−1} ⊆ colspan{W}. 因而, 存在向量

ĥi ∈ Rm使得

hi = Wĥi, i = 0, 1, · · · ,m− 1.

37



西安交通大学博士学位论文

由式 (3-11), 可知

AWm(W )Ĥ = F,

其中Wm(W ) = diag(W,W, · · · ,W︸ ︷︷ ︸
m−terms

), Ĥ = [ĥT
0 , ĥT

1 , · · · , ĥT
m−1]

T. 这样, 对上式两边同时

左乘Wm(WT), 可得

ÂĤ = F̂ , (3-16)

其中 Â = Wm(WT)AWm(W ), F̂ = Wm(WT)F. 类似地, 对于带初始条件 x̃0 = WTx0,

˙̃x0 = WTẋ0的降阶系统 (3-13), 我们也有

ÃH̃ = F̃ , (3-17)

其中 H̃ = [h̃T
0 , h̃T

1 , · · · , h̃T
m−1]

T, F̃ = [x̃T
0 , ˙̃xT

0 , (B̃w2)
T, · · · , (B̃wm−1)

T]T,

Ã =




φ0(t0)I φ1(t0)I φ2(t0)I φ3(t0)I φ4(t0)I φ5(t0)I · · · φm−1(t0)I

0 φ̇1(t0)I φ̇2(t0)I φ̇3(t0)I φ̇4(t0)I φ̇5(t0)I · · · φ̇m−1(t0)I
φ0(t)

φ̈2(t)
K̃ S̃2 P̃2 Q̃2 γ3γ4K̃ 0 · · · 0

0 K̃3 S̃3 P̃3 Q̃3 γ4γ5K̃ · · · 0
...

. . . . . . . . . . . . . . . · · · ...

0 0 · · · K̃m−3 S̃m−3 P̃m−3 Q̃m−3 γm−2γm−1K̃

0 0 · · · 0 K̃m−2 S̃m−2 P̃m−2 Q̃m−2

0 0 · · · 0 0 K̃m−1 S̃m−1 P̃m−1




,

S̃i = αi−1D̃ + (αi−1βi + αi−1βi−1)K̃, P̃i = M̃ + βiD̃ + (αiγi+1 + β2
i + αi−1γi)K̃, Q̃i =

γi+1D̃ + (βi+1γi+1 + βiγi+1)K̃, K̃i = αi−2αi−1K̃, i = 2, 3, · · · .

注意到

M̃ = WTMW, D̃ = WTDW, K̃ = WTKW, B̃ = WTB, L̃ = WTL, WTW = I.

这样就可以看出方程组 (3-16)和 (3-17)是等价的. 即有 H̃ = Ĥ. 因此, 可以得到

hi = Wh̃i, i = 0, 1, · · · ,m− 1.

证毕.

定理 3.1 展开式 (3-15)中的系数向量 gi和 g̃i满足如下关系:

gi = g̃i, i = 0, 1, · · · ,m− 1.

证明 由式 (3-14)和式 (3-15), 可以得到

gi = LThi, g̃i = L̃Th̃i.
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再由引理 3.3以及关系式 L̃ = WTL, 就有

g̃i = L̃Th̃i = LTWh̃i = LThi = gi, i = 0, 1, · · · ,m− 1.

证毕.

从定理 3.1可以看出: 由正交多项式模型降阶方法所得的降阶系统 (3-13)的输出变

量 ỹ(t)在正交多项式空间 L2
ω(t)([a, b])中的展开系数匹配原始系统 (3-1)输出变量 y(t)

的前m项展开系数.

3.3.2 误差及稳定性分析

首先, 我们讨论降阶系统 (3-13)与原始系统 (3-1)之间的近似误差. 为此, 我们将原

始系统 (3-1)的状态变量 x(t), 输出变量 y(t)以及降阶系统 (3-13)的状态变量和输出变

量 (x̃(t), ỹ(t))在正交多项式空间 L2
ω(t)([a, b])中作如下近似展开:

x(t) ≈ xm+k(t) =
m+k−1∑

i=0

hiφi(t), x̃(t) ≈ x̃m+k(t) =
m+k−1∑

i=0

h̃iφi(t),

y(t) ≈ ym+k(t) =
m+k−1∑

i=0

giφi(t), ỹ(t) ≈ ỹm+k(t) =
m+k−1∑

i=0

g̃iφi(t),

同时, 对输入变量 u(t)也作展开:

u(t) ≈ um+k(t) =
m+k−1∑

i=2

wiφ̈i(t),

其中 k为任意的正整数.

类似于式 (3-11), 我们可得如下方程组:

[
A11 A12

A21 A22

][
H1

H2

]
=

[
F1

F2

]
, (3-18)

其中

H1 =




h0

h1

h2

...

hm−1




, H2 =




hm

hm+1

hm+2

...

hm+k−1




, F1 =




x0

ẋ0

Bw2

...

Bwm−1




, F2 =




Bwm

Bwm+1

Bwm+2

...

Bwm+k−1




,
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A11 = A (见 (3-11)),

A12 =




φm(t0)I φm+1(t0)I · · · φm+k−1(t0)I

φ̇m(t0)I φ̇m+1(t0)I · · · φ̇m+k−1(t0)I

0 0 · · · 0
...

...
...

γm−1γmK 0 · · · 0

Qm−1 γmγm+1K · · · 0




, A21 =




0 · · · Km Sm

0 · · · 0 Km+1

0 · · · 0 0
...

...
...

0 · · · 0 0




,

A22 =




Pm Qm γmγm+1K 0 0 0 ··· 0
Sm+1 Pm+1 Qm+1 γm+1γm+2K 0 0 ··· 0
Km+2 Sm+2 Pm+2 Qm+2 γm+2γm+3K 0 ··· 0

0 Km+3 Sm+3 Pm+3 Qm+3 γm+3γm+4K ··· 0

...
... ... ... ... ... ···

...
0 0 ··· Km+k−3 Sm+k−3 Pm+k−3 Qm+k−3 γm+k−2γm+k−1K
0 0 ··· 0 Km+k−2 Sm+k−2 Pm+k−2 Qm+k−2

0 0 ··· 0 0 Km+k−1 Sm+k−1 Pm+k−1




.

同理, 系数向量 h̃i (i = 0, 1, · · · ,m + k − 1)满足如下方程组:

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

][
H̃1

H̃2

]
=

[
F̃1

F̃2

]
, (3-19)

其中

Ã11 = Wm(WT)A11Wm(W ), Ã12 = Wm(WT)A12Wk(W ),

Ã21 = Wk(W
T)A21Wm(W ), Ã22 = Wk(W

T)A22Wk(W ),

H̃1 =




h̃0

h̃1

h̃2

...

h̃m−1




, H̃2 =




h̃m

h̃m+1

h̃m+2

...

h̃m+k−1




, F̃1 =




x̃0

˙̃x0

B̃w2

...

B̃wm−1




, F̃2 =




B̃wm

B̃wm+1

B̃wm+2

...

B̃wm+k−1




.

定理 3.2 令矩阵 T1和矩阵 T2分别为 T1 = Wk(W )(ÃT
12Ã12)

−1ÃT
12Wm(WT)A12 − I,

T2 = Wk(W )Ã−1
22 Wk(W

T)A22 − I. 则有:

(1) Wm(W )H̃1 −H1 = 0;

(2)
∥∥Wk(W )H̃2 −H2

∥∥
2
≤ min

{∥∥T1

∥∥
2
,
∥∥T2

∥∥
2

}∥∥H2

∥∥
2
.

证明 定理结论 (1)可以由引理 3.3直接得到. 下面, 我们证明结论 (2).

由于 B̃ = WTB以及初始条件 x̃0 = WTx0, ˙̃x0 = WTẋ0 , 因此, 我们有

[
F̃1

F̃2

]
=

[
Wm(WT)

Wk(W
T)

][
F1

F2

]
.
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由此可知

F̃1 = Wm(WT)F1, F̃2 = Wk(W
T)F2. (3-20)

另一方面, 由式 (3-19)可以得到

Ã11H̃1 + Ã12H̃2 = F̃1.

再结合式 (3-20) , 我们有

Wm(WT)A11Wm(W )H̃1 + Ã12H̃2 = Wm(WT)F1.

由结论 (1), 上式可以写为

Wm(WT)A11H1 + Ã12H̃2 = Wm(WT)F1. (3-21)

进一步, 由式 (3-18)和式 (3-21), 可以得到

Ã12H̃2 −Wm(WT)A12H2 = 0. (3-22)

通过求解方程组 (3-22)可得

H̃2 = (ÃT
12Ã12)

−1ÃT
12Wm(WT)A12H2.

这样, 我们就有

Wk(W )H̃2 −H2 = (Wk(W )(ÃT
12Ã12)

−1ÃT
12Wm(WT)A12 − I)H2 = T1H2.

对上式两端取范数, 可得

‖Wk(W )H̃2 −H2‖2 ≤ ‖T1‖2‖H2‖2. (3-23)

类似地, 由式 (3-19)和式 (3-20), 可以得到

Wk(W
T)A21Wm(W )H̃1 + Ã22H̃2 = Wk(W

T)F2.

由定理结论 (1), 上式可以写为

Wk(W
T)A21H1 + Ã22H̃2 = Wk(W

T)F2.

再次利用式 (3-18), 可以得到 A21H1 = F2 − A22H2. 这样, 我们就有

Wk(W )H̃2 −H2 = (Wk(W )(Ã22)
−1Wk(W

T)A22 − I)H2 = T2H2.

对上式两端取范数, 我们可以得到

‖Wk(W )H̃2 −H2‖2 ≤ ‖T2‖2‖H2‖2. (3-24)

这样, 结合式 (3-23)和式 (3-24), 可以推得

∥∥Wk(W )H̃2 −H2

∥∥
2
≤ min

{∥∥T1

∥∥
2
,
∥∥T2

∥∥
2

}∥∥H2

∥∥
2
,

即定理结论 (2)成立. 证毕.
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定理 3.3 对于原始系统 (3-1)的近似输出变量 ym+k(t)和降阶模型 (3-13)的近似输

出变量 ỹm+k(t), 有如下关系:

∥∥ym+k(t)− ỹm+k(t)
∥∥

2
≤ min

{∥∥T1

∥∥
2
,
∥∥T2

∥∥
2

}∥∥LT
∥∥

2

∥∥H2

∥∥
2

√√√√
m+k−1∑

i=m

φ2
i (t).

证明 首先, 由定理 3.2的结论 (1)可知

∥∥xm+k(t)−Wx̃m+k(t)
∥∥

2
=

∥∥∥
m+k−1∑

i=0

(hi −Wh̃i)φi(t)
∥∥∥

2

=
∥∥∥(φ0(t)IN φ1(t)IN · · · φm+k−1(t)IN)

(
H1 −Wm(W )H̃1

H2 −Wk(W )H̃2

)∥∥∥
2

≤
∥∥∥H2 −Wk(W )H̃2

∥∥∥
2

∥∥∥(φm(t)IN φm+1IN(t) · · · φm+k−1(t)IN)
∥∥∥

2
,

进一步, 由定理 3.2的结论 (2) , 有

∥∥xm+k(t)−Wx̃m+k(t)
∥∥

2
≤ min

{∥∥T1

∥∥
2
,
∥∥T2

∥∥
2

}∥∥H2

∥∥
2

√√√√
m+k−1∑

i=m

φ2
i (t).

又因为 y(t) = LTx(t), ỹ(t) = LTWx̃(t), 所以有

∥∥ym+k(t)− ỹm+k(t)
∥∥

2
≤ min

{∥∥T1

∥∥
2
,
∥∥T2

∥∥
2

}∥∥LT
∥∥

2

∥∥H2

∥∥
2

√√√√
m+k−1∑

i=m

φ2
i (t).

证毕.

接下来, 我们讨论降阶系统 (3-13)的稳定性.

引理 3.4
[21]
线性系统 (3-2) 是稳定的, 如果其系数矩阵满足: A + AT º 0,

E = ET º 0.

引理 3.5
[32]
二阶系统 (3-1) 是稳定的, 如果其系数矩阵满足: D + DT º 0,

M = MT º 0, K = KT Â 0.

定理 3.4 降阶系统 (3-13) 是稳定的, 如果我们有: D + DT º 0, M = MT º 0,

K = KT Â 0.

由矩阵M, D和K 的对称性及其非负性在正交投影变换W 下的不变性可知, 降阶

系统 (3-13)保持原始系统 (3-1)的稳定性.
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3 二阶系统的正交多项式模型降阶方法

3.4 数值模拟

为了验证本章所提出的正交多项式模型降阶方法对二阶系统的有效性, 我们给出

三个测试算例的数值模拟. 所有的算法都是在Matlab (R2013a)中实现. 运行环境为英

特尔酷睿双核(2.66GHz) 处理器, 1.99GB 内存的个人电脑.

算例 3.1 动力学模型: 该系统是一个维数为 N = 174的单输入多输出二阶系统
[1]

.

输入表示施加在自由端上的力，输出表示所得到的位移. M 是对角矩阵, D和 K 都是

稠密矩阵. 我们取的初始条件为 x(0) = ẋ(0) = 0.

针对这个模型, 我们将用如下两类方法对其进行降阶:

(1) 应用算法 3.1, 平衡截断方法 (BTR)
[3]
和 Krylov子空间模型降阶方法

[21]
对其

等价的 348维的状态空间模型进行降阶;

(2)应用算法 3.2, 二阶平衡截断方法 (SOBT)
[132]
和二阶 Arnoldi降阶方法 (SOAR)

[31]
对原始二阶系统直接进行降阶.

图 3.1(a)给出了该模型等价的状态空间模型和各种降阶模型 (BTR方法, Arnoldi

降阶方法和算法 3.1分别基于第一类 Chebyshev多项式, 第二类 Chebyshev多项式和

Legendre多项式)的瞬态响应. 同时, 图 3.1(b)给出了相应的相对误差图. 为了使得各

降阶模型的精度相当, 由 Arnoldi降阶方法得到的降阶模型的阶数取为 40, 而其他降阶

模型的阶数均取为 20.

图 3-2分别给出了原始二阶系统及其各种降阶模型 (SOBT方法, SOAR降阶方法

和算法 3.2分别基于第一类 Chebyshev多项式, 第二类 Chebyshev多项式和 Legendre

多项式)的瞬态响应图和相对误差图. 各降阶模型的阶数均取为 26. 表 3-2给出了各模

型降阶方法的 CPU运行时间.

由上述模拟结果可以看出, 算法 3.1除了不能保持原始系统的二阶结构外, 能够有

效地对二阶系统进行降阶; 而算法 3.2不仅能够保持原始系统的二阶结构, 而且具有较

高的近似精度.

表 3-2 算例 3.1中各类模型降阶过程的 CPU运行时间

Chebyshev-I Chebyshev-II Legendre SOBT SOAR

Time (s) 4.10 4.08 4.09 1.28 0.075

算例 3.2 国际空间站模型 (ISS): 此模型为俄罗斯国际空间站服务舱组件的结构化

多输入多输出模型
[1]

. 该模型有 3个输入和 3个输出, 维数 N = 135, 矩阵M , D和 K

均为对角矩阵. 选取初始条件为 x(0) = ẋ(0) = 0.
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(b) 相对误差

图 3-1 算例 3.1的状态空间模型及其各种降阶模型的瞬态响应和相对误差

这里, 我们应用算法 3.2, 二阶平衡截断方法 (SOBT)
[132, 133]

和二阶 Arnoldi降阶方

法 (SOAR)
[31]
对其进行降阶. 输出变量 y(t)包含三个节点 y1(t), y2(t)和 y3(t). 数值实

验表明, 基于正交多项式的模型降阶方法, 当降阶系统的阶数为 27时, 降阶系统的所有

输出节点均能高精度地近似原始系统的输出节点. 图 3-3分别给出了原始二阶系统及其

各种降阶模型 (SOBT方法, SOAR降阶方法和算法 3.2分别基于第一类 Chebyshev多

项式, 第二类 Chebyshev多项式和 Legendre多项式)的第三个输出节点 y3(t)的瞬态响
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(b) 相对误差

图 3-2 算例 3.1的原始二阶系统及其各种降阶模型的瞬态响应和相对误差

应图和相对误差图. 同时, 表 3-3给出了各模型降阶方法的 CPU运行时间. 由模拟结果

可以看出, 对于多输入多输出国际空间站模型, 利用基于正交多项式的模型降阶方法进

行降阶是非常有效的.

算例 3.3 最后, 我们考虑在结构工程动力分析中的一个二阶系统, 该系统的维数

为 N = 1074. 刚度矩阵 K 是稀疏矩阵, 质量矩阵M 为对角矩阵, D = αM + βK, 其

中 α = 0.675, β = 0.00315. B 和 C 为所有元素均为 1的 N × 1维向量. 这里所有的数
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图 3-3 国际空间站模型及其各种降阶模型的第三个输出节点 y3(t)的瞬态响应和相对误差

表 3-3 国际空间站模型中各类模型降阶过程的 CPU运行时间

Chebyshev-I Chebyshev-II Legendre SOBT SOAR

Time (s) 0.062 0.060 0.068 0.37 0.020

据均取自 http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/bcsstruc1/

bcsstk08.html.
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3 二阶系统的正交多项式模型降阶方法

在此算例中, 为了更好地利用原始系统的稀疏性及其二阶结构, 我们用文献
[134]
中

高效的二阶平衡截断 (SOBT)方法. 并运用 Penzl在文献
[47]
中提出的启发式参数选择

方法来计算参数. 数值模拟过程表明, 基于正交多项式的模型降阶方法均能很好地模拟

该原始系统. 针对该结构化模型, 我们比较了 SOBT方法
[134]

, SOAR模型降阶方法
[31]

和基于正交多项式的算法 3.2. 图 3-4给出了原始二阶系统及其各种降阶模型 (SOBT方

法, SOAR降阶方法和算法 3.2分别基于第一类 Chebyshev多项式, 第二类 Chebyshev

多项式和 Legendre多项式)的瞬态响应图和相对误差图. 所有降阶模型的阶数均为 18.

表 3-4给出了各模型降阶方法的 CPU运行时间. 这些数值模拟结果均表明, 基于正交

多项式的模型降阶方法对该算例也是非常有效的.

表 3-4 算例 3.3中各类模型降阶过程的 CPU运行时间

Chebyshev-I Chebyshev-II Legendre SOBT SOAR

Time (s) 20.61 16.37 16.08 20.20 1.09

3.5 本章小结

在本章中, 我们研究了二阶系统基于正交多项式的时域模型降阶方法, 提出了一种

保结构的模型降阶方法. 这种方法通过计算原始系统状态变量在正交多项式张成的空

间中的展开系数向量, 构造正交投影矩阵, 并由此通过投影变换得到降阶模型. 该降阶

模型不仅能保持原始系统的二阶结构, 而且在一定条件下还能保持原始系统的稳定性.

此外, 我们还对该降阶模型的近似误差进行了分析, 给出了输出变量的误差估计式. 最

后, 通过数值算例验证了该方法的有效性. 在模型降阶过程中, 该算法需要求解一个规

模较大的线性方程组, 因此, 为了使这个方法能够更加地有效和可靠, 高效求解大规模

( n > 107 ) 的线性方程组是必要的. 除了传统的迭代方法, 如 GMRES, 共轭梯度法等,

如何有效地求解这些大规模稀疏线性方程组还有待进一步的研究.
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图 3-4 算例 3.3的原始二阶系统及其各种降阶模型的瞬态响应和相对误差
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4 二阶时滞系统的多阶 Arnoldi模型降阶方法

4 二阶时滞系统的多阶 Arnoldi模型降阶方法

上一章, 我们讨论了二阶系统的正交多项式模型降阶方法. 在本章中, 我们讨论二

阶时滞系统的模型降阶方法, 提出了三种基于多阶 Arnoldi算法的模型降阶方法. 第一

种方法可分为二步: 首先引入辅助状态变量将原始二阶时滞系统转化为与其等价的一

阶形式, 然后应用多阶 Arnoldi模型降阶方法对其进行降阶. 为了避免将原始系统转化

为等价的一阶形式, 我们在后面的两种方法中, 分别应用基于 Taylor级数展开和基于

Laguerre多项式展开的模型降阶方法直接对原始二阶时滞系统进行降阶. 由此得到的

降阶模型可以保持原始系统的二阶结构. 这三种方法都是利用多阶 Arnoldi算法来构造

投影矩阵, 然后通过投影变换得到降阶模型. 最后, 我们通过数值算例验证了这三种模

型降阶方法的有效性.

4.1 引言

我们考虑如下形式的二阶时滞系统:




Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) = Bu(t)−
p∑

i=1

Eiẋ(t− αi)−
q∑

j=1

Fjx(t− βj),

y(t) = LTx(t),

(4-1)

其中 x(t) ∈ Rn 为状态变量, u(t) ∈ Rm 和 y(t) ∈ Rl 分别为系统的输入和输出变量.

M,D, K ∈ Rn×n 分别为质量, 阻尼和刚度矩阵. B ∈ Rn×m, L ∈ Rn×l, Ei ∈ Rn×n,

Fj ∈ Rn×n, i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q, 为相应维数的实常数矩阵. αi 和 βj, i =

1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q, 为常数时滞.

在本节中, 我们将应用子空间投影技术, 得到具有矩匹配性质的降阶模型. 这里, 投

影子空间为高阶的 Krylov子空间, 其由下式给出
[34, 135]

:

定义 4.1 给定矩阵序列 Ai ∈ RN×N (1 ≤ i ≤ n), 非零向量 u ∈ RN 以及非负整数 k.

则向量序列

r0, r1, . . . , rk−1,

其中

r0 = u,

rl =

min(l,n)∑
i=1

Airl−i (1 ≤ l ≤ k − 1),
(4-2)

称为基于 {Ai}n
i=1和 u的 k维 n阶 Krylov序列. 向量空间

Kn
k ({Ai}n

i=1; u) = span{r0, r1, . . . , rk−1}

则称为 k维 n阶 Krylov子空间.
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上述 k 维 n 阶 Krylov 子空间的定义可以很自然地推广到块 Krylov 子空间的情形:

Kn
k ({Ai}n

i=1; U), 其中 U ∈ RN×m (m > 1)
[35]

.

这样, 对于具有如下形式的传递函数

H(s) = C(Γns
n + Γn−1s

n−1 + · · ·+ Γ1s + Γ0)
−1B, (4-3)

假设矩阵 Γ0 是可逆的, 其 k 维 n 阶 Krylov子空间定义为 Kn
k ({Ai}n

i=1; U), 其中 U =

Γ−1
0 B, Ai = −Γ−1

0 Γi (i = 1, 2, . . . , n). 显然, 上述子空间是 Krylov子空间在高阶系统中

的一种推广.

算算算法法法 4.1 多多多阶阶阶 Arnoldi算算算法法法

1: 输入: Γ0, Γ1, · · · , Γn, B;

2: 求解 U : Γ0U = B;

3: v0 = qr(U); QR factorization of U

4: for i = 1, 2, · · · , k − 1 do

5: if i ≤ n then

6: 求解 Ai: Γ0Ai = −Γi;

7: end if

8: v
(0)
i =

∑min{i,n}
j=1 Ajvi−j;

9: for j = 1, 2, · · · , i do

10: H = vT
i−jv

(j−1)
i ;

11: v
(j)
i = v

(j−1)
i − vi−jH;

12: end for

13: vi = qr(v
(i)
i ); QR factorization of v

(i)
i

14: end for

15: 输出: V = [v0, v1, · · · , vk−1].

接下来, 为了保证降阶模型的数值精度, 我们将应用多阶 Arnoldi算法
[118, 136]

隐式

构造正交投影矩阵 V 使得

colspan{V } ⊇ Kn
k ({Ai}n

i=1; U), V TV = I.

该算法具体的描述见算法 4.1.

需要指出的是, 虽然上述过程中在计算矩阵 U 和 Ak 时, 用到了矩阵 Γ0 的逆, 但

在实际应用中, 我们只需要对矩阵 Γ0 做一次 LU分解, 然后用追赶法来求解矩阵 U 和
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Ak. 这里, 为了描述方便, 我们假设 Krylov子空间 Kn
k ({Ai}n

i=1; U)的所有列是线性无关

的. 可以看出, 当 n = 1和 n = 2时, 上述算法就退化为标准的 Arnoldi算法
[22]
和二阶

Arnoldi算法 (SOAR, Second-order Arnoldi algorithm)
[31]

.

4.2 二阶时滞系统的模型降阶

4.2.1 等价一阶系统的模型降阶

应用 Krylov子空间类模型降阶方法对二阶系统进行降阶的一般方法是, 首先将原

始二阶系统变换为与其等价的一阶系统形式, 然后再应用传统的 Krylov子空间模型降

阶方法对该一阶系统进行降阶.

首先, 原始二阶系统 (4-1)可以等价地写为如下一阶系统的形式:





E ż(t) +Az(t) = Bu(t)−
p∑

i=1

Eiż(t− αi)−
q∑

j=1

Fjz(t− βj),

y(t) = LTz(t),

(4-4)

其中, 状态变量为: z(t) =

(
x(t)

ẋ(t)

)
∈ R2n, E =

(
I 0

0 M

)
∈ R2n×2n, A =

(
0 −I

K D

)
∈

R2n×2n, B =

(
0

B

)
∈ R2n×m, Ei =

(
0 0

Ei 0

)
∈ R2n×2n, Fj =

(
0 0

Fj 0

)
∈ R2n×2n,

i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q, L =

(
L

0

)
∈ R2n×l.

一阶系统 (4-4)的传递函数为

H1(s) = LT
(
sE +A+

p∑
i=1

sEie
−αis +

q∑
j=1

Fje
−βjs

)−1

B. (4-5)

在上述传递函数中, 由于非线性指数项的出现, 使得直接通过传递函数的 Taylor级数展

开来计算系统的矩变得非常困难. 因此, 我们将对这些非线性指数项作近似处理. 首先,

对传递函数 (4-5)中的指数项 e−αis和 e−βjs在展开点 s = s0处作 Taylor级数展开

e−αis = e−αis0

∞∑

k=0

(−αi)
k

k!
(s− s0)

k, e−βjs = e−βjs0

∞∑

k=0

(−βj)
k

k!
(s− s0)

k. (4-6)

在式 (4-6)中, 我们仅取右端的前 r项, 并将它们代入到式 (4-5)中, 就可以得到如下近

似的传递函数

H1(s) ≈ Ĥ1(s) = LT
( r∑

k=0

Tk(s− s0)
k
)−1

B, (4-7)
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其中

Tk =





s0E +A+

p∑
i=1

s0Eie
−αis0 +

q∑
j=1

Fje
−βjs0 , k = 0,

E +

p∑
i=1

(s0 · (−αi) + 1)Eie
−αis0 +

q∑
j=1

(−βj)Fje
−βjs0 , k = 1,

p∑
i=1

(s0 · (−αi)
k

k!
+

(−αi)
k−1

(k − 1)!
)Eie

−αis0 +

q∑
j=1

(−βj)
k

k!
Fje

−βjs0 , 2 ≤ k < r,

p∑
i=1

(−αi)
r−1

(r − 1)!
Eie

−αis0 , k = r.

假设矩阵 T0是非奇异的. 这样, 我们就有如下的幂级数展开

Ĥ1(s) = M0 +M1(s− s0) +M2(s− s0)
2 + · · · =

∞∑
i=0

Mi(s− s0)
i, (4-8)

其中Mi称为传递函数 (4-5)的近似矩, 有如下表达式

Mi = LTGiT −1
0 B, (4-9)

其中 



G0 = I,

Ak = −T −1
0 Tk, k ≤ r,

Gi =

min{i,r}∑

k=1

AkGi−k, i ≥ 1.

(4-10)

然后, 我们就可以由递推关系式 (4-10), 构造块 Krylov 子空间 Kr
k({Ai}r

i=1;U), 其中

U = T −1
0 B, Ai = −T −1

0 Ti (i = 1, 2, . . . , r). 进而, 基于 Krylov子空间 Kr
k({Ai}r

i=1;U), 应

用算法 4.1, 我们可以得到一个正交投影矩阵 Q ∈ Rn×km, QTQ = I.

当求得列正交矩阵 Q后, 我们就可以通过投影变换 z(t) ≈ Qz̃(t), 其中 z̃(t) ∈ Rkm,

km ¿ n, 得到如下的降阶系统




Ẽ ˙̃z(t) + Ãz̃(t) = B̃u(t)−
p∑

i=1

Ẽi
˙̃z(t− αi)−

q∑
j=1

F̃j z̃(t− βj),

y(t) = L̃Tz̃(t),

(4-11)

其中 Ẽ = QTEQ, Ã = QTAQ, B̃ = QTB, Ẽi = QTEiQ, F̃i = QTFiQ, i = 1, 2, . . . , p, j =

1, 2, . . . , q, L̃ = QTL.

系统的近似传递函数 (4-7)也可以看作是某个高阶线性系统的传递函数, 而处理这

类系统的一般方法为, 通过引入辅助变量, 将高阶系统转化为与之等价的状态空间形式,

然后应用传统的 Krylov子空间模型降阶方法对其进行降阶
[118]

.
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接下来,我们讨论基于 k维 r阶Krylov子空间Kr
k({Ai}r

i=1;U)与这种传统的Krylov

子空间方法之间的关系.

首先, 由系统的近似传递函数 (4-7), 我们可以通过引入辅助变量构造出其如下等价

的标准状态空间形式:

Ĥ1(s) = LT
f

(
G + (s− s0)C

)−1

Bf , (4-12)

其中

Lf =




L

0
...

0



∈ R2nr×l, Bf =




B

0
...

0



∈ R2nr×m, G =




T0 0 0 · · · 0

0 I 0 · · · 0

0 0 I · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · I



∈ R2nr×2nr,

C =




T1 T2 T3 · · · Tr

−I 0 0 · · · 0

0 −I 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 −I 0



∈ R2nr×2nr.

这样, 我们就可以构造 Krylov子空间 Kk(−G−1C, G−1Bf )对其进行降阶. 记

Kk(−G−1C, G−1Bf ) = colspan{X} = colspan








X1

X2

...

Xr








,

其中

Xi =
[
Xi,1 Xi,2 · · · Xi,k

]
,

Xi,j ∈ R2n×m为 Xi的第 j 块, 1 ≤ j ≤ k.

注意到

−G−1C =




−T −1
0 T1 −T −1

0 T2 −T −1
0 T3 · · · −T −1

0 Tr

I 0 0 · · · 0

0 I 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 I 0




, G−1Bf =




T −1
0 B

0
...

0




.
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由 


X1,j+1

X2,j+1

...

Xr,j+1




= (−G−1C)




X1,j

X2,j

...

Xr,j




(1 ≤ j ≤ k − 1),

我们可得如下递推式

X1,j+1 =
r∑

i=1

(−T −1
0 Ti)Xi,j (1 ≤ j ≤ k − 1),

Xi,j+1 = Xi−1,j (2 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ k − 1),

再由

Xi,j = Xi−1,j−1 (2 ≤ i ≤ r, 2 ≤ j ≤ k − 1),

我们有

X1,j =

min{j−1,r}∑
i=1

(−T −1
0 Ti)Xi−(i−1),j−1−(i−1)

=

min{j−1,r}∑
i=1

(−T −1
0 Ti)X1,j−i (j ≥ 2).

(4-13)

当 j = 1时, X1,1 = T −1
0 B.

由递推式 (4-13)及高阶 Krylov子空间的定义可知

colspan{X1} = Kr
k({Ai}r

i=1;U),

colspan{Xi} ⊆ colspan{X1}, i = 2, 3, . . . , r,

其中 U = T −1
0 B, Ai = −T −1

0 Ti (i = 1, 2, . . . , r). 上述关系式表明, 标准状态空间形式

(4-12)的正交子空间被嵌入在由多阶 Arnoldi算法 4.1构建的子空间中, 即有

Kk(−G−1C, G−1Bf ) ⊆ colspan








Q 0 · · · 0

0 Q · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Q








(4-14)

其中 Q由算法 4.1基于 Krylov子空间 Kr
k({Ai}r

i=1;U)所得.

4.2.2 基于 Taylor级数的模型降阶

通过对等价的一阶系统进行降阶的上述算法是二阶系统模型降阶的一般方法. 然

而, 这类方法有两个主要的缺点: 一是 Krylov子空间模型降阶方法直接应用到等价的
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一阶系统所得到的降阶模型一般很难保持原始系统的二阶结构; 二是等价一阶系统的

状态空间维数是原始二阶系统状态空间维数的 2倍, 增加了计算的成本.

在本节中, 为了避免将原始系统转化为其等价的一阶形式, 我们直接对原始的二阶

时滞系统应用 Krylov子空间类模型降阶方法, 构造出二阶时滞系统的保结构模型降阶

算法.

原始二阶时滞系统 (4-1)的传递函数为

H2(s) = LT
(
s2M + sD + K +

p∑
i=1

sEie
−αis +

q∑
j=1

Fje
−βjs

)−1

B. (4-15)

类似于前一节中的模型降阶过程, 我们只取式 (4-6)右端的前 r项来近似 (4-15)中

的非线性指数项, 并将它们代入到式 (4-15)中, 就可以得到

H2(s) ≈ Ĥ2(s) = LT
( r∑

k=0

Φk(s− s0)
k
)−1

B, (4-16)

其中

Φk =





s2
0M + s0D + K +

p∑
i=1

s0Eie
−αis0 +

q∑
j=1

Fje
−βjs0 , k = 0,

2s0M + D +

p∑
i=1

(s0 · (−αi) + 1)Eie
−αis0 +

q∑
j=1

(−βj)Fje
−βjs0 , k = 1,

M +

p∑
i=1

(s0 · (−αi)
2

2!
+ (−αi))Eie

−αis0 +

q∑
j=1

(−βj)
2

2!
Fje

−βjs0 , k = 2,

p∑
i=1

(s0 · (−αi)
k

k!
+

(−αi)
k−1

(k − 1)!
)Eie

−αis0 +

q∑
j=1

(−βj)
k

k!
Fje

−βjs0 , 3 ≤ k < r,

p∑
i=1

(−αi)
r−1

(r − 1)!
Eie

−αis0 , k = r.

假设矩阵 Φ0是可逆的, 则我们就有下面的幂级数展开形式

Ĥ2(s) = M0 + M1(s− s0) + M2(s− s0)
2 + · · · =

∞∑
i=0

Mi(s− s0)
i, (4-17)

其中Mi可表示为

Mi = LTGiΦ
−1
0 B, (4-18)

其中 



G0 = I,

Ak = −Φ−1
0 Φk, k ≤ r,

Gi =

min{i,r}∑

k=1

AkGi−k, i ≥ 1.

(4-19)
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这样, 我们就可以应用算法 4.1作用于 Krylov子空间 Kr
n̂({Ai}r

i=1; U), 其中 U = Φ−1
0 B,

Ai = −Φ−1
0 Φi (i = 1, 2, . . . , r), 构造出列正交矩阵 V ∈ Rn×n̂m, V TV = I. 进而, 通过

正交投影变换 x(t) ≈ V x̃(t), 其中 x̃(t) ∈ Rn̂m, 我们就可以得到降阶模型





M̃ ¨̃x(t) + D̃ ˙̃x(t) + K̃x̃(t) = B̃u(t)−
p∑

i=1

Ẽi
˙̃x(t− αi)−

q∑
j=1

F̃jx̃(t− βj),

y(t) = L̃Tx̃(t),

(4-20)

其中 M̃ = V TMV , D̃ = V TDV , K̃ = V TKV , B̃ = V TB, Ẽi = V TEiV , F̃j = V TFjV ,

i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q, L̃ = V TL. 由上述模型降阶过程可以看出, 降阶模型

(4-20)与原始模型 (4-1)有相同的二阶结构, 即上述模型降阶算法是一种保结构的算法.

接下来, 我们给出降阶系统 (4-20)和原始系统 (4-1)之间的一个矩匹配定理, 即证

明降阶系统 (4-20)保持原始系统 (4-1)的前 n̂阶矩.

类似原始系统 (4-1)近似矩的构造过程, 我们可得降阶系统 (4-20)的近似传递函数

为

H̃2(s) ≈
∞∑
i=0

M̃i(s− s0)
i, (4-21)

其中近似矩 M̃i表示为

M̃i = L̃TG̃iΦ̃
−1
0 B̃, (4-22)

其中 



G̃0 = I,

Ãk = −Φ̃−1
0 Φ̃k, k ≤ r,

G̃i =

min{i,r}∑

k=1

ÃkG̃i−k, i ≥ 1.

(4-23)

Φ̃i = V TΦiV (i = 0, 1, . . . , r), 矩阵 V 由算法 4.1所得.

在给出矩匹配定理之前, 先给出下面两个引理.

引理 4.1 假设矩阵 Φ0是可逆的, 则对于任意的 x ∈ colspan{V}, 成立

V(VTΦ0V)−1VTΦ0x = x.

证明 由于 x ∈ colspan{V }, 则存在向量 ξ ∈ Rn̂m, 使得 x = V ξ. 因此, 我们就有

V (V TΦ0V )−1V TΦ0x = V (V TΦ0V )−1V TΦ0V ξ = V ξ = x.

证毕.
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引理 4.2 在式 (4-19)和式 (4-23)中所定义的矩阵, 如果满足

colspan{V} ⊇ Kr
n̂({Ai}r

i=1;U),

则我们有

VG̃iΦ̃
−1
0 B̃ = GiΦ

−1
0 B, (4-24)

其中 i = 0, 1, . . . , n̂− 1.

证明 我们用数学归纳法来证明.

首先, 当 i = 0时, 我们有

V Φ̃−1
0 B̃ = V (V TΦ0V )−1V TB

= V (V TΦ0V )−1V TΦ0Φ
−1
0 B

= Φ−1
0 B (引理 4.1)

即, 对于 i = 0, 成立

V G̃iΦ̃
−1
0 B̃ = GiΦ

−1
0 B.

接下来, 假设对于所有小于 i的正整数结论都成立. 这样, 我们就有

V G̃iΦ̃
−1
0 B̃ = V

min{i,r}∑

k=1

ÃkG̃i−kΦ̃
−1
0 B̃

=

min{i,r}∑

k=1

V (−Φ̃−1
0 Φ̃k)G̃i−kΦ̃

−1
0 B̃

=

min{i,r}∑

k=1

V [−(V TΦ0V )−1V TΦkV ]G̃i−kΦ̃
−1
0 B̃

=

min{i,r}∑

k=1

V [−(V TΦ0V )−1V T(Φ0Φ
−1
0 )ΦkV ]G̃i−kΦ̃

−1
0 B̃

= V (V TΦ0V )−1V TΦ0

min{i,r}∑

k=1

−Φ−1
0 ΦkV G̃i−kΦ̃

−1
0 B̃

= V (V TΦ0V )−1V TΦ0

min{i,r}∑

k=1

AkGi−kΦ
−1
0 B

= V (V TΦ0V )−1V TΦ0GiΦ
−1
0 B

= GiΦ
−1
0 B (引理 4.1)

由上述归纳法的过程可知, 对于 i = 0, 1, . . . , n̂− 1, 我们都可以得到

V G̃iΦ̃
−1
0 B̃ = GiΦ

−1
0 B.

这样就完成了引理的证明. 证毕.
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最后, 我们给出上述基于 Taylor级数的 Krylov子空间模型降阶方法的矩匹配定理.

定理 4.1 假设矩阵如式 (4-18)和式 (4-22)中所定义. 如果满足

colspan{V} ⊇ Kr
n̂({Ai}r

i=1;U),

则我们就有

M̃i = Mi, (4-25)

其中 i = 0, 1, . . . , n̂− 1.

证明 由引理 4.2可知, 对于 i = 0, 1, . . . , n̂− 1, 我们有

M̃i = L̃TG̃iΦ̃
−1
0 B̃ = LTV G̃iΦ̃

−1
0 B̃ = LTGiΦ

−1
0 B = Mi.

证毕.

4.2.3 基于 Laguerre多项式展开的模型降阶

除了基于 Taylor级数展开的矩匹配模型降阶方法, 我们也可以利用匹配其他正交

多项式展开系数的模型降阶方法
[57, 58]

. Laguerre函数有许多比较好的性质, 如定义域

为整个正半实轴 [0, ∞)以及 Laguerre级数展开可以通过双线性变换转换为 Taylor级

数展开等. 正是具备了这些性质, 使得基于 Laguerre多项式的模型降阶方法在处理大

规模复杂系统模型降阶中得到了广泛的应用
[54–56, 60, 61]

.

Laguerre多项式的定义为

li(t) =
et

i!

di

dti
(e−tti). (4-26)

具体地

l0(t) = 1, l1(t) = 1− t, l2(t) = 2− 4t + t2, l3(t) = 6− 18t + 9t2 − t3, · · · .

不难验证, Laguerre多项式具有下面的递推关系
[127]





l0(t) = 1,

l1(t) = 1− t,

li+1(t) = (1 + 2i− t)li(t)− i2li−1(t), i = 1, 2, · · · .

(4-27)

Laguerre函数的定义为

φα
i (t) =

√
2αe−αtli(2αt), i = 0, 1, . . .
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其中 α是正的规范化常数
[127]

.

在频率域中, Laguerre函数的 Laplace变换可以写为

Φα
i (s) = L (φα

i (t)) =

√
2α

s + α

(s− α

s + α

)i

, i = 0, 1, . . .

利用双线性变换

s = α
1 + u

1− u
, (4-28)

式 (4-15)中的时滞项 e−sαj 就可以映射到 Laguerre域

e−sαj = e−ααj(
1+u
1−u

).

由 Laguerre多项式的生成函数
[61, 137]

e
−xt

(1−t)

(1− t)
=

∞∑
i=0

li(x)ti,

我们可以得到

e−ααj(
1+u
1−u

) = e−ααje(−2ααj(
u

1−u
)) = e−ααj(1− u)

∞∑
i=0

li(2ααj)u
i.

再利用 Laguerre多项式的递推关系式 (4-27), 我们就能得到时滞项 e−sαj 在 u域中的幂

级数展开

e−sαj = e−ααj(
1+u
1−u

) = e−ααj +
∞∑
i=1

e−ααj(li(2ααj)− li−1(2ααj))u
i. (4-29)

上式将有利于我们得到时滞系统传递函数在 u域中一个合适的形式, 进而获得高

阶 Krylov子空间. 取展开式 (4-29)中的前 r项来近似时滞项 e−sαj

e−sαj = e−ααj(
1+u
1−u

) ≈ e−ααj +
r∑

i=1

e−ααj(li(2ααj)− li−1(2ααj))u
i. (4-30)

利用双线性变换 (4-28), 二阶时滞系统的传递函数 (4-15)在 u域中可以写为

Hu(u) =LT
(
(α(1 + u))2M + (α(1− u2))D + (1− u)2K

+

p∑
i=1

α(1− u2)Eie
−ααj(

1+u
1−u

) +

q∑
j=1

(1− u)2Fje
−αβj(

1+u
1−u

)
)−1

B.
(4-31)

将式 (4-30)代入到式 (4-31), 我们就可以得到二阶时滞系统在 u域中的近似传递函数

Hu(u) ≈ Ĥu(u) = LT
( r+2∑

k=0

Ψku
k
)−1

B, (4-32)
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其中

Ψk =





α2M + αD + K +

p∑
j=1

αEje
−ααj +

q∑
j=1

Fje
−αβj , k = 0,

2α2M − 2K +

p∑
j=1

(2ααj)αEje
−ααj −

q∑
j=1

(2 + 2αβj)Fje
−αβj , k = 1,

α2M − αD + K +

p∑
j=1

(l2 + 2ααj − 2)αEje
−ααj +

q∑
j=1

(l̄2 + 6αβj)Fje
−αβj , k = 2,

p∑
j=1

(li − li−1 − li−2 + li−3)αEje
−ααj +

q∑
j=1

(l̄i − 3l̄i−1 + 3l̄i−2 − l̄i−3)Fje
−αβj , k ≤ r,

−
p∑

j=1

(lr−1 − lr−2)αEje
−ααj −

q∑
j=1

(2l̄r − 3l̄r−1 + l̄r−2)Fje
−αβj , k = r + 1,

−
p∑

j=1

(lr − lr−1)αEje
−ααj +

q∑
j=1

(l̄r − l̄r−1)Fje
−αβj , k = r + 2,

li = li(2ααj), l̄i = li(2αβj).

从而, 基于 Krylov子空间 Kr+2
n̂ ({Ai}r+2

i=1 ; U), 其中 U = Ψ−1
0 B, Ai = −Ψ−1

0 Ψi (i =

1, 2, . . . , r +2),我们就可以应用算法 4.1构造投影矩阵W ∈ Rn×n̂m, WTW = I. 最后,

应用正交投影变换 x(t) ≈ Wx̂(t), 其中 x̂(t) ∈ Rn̂m, 我们就可以得到如下的降阶系统





M̂ ¨̂x(t) + D̂ ˙̂x(t) + K̂x̂(t) = B̂u(t)−
p∑

i=1

Êi
˙̂x(t− αi)−

q∑
j=1

F̂jx̂(t− βj),

y(t) = L̂Tx̂(t),

(4-33)

其中 M̂ = WTMW , D̂ = WTDW , K̂ = WTKW , B̂ = WTB, Êi = WTEiW , F̂j =

WTFjW , i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q, L̂ = WTL.

同样地, 我们可以证明降阶系统 (4-33)保持原始系统 (4-1)传递函数在 u域中的前

n̂个展开系数. 值得注意的是, 上述模型降阶过程中, 参数 α的选取直接影响着降阶系

统 (4-33)的近似精度. 针对二阶时滞系统, 如何选取最佳参数 α仍有待解决. 而对于线

性系统, 这一问题已经有了比较详细的讨论, 具体可以参见文献
[54, 55]

.

4.3 数值模拟

在本节中, 我们给出三个数值算例来验证所给算法的有效性. 所有的算法都是在

Matlab (R2013a)中实现. 运行环境为英特尔酷睿双核 (2.66GHz) 处理器, 1.99GB 内存

的个人电脑.
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算例 4.1 考虑如下一个二阶时滞系统





Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) = Bu(t)− Eẋ(t− α)− Fx(t− β),

y(t) = CTx(t).
(4-34)

其中系数矩阵M,D, K ∈ R174×174, B, C ∈ R174 取自于动力学模型
[1]

. 时滞项分别取为

E = 0.1I, F = 0.3I, α = 1, β = 2.

我们应用如下三种模型降阶方法对该系统进行降阶:

(1) Method-1: 第 4.2.1节中给出的对其等价的一阶系统进行降阶的 Krylov子空间

模型降阶方法;

(2) Method-2: 第 4.2.2节中给出的基于 Taylor级数展开的 Krylov子空间保结构模

型降阶方法;

(3) Method-3: 第 4.2.3节中给出的基于 Laguerre级数展开的 Krylov子空间保结构

模型降阶方法.

在此算例中, 我们取 Method-1和 Method-2中的展开点为 s0 = 0, Method-3中的

Laguerre多项式的参数为 α = 10. 在这三种方法中, 均截取相应级数展开式的前 4项

来近似非线性指数项. 三种算法所得到的降阶模型的阶数分别为 48阶 (Method-1), 24

阶 (Method-2)和 24阶 (Method-3). 图 4-1给出了原始系统和降阶系统的瞬态响应以及

对应的相对误差. 所给的输入函数为 u(t) = sin(πt). 表 4-1给出了各模型降阶方法降

阶过程的 CPU运行时间以及原始系统和各降阶系统的模拟时间. 上述模拟结果表明,

除了不能保持原始系统的二阶结构外, Method-1可以有效地对二阶时滞系统进行降阶;

而由Method-2和Method-3得到的降阶模型不仅能保持原始系统的二阶结构, 而且还

有好的近似精度; 基于 Laguerre多项式展开的Method-3的近似效果略好于基于 Taylor

级数展开的Method-2.

表 4-1 算例 4.1中各类模型降阶方法的CPU运行时间

方法 维数
计算降阶模型的

时间(s)

数值模拟

时间(s)
加速比

Original system 174 - 196.69 -

Method-1 48 2.97 26.67 7

Method-2 24 0.30 10.43 18

Method-3 24 0.32 14.50 13
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(b) 相对误差

图 4-1 算例 4.1中的原始模型及其降阶模型对输入 u(t) = sin(πt)的瞬态响应和相对误差

算例 4.2 考虑如下 1074维的建筑模型



Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) = Bu(t)− Eẋ(t− α)− Fx(t− β),

y(t) = CTx(t).
(4-35)

其中系数矩阵M, D, K ∈ R1074×1074, B, C ∈ R1074 均取自结构工程中的动力分析模

型. M 和 K 分别为质量矩阵和刚度矩阵. 所有数据取自于 http://math.nist.gov/
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MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/bcsstruc1/bcsstk08.html. 时滞项也分别取

为 E = 0.1I, F = 0.3I, α = 1, β = 2.

我们同样应用算例 4.1中的三种方法对该模型进行降阶. Method-1 和Method-2中

的展开点 s0取为 50. Method-3中的 Laguerre多项式的参数 α取为 100. 同样地, 我们

用相应级数展开式中的前 4项来近似非线性指数项. 类似于算例 4.1, 三种算法所得到

的降阶模型的阶数分别为 48阶 (Method-1), 24阶 (Method-2)和 24阶 (Method-3). 图

4-2给出了原始模型和各降阶模型在输入函数为 u(t) = e−t cos(15t)时的瞬态响应及相

对误差. 表 4-2给出了各方法模型降阶过程的 CPU运行时间以及原始系统和各降阶系

统的模拟时间. 从上面的模拟结果可以看出: 这三种方法对该算例都是有效的; 由这三

种算法构造降阶模型和模拟这些模型所消耗的总时间较原始模型显著减少.

表 4-2 算例 4.2中各类模型降阶方法的CPU运行时间

方法 维数
计算降阶模型的

时间(s)

数值模拟

时间(s)
加速比

Original system 1074 - 19961.49 -

Method-1 48 41.48 43.69 456

Method-2 24 2.88 13.15 1517

Method-3 24 3.32 28.77 693

算例 4.3 考虑下面的质量-弹簧系统
[113]





Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) = Bu(t)− Eẋ(t− τ)− Fx(t− τ),

y(t) = LTx(t).
(4-36)

这是一个带阻尼器和延迟反馈控制的耦合质量-弹簧系统, 如图 4-3. 系统的维数为 N .

系数矩阵M, D, K ∈ RN×N , M = diag{m,m, . . . , m},

K =




2κ −κ

−κ 2κ −κ

−κ 2κ −κ
. . . . . . . . .

−κ 2κ −κ

−κ κ




, D =




3c −2c

−2c 3c −c

−c 3c −2c
. . . . . . . . .

−c 3c −2c

−2c 2c




,

其中质量系数m = 1, 阻尼常数 c = 0.2及弹簧刚度为 κ = 1. 控制矩阵 E, F ∈ RN×N 分
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(b) 相对误差

图 4-2 算例 4.2中的原始模型及其降阶模型对输入 u(t) = e−t cos(15t)的瞬态响应和相对误差

别为

E =




0.1 −0.1 0

0q×(N−q)

0 0.1 −0.1
. . . . . . . . .

0 0.1 −0.1

0(N−q)×q 0




,
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F =




0.3 −0.3 0

0q×(N−q)

0 0.3 −0.3
. . . . . . . . .

0 0.3 −0.3

0(N−q)×q 0




.

向量 B 中除了最后一个元素等于 1, 其他元素全为零. 并且有 L = B. 在数值模拟中,

我们取时滞为 τ = 2, N = 4000以及 q = 200.

图 4-3 质量-弹簧系统

针对此算例, 在前两种方法Method-1和Method-2中, 我们取展开点为 s0 = 10. 而

取Method-3中的 Laguerre参数为 α = 5. 此外, 我们同样地选取相应级数展开式中的

前 4项来近似非线性指数项. 模拟过程中, 为了使得各降阶模型有相同的逼近精度, 取

Method-1所得到的一阶降阶模型的阶数为 30, 而取 Method-2和 Method-3所得到的

降阶模型的阶数为 15. 图 4-4给出了原始质量弹簧模型和各降阶模型在输入函数为

u(t) = e−0.5t sin(2t)时的瞬态响应及相对误差. 表 4-3给出了各方法模型降阶过程的

CPU运行时间以及原始系统和各降阶系统的模拟时间.

表 4-3 算例 4.3中各类模型降阶方法的CPU运行时间

方法 维数
计算降阶模型的

时间(s)

数值模拟

时间(s)
加速比

Original system 4000 - 24.89 -

Method-1 30 16.18 0.69 36

Method-2 15 1.88 0.67 37

Method-3 15 2.79 0.70 35
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(b) 相对误差

图 4-4 质量弹簧模型及其降阶模型对输入 u(t) = e−0.5t sin(2t)的瞬态响应和相对误差

从上述模拟结果可以看出, 这些降阶模型对原始系统的瞬态响应都有很好的近似

效果. 可见, 这些模型降阶方法对大型二阶时滞系统是有效的.

4.4 本章小结

在本章中, 我们研究了二阶时滞系统基于Krylov子空间的模型降阶方法, 提出了三
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种方法. 这三种方法都是利用多阶 Arnoldi算法来构造投影矩阵. 除了第一种方法, 其

他两种方法都是保结构模型降阶方法, 得到的降阶系统都能保持原始系统的二阶结构.

此外, 我们还证明了降阶模型的近似矩匹配性质. 最后, 通过数值算例验证了这三种方

法的有效性.
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5 双线性系统的多阶 Arnoldi模型降阶方法

前面 2章, 我们分别讨论了二阶线性系统和二阶时滞系统的模型降阶方法. 本章中,

我们将研究一类特殊的非线性系统―双线性系统的模型降阶方法. 该类系统在许多科

学与工程领域都有广泛的应用, 如非线性电路, 核裂变, 热传导和流体流动等
[138]

. 此外,

双线性系统也可以用来近似一些弱非线性系统
[72, 139]

. 第 3章中, 基于正交多项式的模

型降阶方法已经有效地应用于二阶线性系统, 在本章中, 我们将这种方法扩展到双线性

系统, 提出了一种多输入多输出双线性系统的时域模型降阶方法. 这种方法首先将系统

的状态变量在正交多项式张成的空间中进行展开, 然后通过递推式计算出展开系数向

量, 最后由多阶 Arnoldi算法构造投影变换矩阵, 通过投影变换得到降阶系统. 该降阶系

统的输出可以匹配原始系统输出的一定数量的正交多项式展开系数. 同时我们还讨论

了该降阶系统的近似误差及其保稳定性等问题. 此外, 我们还考虑了时域和频域混合的

双边投影模型降阶方法.

5.1 引言

一般正交多项式, 涵盖了所有类型的正交多项式以及非正交的 Taylor级数, 已经被

学者们广泛应用于控制问题, 如系统辨识, 最优控制和模型降阶等
[57, 58, 69, 140–142]

. 在本

节中, 我们简单介绍正交多项式在模型降阶中的一些重要性质.

在区间 a ≤ t ≤ b (或 a < t < b)上, 关于权函数 ω(t)正交的正交多项式 φi(t)满足

条件

〈φi(t), φj(t)〉 ≡
∫ b

a

ω(t)φi(t)φj(t)dx =

{
0, i 6= j,

ξi, i = j,

其中 〈φi(t), φj(t)〉表示内积, ξi为非零的常数.

值得注意的是, 一些经典的正交多项式: Chebyshev 多项式, Legendre 多项式,

Laguerre多项式和 Hermite多项式都可以由下面的递推式推导而来
[127]

:

φi+1(t) = (ait + bi)φi(t)− ciφi−1(t), i = 1, 2, · · · (5-1)

其中 φ0(t) = 1, φ1(t) = a0t + b0, ai, bi和 ci为与具体正交多项式相关的递推系数
[57]

. 一

些经典正交多项式的递推系数见表 5-1.

一般地, 正交多项式 φi(t)可以展开为如下的幂级数形式:

φi(t) =
i∑

j=0

fijt
j, (5-2)

其中 fij 为幂函数 tj 的展开系数. 类似地, 幂函数 ti也可以做如下的正交多项式展开:

ti =
i∑

j=0

gijφj(t). (5-3)
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表 5-1 一些经典正交多项式的递推系数

多项式 ai bi ci 权函数 ω(t) 定义区间

Chebyshev-I 2 0 1 (1− t2)−
1
2 [−1, 1]

Chebyshev-II 2 0 1 (1− t2)
1
2 [−1, 1]

Legendre 2i+1
i+1

0 i
i+1

1 [−1, 1]

Laguerre −1 2i + 1 i2 e−t [0,∞)

Hermite 2 0 2i e−t2 (−∞,∞)

显然, 如果记 F = (fij)r×r, G = (gij)r×r, I 为单位矩阵, 则我们有GF = I 和 gii = 1/fii.

由递推关系式 (5-1), 可以求得具体的展开系数 fij. 将式 (5-2)代入式 (5-1), 可以得

到
i+1∑
j=0

fi+1,jt
j = ai

i∑
j=0

fijt
j+1 + bi

i∑
j=0

fijt
j − ci

i−1∑
j=0

fi−1,jt
j.

比较上式两边关于 t的各次幂的系数, 可得展开系数的递推关系





f00 = 1, fi,−1 = 0,

fij = 0, j > i,

fi+1,j = aifi,j−1 + bifij − cifi−1,j,

其中 f10和 f11为给定的常数.

需要指出的是, 任意一个可积函数 x(t)都可以近似展开为正交多项式和幂级数的

形式

x(t) ≈
r−1∑
i=0

αiφi(t) =
r−1∑
i=0

xit
i. (5-4)

在一般情况下, 正交多项式展开要比 Taylor展开式的效果要好. 因此, 我们可以将最小

二乘法与正交多项式相结合来计算函数 x(t)的幂级数展开系数 xi.

首先, 将 x(t)在正交多项式基底下进行展开:

x(t) =
r−1∑
i=0

αiφi(t) = α0φ0(t) + α1φ1(t) + · · ·+ αr−1φr−1(t). (5-5)

由式 (5-2)和式 (5-5) , 可得:

x(t) = α0f00 + α1(f10 + f11t) + α2(f20 + f21t + f22t
2) + · · ·

+ αr−1(fr−1,0 + fr−1,1t + · · ·+ fr−1,r−1t
r−1). (5-6)
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然后, 将式 (5-6)代入式 (5-4) , 并比较 t的各次幂的系数, 就可以得到:

xi =
r−1∑
j=i

fjiαj. (5-7)

αj 的值可由多项式的正交性求得:

αj =

∫ b

a
ω(t)u(t)φj(t)dt∫ b

a
ω(t)φj

2(t)dt
.

一般来说, 上述积分可以用一些数值积分方法来计算, 如: Gauss 公式或 Simpson 公

式等. 在实际应用中, 我们可以用文献
[143]
中给出的快速简单算法来求得函数 x(t)

的 Legendre多项式展开系数. 在文献
[143]
中, Iserles 给出了一种计算函数的前 N 个

Legendre正交多项式展开系数的算法, 该算法的复杂度为 O(N log N). 在后面的数值

试验中, 我们应用此算法和式 (5-7)来计算幂级数展开系数 xi.

应该指出的是, 在对函数进行正交多项式近似展开时, 我们应该首先将函数的时间

区间变换为正交多项式的定义区间. 例如, 假设有限时间区间为 t ∈ [0, tmax], 其中 tmax

为模拟时间. 令 t̃ = 2(t/tmax − 0.5), 我们就可以将时间区间转化为 Chebyshev多项式

和 Legendre多项式的定义区间 t̃ ∈ [−1, 1]. 而当时间区间为 [0, +∞)时, 我们可以选取

Laguerre多项式或者 Hermite多项式作为函数展开的基底.

5.2 双线性系统的模型降阶

考虑如下线性时不变多输入多输出 (MIMO)双线性系统




ẋ(t) = Ax(t) +
m∑

i=1

Nix(t)ui(t) + Bu(t),

y(t) = CTx(t),

(5-8)

初始条件为 x(0) = x0, 其中 t为时间变量, x(t) ∈ Rn 为系统的状态变量, n为状态空间

的维数. u(t) ∈ Rm 和 y(t) ∈ Rp 分别为输入函数和输出函数, ui(t) 为输入函数 u(t)的

第 i个分量. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rn×p, Ni ∈ Rn×n (i = 1, 2, . . . , m)均为常数矩

阵.

Petrov-Galerkin投影类模型降阶方法的目的是, 构造投影矩阵 V, W ∈ Rn×r (r ¿
n), 其中WTV = I, 并生成一个降阶系统





˙̃x(t) = Ãx̃(t) +
m∑

i=1

Ñix̃(t)ui(t) + B̃u(t),

ỹ(t) = C̃Tx̃(t),

(5-9)

初始条件为 x̃(0) = x̃0, 其中 x̃0 = WTx0, Ã = WTAV, B̃ = WTB, C̃ = V TC,

Ñi = WTNiV (i = 1, 2, . . . , m), 使得该降阶系统能尽可能多的保持原始系统 (5-8)的性

质, 如输入输出行为和稳定性等.
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5.2.1 基本算法

在本节中, 我们将给出基于 Petrov-Galerkin投影框架的多阶 Arnoldi模型降阶方

法的具体过程, 即讨论投影矩阵 V 和W 的具体构造方法.

首先, 我们将原始系统 (5-8)的状态变量 x(t), 输入函数 u(t)和输出函数 y(t)近似

展开为:

x(t) ≈ xr(t) =
r−1∑
i=0

hit
i, (5-10)

ui(t) ≈
r−1∑
j=0

U(i, j + 1)tj, i = 1, 2, . . . , m (5-11)

y(t) ≈ yr(t) =
r−1∑
i=0

qit
i, (5-12)

其中 hi ∈ Rn, qi ∈ Rp分别为 x(t)和 y(t)的展开系数向量. U ∈ Rm×r 为输入函数 u(t)

的展开系数矩阵. 本节中, 我们记 U(:, j)为矩阵 U 的第 j 列元素. 将式 (5-10)和 (5-11)

代入式 (5-8), 我们有

˙( r−1∑
i=0

hiti
)

= A
r−1∑
i=0

hit
i +

m∑

k=1

Nk

( r−1∑
i=0

hit
i ·

r−1∑
j=0

U(k, j + 1)tj
)

+ B
r−1∑
i=0

U(:, i + 1)ti.

经整理可得:

r−2∑
i=0

(i + 1)hi+1t
i = A

r−1∑
i=0

hit
i +

2r−2∑
i=0

( i∑
j=0

m∑

k=1

NkU(k, j + 1)hi−j

)
ti + B

r−1∑
i=0

U(:, i + 1)ti.

比较上式两端常数项和 ti (i = 1, 2, . . . , r − 2) 所对应的系数, 并忽略高阶项 ti

(i ≥ r − 1), 最终可以得到





h1 = Ah0 +
m∑

k=1

NkU(k, 1)h0 + BU(:, 1)

(i + 1)hi+1 = Ahi +
i∑

j=0

m∑

k=1

NkU(k, j + 1)hi−j + BU(:, i + 1), i = 1, 2, . . . , r − 2.

(5-13)

其中 h0为给定的初始条件 x0.

注意到, 随着系数向量 hi 数量的增加, 由递推式 (5-13) 求得的系数矩阵 H =

[h0, h1, . . . , hr−1]会出现秩亏损, 即, 后面的向量 hi 会变得线性相关. 因此, 为了提高降

阶模型的数值精度, 我们将隐式构造投影矩阵 V , 使其满足

colspan{V } = colspan{ H }, V TV = I.
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由于向量 hi 是由不同的递推关系所产生, 因此, 传统的 Arnoldi 算法不适合于空间

colspan{H}. 为此, 类似于第 4章, 我们应用多阶 Arnoldi算法
[31, 118, 136]

来构造投影矩阵

V . 该算法可以用下面的算法 5.1来描述.

算算算法法法 5.1 双双双线线线性性性系系系统统统的的的多多多阶阶阶 Arnoldi算算算法法法

1: 输入: A, B, Ni, U, x0, r;

2: 初始化: v0 = x0/ ‖ x0 ‖2;

3: for i = 1, 2, · · · , r − 1 do

4: v
(0)
i =

(
Avi−1 +

∑i−1
j=0

∑m
k=1 NkU(k, j + 1)vi−1−j + BU(:, i)

)
/i;

5: for j = 1, 2, · · · , i do

6: p = vT
i−jv

(j−1)
i ;

7: v
(j)
i = v

(j−1)
i − pvi−j;

8: end for

9: vi = v
(i)
i / ‖ v

(i)
i ‖2;

10: end for

11: V = [v0, v1, · · · , vr−1];

12: 输出: V .

在算法 5.1中, U 为输入函数 u(t)的幂级数展开系数矩阵. 初始化的向量为初始条

件 x0. 如果初始条件为零, 则初始化的向量应为 {h1, h2, . . . , hr−1}中首个非零的向量.

由于算法 5.1只涉及到矩阵向量乘法, 其具有较高的计算效率. 这样, 应用算法 5.1所构

造的正交矩阵 V 以及任意的满足条件WTV = I 的矩阵W , 通过投影变换 x(t) ≈ V x̃(t)

(x̃(t) ∈ Rr), 我们就可以得到降阶模型 (5-9).

算法 5.1的计算复杂度由三部分组成: 展开系数矩阵 U 的计算; 向量 v
(0)
i 的计算以

及正交化过程. 对于输入函数 u(t) ∈ Rm , 由文献
[143]
中的快速算法计算其 Legendre展

开系数矩阵 U 的计算复杂度为 O(mr log r). 第二项的计算复杂度取决于矩阵 A, Nk 和

B 的结构和稀疏性. 当矩阵为稠密时, 其复杂度约为 O(rmn2). 向量正交化的复杂度大

约为O(r2n). 因此, 算法 5.1总的计算复杂度为O(rmn2 + r2n + mr log r), 其中, n为原

始双线性系统的阶数, m为输入函数的维数, r为降阶系统的维数.

接下来, 我们讨论由算法 5.1所得到的降阶模型 (5-9)的一些基本性质, 包括系数匹

配, 误差估计以及稳定性等.

5.2.2 系数匹配

在这一小节, 我们将证明: 如果投影矩阵 V 由算法 5.1所得, 则由此构造的降阶系
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统 (5-9)的输出函数 ỹ(t)在正交多项式空间中的展开系数匹配原始系统 (5-8)的输出函

数 y(t)的前 r项展开系数.

为此, 我们首先对降阶系统 (5-9)的状态变量 x̃(t)和输出函数 ỹ(t)进行如下的近似

展开:

x̃(t) ≈
r−1∑
i=0

h̃it
i, ỹ(t) ≈

r−1∑
i=0

q̃it
i, (5-14)

其中 h̃i ∈ Rr, q̃i ∈ Rp.

引理 5.1 若 hi ∈ Rn 和 h̃i ∈ Rr 分别为式 (5-10)和 (5-14)中 x(t)和 x̃(t)的展开系

数向量, 则我们有关系式

hi = V h̃i, i = 0, 1, . . . , r − 1,

其中, 投影矩阵 V 由算法 5.1所得.

证明 注意到 hi ∈ colspan{V }, 因此存在向量 ĥi ∈ Rr 使得

hi = V ĥi, i = 0, 1, . . . , r − 1.

由式 (5-13) , 可以得到





V ĥ1 = AV ĥ0 +
m∑

k=1

NkU(k, 1)V ĥ0 + BU(:, 1),

(i + 1)V ĥi+1 = AV ĥi +
i∑

j=0

m∑

k=1

NkU(k, j + 1)V ĥi−j + BU(:, i + 1), 1 < i < r − 1,

V ĥ0 = x0.

(5-15)

在式 (5-15)两边同时左乘矩阵WT, 就有





WTV ĥ1 = WTAV ĥ0 +
m∑

k=1

U(k, 1)WTNkV ĥ0 + WTBU(:, 1),

(i + 1)WTV ĥi+1 = WTAV ĥi +
i∑

j=0

m∑

k=1

U(k, j + 1)WTNkV ĥi−j + WTBU(:, i + 1),

WTV ĥ0 = WTx0.

(5-16)
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考虑降阶模型 (5-9), 并选取初始条件 x̃(0) = WTx0, 我们同样有



h̃1 = Ãh̃0 +
m∑

k=1

ÑkU(k, 1)h̃0 + B̃U(:, 1),

(i + 1)h̃i+1 = Ãh̃i +
i∑

j=0

m∑

k=1

ÑkU(k, j + 1)h̃i−j + B̃U(:, i + 1), 1 < i < r − 1,

h̃0 = x̃0,

(5-17)

其中 x̃0 = WTx0.

注意到

WTV = I, Ã = WTAV, B̃ = WTB, Ñi = WTNiV (i = 1, 2, . . . , m).

因此由式 (5-16)和 (5-17)可知

h̃i = ĥi, i = 0, 1, . . . , r − 1.

从而我们有 hi = V h̃i. 证毕.

定理 5.1 若 qi和 q̃i分别为式 (5-12), (5-14)中 y(t)和 ỹ(t)的展开系数向量, 则我们

就有

qi = q̃i, i = 0, 1, . . . , r − 1. (5-18)

证明 由引理 5.1, 可以得到

q̃i = C̃Th̃i = CTV h̃i = CThi = qi.

证毕.

定理 5.1表明, 降阶系统 (5-9)的输出函数 ỹ(t)能够匹配原始系统 (5-8)的输出函数

y(t)的前 r项在正交多项式空间 span{φ0(t), φ1(t), · · · , φi(t), · · · }中的展开系数. 由文

献
[127]
可知, 可测函数的正交多项式展开在 Lebesgue意义下是一致收敛的, 且正交多项

式的近似展开在最小平方误差意义下是最优的. 由此可知, 相对低阶的正交多项式近似

可以达到较高的精度. 数值试验表明, 在一些实际的工程应用问题中, 正交多项式展开

的逼近阶一般在 10 ∼ 30之间. 因此, 从定理 5.1可以看出, 我们的模型降阶方法可以有

效地处理大规模的双线性系统.

5.2.3 误差估计

为了分析降阶系统 (5-9)与原始系统 (5-8)之间的近似误差, 我们比较降阶系统和

原始系统的近似输出

ỹ(t) ≈ ỹr+k(t) =
r+k−1∑

i=0

q̃it
i
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和

y(t) ≈ yr+k(t) =
r+k−1∑

i=0

qit
i,

其中 k为任意的正整数.

首先, 我们将状态变量 x(t), x̃(t)及输入函数 u(t)进行如下近似展开:

x(t) ≈ xr+k(t) =
r+k−1∑

i=0

hit
i,

x̃(t) ≈ x̃r+k(t) =
r+k−1∑

i=0

h̃it
i,

ui(t) ≈
r+k−1∑

j=0

U(i, j + 1)tj, i = 1, 2, . . . , m.

由递推关系式 (5-13), 我们就可以得到如下关于 hi (i = 0, 1, . . . , r + k − 1)的线性方程

组 [
A11 0

A21 A22

][
H1

H2

]
=

[
B1

B2

]
, (5-19)

其中

H1 =




h0

h1

...

hr−1




, H2 =




hr

hr+1

...

hr+k−1




, B1 =




x0

BU(:, 1)
...

BU(:, r − 1)




, B2 =




BU(:, r)

BU(:, r + 1)
...

BU(:, r + k − 1)




,

A11 =




I 0 0 · · · 0

−(A + M1) I 0 · · · 0

−M2 −(A + M1) 2I · · · 0
...

...
. . . . . .

...

−Mr−1 −Mr−2 · · · −(A + M1) (r − 1)I




,

A21 =




−Mr −Mr−1 · · · −(A + M1)

−Mr+1 −Mr · · · −M2

...
...

...
...

−Mr+k−1 −Mr+k−2 · · · −Mk




,

A22 =




rI 0 0 · · · 0

−(A + M1) (r + 1)I 0 · · · 0

−M2 −(A + M1) (r + 2)I · · · 0
...

...
. . . . . .

...

−Mk−1 −Mk−2 · · · −(A + M1) (r + k − 1)I




,
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Mj =
∑m

k=1 NkU(k, j).

类似地, 记Wr(V ) = diag{V, V, · · · , V︸ ︷︷ ︸
r−terms

}, 则系数向量 h̃i (i = 0, 1, . . . , r + k − 1)满

足如下形式的线性方程组:

[
Ã11 0

Ã21 Ã22

][
H̃1

H̃2

]
=

[
B̃1

B̃2

]
, (5-20)

其中

H̃1 =




h̃0

h̃1

...

h̃r−1




, H̃2 =




h̃r

h̃r+1

...

h̃r+k−1




,

以及 Ã11 = Wr(W
T)A11Wr(V ), Ã21 = Wk(W

T)A21Wr(V ), Ã22 = Wk(W
T)A22Wk(V ),

B̃1 = Wr(W
T)B1, B̃2 = Wk(W

T)B2.

由引理 5.1可知

H1 = Wr(V )H̃1.

这样, 我们就有下面关于近似输出 yr+k(t)和 ỹr+k(t)之间的关系的定理.

定理 5.2 若原始系统的有限时间区间为 [−1, 1] 1, 则对于原始系统 (5-8)的近似输

出变量 yr+k(t)和降阶系统 (5-9)的近似输出变量 ỹr+k(t), 成立关系

∥∥yr+k(t)− ỹr+k(t)
∥∥

2
≤
√

k
∥∥C

∥∥
2

∥∥V WT − I
∥∥

2

∥∥A−1
22 (B2 − A21A

−1
11 B1)

∥∥
2
.

证明 由式 (5-19)和式 (5-20), 可以得到

A21H1 + A22H2 = B2, Ã21H̃1 + Ã22H̃2 = B̃2, (5-21)

及 H2 = A−1
22 (B2 − A21A

−1
11 B1). 因为 H1 = Wr(V )H̃1, 所以, 我们有

A21Wr(V )H̃1 + A22H2 = B2.

1 对于任意的有限时间区间 [a, b], 其中 a, b有限且 a < b, 应用变换 t̄ = 2
b−a t − a+b

b−a , 我们都可以将

区间 [a, b]变换到 [−1, 1]. 通过时间变换, 原始系统 (5-8)转化为:





˙̂x(t̄) = Âx̂(t̄) +
m∑

i=1

N̂ix̂(t̄)ûi(t̄) + B̂û(t̄),

ŷ(t̄) = ĈTx̂(t̄),

其中 x̂(t̄) = x(t), û(t̄) = u(t), ŷ(t̄) = y(t), Â = ((b−a)/2)A, B̂ = ((b−a)/2)B, Ĉ = C, N̂i = ((b−a)/2)Ni

(i = 1, 2, . . . , m).

76



5 双线性系统的多阶 Arnoldi模型降阶方法

由此, 我们可得

Wk(W
T)A21Wr(V )H̃1 +Wk(W

T)A22H2 = Wk(W
T)B2.

经整理, 上式可写为

Ã21H̃1 +Wk(W
T)A22H2 = B̃2.

结合式 (5-21), 我们就有

H̃2 = (Ã22)
−1Wk(W

T)A22H2.

因此, 成立

∥∥Wk(V )H̃2 −H2

∥∥
2

=
∥∥Wk(V )(Ã22)

−1Wk(W
T)A22H2 −H2

∥∥
2

≤
∥∥Wk(V )(Ã22)

−1Wk(W
T)A22 − I

∥∥
2

∥∥H2

∥∥
2

=
∥∥V WT − I

∥∥
2

∥∥A−1
22 (B2 − A21A

−1
11 B1)

∥∥
2
.

进一步, 由引理 5.1, 我们就可以得到

∥∥xr+k(t)− V x̃r+k(t)
∥∥

2
=

∥∥∥
r+k−1∑

i=0

(hi − V h̃i)t
i
∥∥∥

2

=
∥∥∥

[
In tIn · · · tr+k−1In

]
[

H1 −Wr(V )H̃1

H2 −Wk(V )H̃2

] ∥∥∥
2

≤
∥∥∥H2 −Wk(V )H̃2

∥∥∥
2

∥∥∥
[
trIn tr+1In · · · tr+k−1In

] ∥∥∥
2

≤
∥∥V WT − I

∥∥
2

∥∥A−1
22 (B2 − A21A

−1
11 B1)

∥∥
2

√√√√
r+k−1∑

i=r

t2i

≤
√

k
∥∥V WT − I

∥∥
2

∥∥A−1
22 (B2 − A21A

−1
11 B1)

∥∥
2
.

再由 y(t) = CTx(t)和 ỹ(t) = CTV x̃(t), 就有

∥∥yr+k(t)− ỹr+k(t)
∥∥

2
≤
√

k
∥∥C

∥∥
2

∥∥V WT − I
∥∥

2

∥∥A−1
22 (B2 − A21A

−1
11 B1)

∥∥
2
.

这样就完成了定理的证明. 证毕.

5.2.4 稳定性

众所周知, 在区间 [0,∞)上, 线性系统是有界输入有界输出 (BIBO)稳定的, 如果

对任何有界的输入, 输出在区间 [0,∞)上都是有界的. 而在一般情况下, 双线性系统的

BIBO稳定性比较复杂, 并且对于双线性系统, 其稳定性有许多不同的描述. 在大多数

情况下, 最基本的要求是系数矩阵 A是稳定的. 基于投影的模型降阶方法一般不能保

持系数矩阵的稳定性. 但值得庆幸的是, 在构造降阶系统 (5-9)的过程中, 我们只要求

77



西安交通大学博士学位论文

投影矩阵W 满足条件WTV = I, 而没有其他更多的限制. 因此, 我们可以通过投影矩

阵W 的选取, 使得降阶模型不仅能匹配原始系统输出的展开系数, 而且还能保持原始

系统系数矩阵 A的稳定性. 一种特殊情形是, 矩阵 A是负定的, 即对于任意的非零向量

x ∈ Rn \ {0}, 都有 xTAx < 0. 此时, 我们可以选取W = V , 其中矩阵 V 由算法 5.1所

得. 在这种情况下, 我们有 Ã = V TAV . 由此可知降阶系统的系数矩阵 Ã是稳定的.

下面的结果表明, 我们可以构造特殊的投影矩阵W 来得到保持系数矩阵稳定性的

降阶系统.

定理 5.3
[144]
给定双线性系统 (5-8), 且系数矩阵 A的所有特征值的实部均小于零,

即对于所有的 i,有: R(λi(A)) < −σ ≤ 0. 假设矩阵P = PT > 0满足ATP+PA+2σP <

0. 则对于降阶系统 (5-9)的系数矩阵 Ã , 有: R(λi(Ã)) < −σ, 如果投影矩阵W 满足

WT = (V TPV )−1V TP,

其中矩阵 V 由算法 5.1所得.

定理 5.4
[144]
给定双线性系统 (5-8), 且系数矩阵 A是稳定的. 假设矩阵 Q > 0满

足 ATQ + QA < 0. 则降阶系统 (5-9)的系数矩阵 Ã是稳定的, 如果投影矩阵W 满足

WT = (V TQV )−1V TQ,

其中矩阵 V 由算法 5.1所得.

定理 5.5 给定双线性系统 (5-8), 且系数矩阵 A是稳定的. 假设 P 为矩阵 AT 的一

个不变子空间. 则降阶系统 (5-9)的系数矩阵 Ã是稳定的, 如果 PTV 是可逆矩阵, 且

WT = (PTV )−1PT,

其中矩阵 V 由算法 5.1所得.

证明 由不变子空间 P 的定义, 我们有 ATP = PE , 且有σ(E) ⊆ σ(A), 其中 σ(A)

表示矩阵 A的所有特征值的集合. 显然, 矩阵 E 是稳定的. 如果

WT = (PTV )−1PT,

则我们可以得到

Ã = WTAV = (PTV )−1PTAV.

即有

Ã = (PTV )−1ET(PTV ).

由此可知矩阵 Ã是稳定的. 证毕.
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5.2.5 双边投影方法

双线性系统 (5-8)的外部描述可以借助下面的 Volterra级数来表示
[145]

y(t) =
∞∑

k=1

∫ t

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tk−1

0

h(t1, t2, . . . , tk) ·
(
u(t−

k∑
i=1

ti)⊗ · · · ⊗ u(t− tk)
)
dtk · · · dt1.

相应的第 k个正则 (regular) Volterra核函数为

h(t1, t2, . . . , tk) = CTeAtkN(Im ⊗ eAtk−1N) · · · (Im ⊗ · · · ⊗ Im︸ ︷︷ ︸
k−1 times

⊗eAt1B)

其中 N = [N1, N2, . . . , Nm] ∈ Rn×mn, ⊗表示矩阵的 Kronecker积.

矩阵 A = (aij) ∈ Rm×n和矩阵 B = (bij) ∈ Rp×q 的 Kronecker积定义为:

A⊗B =




a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
. . .

...

am1B am1B · · · amnB



∈ Rmp×nq.

上述定义的矩阵的 Kronecker积有如下性质:

(1) (A⊗B)T = AT ⊗BT;

(2) 设矩阵 A, B都可逆, 则 (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1;

(3) (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C) = A⊗B ⊗ C;

(4) (A + B)⊗ (C + D) = A⊗ C + A⊗D + B ⊗ C + B ⊗D;

(5) 只要乘积 AC, BD有意义, 则 (A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD.

对 Volterra核函数 h(t1, t2, . . . , tk)应用多变量的 Laplace变换, 就可以得到双线性

系统 (5-8)的第 k个传递函数
[73, 74]

H(s1, · · · , sk) = CT(skI−A)−1N
(
Im⊗(sk−1I−A)−1N

) · · · ( Im ⊗ · · · ⊗ Im︸ ︷︷ ︸
k−1 times

⊗(s1I−A)−1B
)
.

(5-22)

我们可以将传递函数H(s1, . . . , sk)在展开点 si = σi处进行展开, 其中 σi ∈ R, (i =

1, 2, . . . , k), 且 σi不是矩阵 A的特征值.利用 Neumann展开式及矩阵Kronecker积的性

质, 我们有

H(s1, · · · , sk) =
∞∑

lk=1

· · ·
∞∑

l1=1

m(l1, l2, . . . , lk)(s1 − σ1)
l1−1(s2 − σ2)

l2−1 · · · (sk − σk)
lk−1,

其中m(l1, l2, . . . , lk)称为系统在点 σi处的矩, 其表达式为

m(l1, l2, . . . , lk) = (−1)kCTA−lk
k N(Im ⊗ A

−lk−1

k−1 N) · · · (Im ⊗ · · · ⊗ Im︸ ︷︷ ︸
k−1 times

⊗A−l1
1 B),
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其中 Ai = A− σiI (i = 1, 2, . . . , k).

在本节中, 为记法简单, 我们仅考虑展开点为 si = ∞ (i = 1, 2, . . . , k). 对于其他类

型的展开点均有类似的结论. 由矩阵 (siI − A)−1 (si = ∞)的 Neumann展开式及矩阵

Kronecker积的性质, 我们有

H(s1, · · · , sk) =
∞∑

lk=1

· · ·
∞∑

l1=1

m(l1, l2, . . . , lk)s
−l1
1 s−l2

2 · · · s−lk
k ,

其中, m(l1, l2, . . . , lk)称为相应的高频矩 (或称为Markov参数), 其表达式为:

m(l1, l2, . . . , lk) = CTAlk−1N(Im ⊗ Alk−1−1N) · · · (Im ⊗ · · · ⊗ Im︸ ︷︷ ︸
k−1 times

⊗Al1−1B), (5-23)

其中 li为非负整数. 具体过程可参见文献
[74]

.

类似于文献
[74, 78]

, 我们可以将算法 5.1 (构造投影矩阵 V )与 Krylov子空间模型降

阶方法 (构造投影矩阵W 并保证矩阵WTV 非奇异)相结合, 从而使得构造的降阶模型

(5-24)能同时保持原始系统 (5-8)在时间域和频率域上的某些性质, 提高降阶模型的近

似精度: 



˙̂x(t) = Âx̂(t) +
m∑

i=1

N̂ix̂(t)ui(t) + B̂u(t),

ŷ(t) = ĈTx̂(t),

(5-24)

其中 Â = (WTV )−1WTAV , N̂i = (WTV )−1WTNiV (i = 1, 2, . . . , m), Ĉ = V TC, B̂ =

(WTV )−1WTB. 显然有 N̂ = [N̂1, N̂2, . . . , N̂m] = (WTV )−1WTN(Im ⊗ V ).

对于给定的矩阵 A ∈ Rn×n和矩阵 B ∈ Rn×m, 其 q阶块 Krylov子空间定义为

Kq(A,B) = span{B, AB, . . . , Aq−1B}.

定理 5.6 给定双线性系统 (5-8). 投影矩阵 V 由算法 5.1求得, 投影矩阵W 按如下

方式求得:

colspan{W1} = Kq(A
T, C);

colspan{Wk} =
m⋃

i=1

Kq(A
T, NTWk−1), k = 2, 3, . . . , r0;

colspan{W} =

r0⋃

k=1

colspan{Wk}.

如果矩阵WTV ∈ Rr×r 为非奇异矩阵, 则降阶系统 (5-24)的输出函数 ŷ(t)能够匹配原

始系统 (5-8)的输出函数 y(t)的前 r 项正交多项式展开系数; 并且降阶系统 (5-24)的

第 qk 个高频矩 m̂(l1, l2, · · · , lk) (k = 1, 2, . . . , r0)等于原始系统 (5-8)的第 qk 个高频矩

m(l1, l2, · · · , lk), 其中 l1, l2, . . . , lk = 1, 2, . . . , q.
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证明 定理的第一部分可以由定理 5.1直接得到. 对于定理的第二部分, 我们仅证明

降阶系统 (5-24)的高频矩 m̂(l1)和 m̂(l1, l2)匹配原始系统 (5-8)对应的高频矩 m(l1)和

m(l1, l2) (l1, l2 = 1, 2, . . . , q). 更高阶的矩匹配可由归纳法直接推得.

类似地, 降阶系统 (5-24)的高频矩为

m̂(l1, l2, · · · , lk) = ĈTÂlk−1N̂(Im ⊗ Âlk−1−1N̂) · · · (Im ⊗ · · · ⊗ Im︸ ︷︷ ︸
k−1 times

⊗Âl1−1B̂),

其中 Â = (WTV )−1WTAV, N̂ = (WTV )−1WTN(Im ⊗ V ), B̂ = (WTV )−1WTB, Ĉ =

V TC.

首先, 我们证明 m̂(l1) = m(l1) (l1 = 1, 2, . . . , q).

由投影矩阵 W 的构造过程可知, 存在矩阵 Kl1 使得 (Al1−1)TC = WKl1 (l1 =

1, 2, . . . , q). 因此, 对于 l1 = 1, 2, · · · , q, 我们就有

m̂(l1) = ĈTÂl1−1B̂

= CTV (WTV )−1WTAV Âl1−2B̂

= KT
1 WTV (WTV )−1WTAV Âl1−2B̂

= CTAV Âl1−2B̂

= KT
2 WTV (WTV )−1WTAV Âl1−3B̂

= CTA2V Âl1−3B̂

...

= CTAl1−1V B̂

= KT
l1
WTV (WTV )−1WTB

= CTAl1−1B

= m(l1).

接下来, 我们证明降阶系统 (5-24)的高频矩 m̂(l1, l2)匹配原始系统 (5-8)对应的高

频矩m(l1, l2) (l1, l2 = 1, 2, . . . , q).

类似于前面的证明过程, 对于任意的 i ∈ {1, 2, . . . , m}, 都存在矩阵K
(i)
l1,l2
使得

(Al1−1)TNT
i (Al2−1)TC = WK

(i)
l1,l2

, l1, l2 = 1, 2, . . . , q.
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因此, 由上面的结论, 对于任意的 l1, l2 = 1, 2, · · · , q,我们就有

ĈTÂl2−1N̂iÂ
l1−1B̂ = CTAl2−1V N̂iÂ

l1−1B̂

= KT
l2
WTV (WTV )−1WTNiV Âl1−1B̂

= CTAl2−1NiV Âl1−1B̂

= (K
(i)
1,l2

)TWTV Âl1−1B̂

= (K
(i)
1,l2

)TWTV (WTV )−1WTAV Âl1−2B̂

= CTAl2−1NiAV Âl1−2B̂

...

= CTAl2−1NiA
l1−1V B̂

= (K
(i)
l1,l2

)TWTV (WTV )−1WTB

= CTAl2−1NiA
l1−1B.

即对于任意的 i = 1, 2, · · · ,m,成立

ĈTÂl2−1N̂iÂ
l1−1B̂ = CTAl2−1NiA

l1−1B.

因此, 对于任意的 l1, l2 = 1, 2, · · · , q,我们可以得到

m̂(l1, l2) = ĈTÂl2−1N̂(Im ⊗ Âl1−1B̂) = CTAl2−1N(Im ⊗ Al1−1B) = m(l1, l2),

这样就完成了定理的证明. 证毕.

注 5.1 我们称定理 5.6中的方法为双边投影模型降阶方法. 在实际计算中, Krylov

子空间的维数通常没有必要对所有的 k都相同. 我们只需要调整参数 q和 r0 保证矩阵

WTV 的非奇异性. 而除了应用匹配高频矩的 Krylov子空间外, 我们还可以选取其他类

型的子空间来匹配原始系统其他的矩, 如匹配低频矩等.

注 5.2 双边投影模型降阶方法可能会使得降阶模型能更好地近似原始系统, 因为

所得的降阶系统在时间域匹配原始系统的展开系数, 同时在频率域匹配原始系统的矩.

然而, 这类方法却有可能产生病态的系数矩阵和不稳定的降阶系统. 为此, 我们可以应

用下面的方式构造降阶系统:




˙̌x(t) = Ǎx̌(t) +
m∑

i=1

Ňix̌(t)ui(t) + B̌u(t),

y̌(t) = ČTx̌(t),

(5-25)

其中 Ǎ = QTAQ, B̌ = QTB, Č = QTC, Ňi = QTNiQ (i = 1, 2, . . . , m), colspan{Q} =

colspan{W}⋃
colspan{V }且满足 QTQ = I. 显然, 降阶系统 (5-25)也有定理 5.6中的

结论.
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5.3 数值模拟

本节中, 我们给出两个数值算例来验证提出算法的有效性, 并将新算法与已有

文献
[73–75, 78]

中的 Krylov 子空间模型降阶方法作了比较. 所有的算法都是在 Matlab

(R2013a)中实现, 并用命令 ode15s 求解算例相关的微分方程. 运行环境为英特尔酷睿

双核 (2.66GHz) 处理器, 1.99GB 内存的个人电脑.

算例 5.1 首先, 我们考虑一个 10000阶的双线性系统
[75, 78]

, 其系数矩阵为:

A =




−10 2

7 −10 2
. . . . . . . . .

7 −10 2

7 −10




, N1 =




0 −1

1 0 −1
. . . . . . . . .

1 0 −1

1 0




,

N2 = 2I −N1, B = C ∈ R10000×2. 矩阵 B 除了 B(1, 1) = B(2, 2) = 1之外, 其余元素均

为 0. 初始条件为 x(0).

我们用以下模型降阶方法来构造降阶模型:

(1) Method-1: 基于单个点处矩匹配的 Krylov子空间模型降阶方法
[73, 75]

;

(2) Method-2: 在多个插值点处矩匹配的 Krylov子空间模型降阶方法
[74, 78]

;

(3) Method-3: 基于 Taylor展开的算法 5.1, 并且取W = V ;

(4) Method-4: 基于 Legendre正交多项式展开的算法 5.1, 并且取W = V ;

(5) Method-5: 定理 5.6中给出的双边投影模型降阶方法.

这里, 在 Method-1中, 我们得到在展开点 0处保持低频矩匹配的 20阶降阶模型.

在 Method-2 中, 我们取保持矩匹配的多个展开点分别为: 0, 100 和 ∞. 由 Method-3

和 Method-4所得到的降阶模型的阶数均为 11. 而在 Method-5中, 我们应用注 5.2中

的方法得到了 20阶的降阶模型. 图 5-1和图 5-2分别给出了原始系统和各个降阶系

统对于输入函数 u(t) = [sin(10t)e−0.5t, e−2t]T 和 u(t) = [cos(πt), cos(2πt)]T 的模拟结

果, 包括原始系统的瞬态响应和降阶模型相应的绝对误差. 我们取初始条件分别为

x(0) = [1, 1, . . . , 1]T和 x(0) = [0, 0, . . . , 0]T. 图 5-2还给出了基于不同正交多项式的

降阶模型的绝对误差.

从该算例的模拟结果, 我们可以看出: 通过这五种模型降阶方法得到的降阶模型

都能够很好地近似 10000阶原始系统的瞬态响应; 其他四种降阶方法的近似效果比

Method-1稍好;对于相同的近似精度,由算法 5.1得到的降阶模型的阶数要比Method-2

所得到的降阶模型的阶数小; 双边投影模型降阶方法对此算例的近似效果非常好. 此算

例中, 基于五种不同的正交多项式的降阶模型有差不多相同的近似效果.
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(b) 相对误差

图 5-1 算例 5.1对于输入 u(t) = [sin(10t)e−0.5t, e−2t]T 的输出 y1(t)及各降阶模型的绝对误差

算例 5.2 我们考虑一个包含非线性电阻和独立电流源的 RC电路, 见图 5-3, 该系

统经常出现在研究非线性系统模型降阶的文献中
[60, 72–74, 79]

. 该电路系统可以用下面的

非线性系统来描述




v̇(t) = f(v(t)) + bu(t),

y(t) = cTv(t),
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(c) 不同正交多项式的绝对误差

图 5-2 算例 5.1对于输入函数 u(t) = [cos(πt), cos(2πt)]T的输出 y2(t)及各降阶模型的绝对误差

其中 v = [v1, v2, · · · , vN ]T为电路中 N 个节点电压, u(t)为对独立电流源的输入信号,

f(v) =




−g(v1)− g(v1 − v2)

g(v1 − v2)− g(v2 − v3)
...

g(vk−1 − vk)− g(vk − vk+1)
...

g(vN−1 − vN)




∈ RN , b = c =




1

0
...

0



∈ RN ,

g(z) = e40z + z − 1. 非线性函数 f(v)的 Taylor展开式为

f(v) = A1v + A2(v ⊗ v) + A3(v ⊗ v ⊗ v) + · · · ,
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其中 Ai ∈ RN×N i
为函数 f(v) 关于 v 的第 i 阶导数矩阵, ⊗ 表示 Kronecker 积. 应用

Carleman双线性化
[139]

, 就可以得到如下形式的双线性系统





ẋ =

[
A1 A2

0 A1 ⊗ I + I ⊗ A1

]
x +

[
0 0

b⊗ I + I ⊗ b 0

]
xu +

[
b

0

]
u,

y =
[
cT 0

]
x,

系统的状态变量为

x =

[
v

v ⊗ v

]
.

这里, 该双线性系统的维数为 n = N + N2. 关于这些系数矩阵以及这个例子的详细信

息可以参见文献
[73]

.

图 5-3 非线性 RC电路

在数值模拟中, 我们设定 N = 100, 从而双线性系统的维数为 10100. 为了便于比

较,在此算例中,取Method-3为匹配原始系统高频矩的Krylov子空间模型降阶方法
[74]

,

而其余的四种方法与算例 5.1中的一样. 这里,在Method-1和Method-3中,我们取降阶

系统匹配 12+3 · 3阶矩.在Method-2中,取展开点分别为 σ1 = σ2 = 0, 100,∞(3+2 · 2).

由于在双边投影模型降阶方法 Method-5中, 两个降阶系统的系数矩阵 WTV 的条件

数分别为 6.8090 × 103 和 1.5879 × 106, 因此, 由注 5.2, 我们选取新的投影矩阵 Q使得

colspan{Q} = colspan{W}⋃
colspan{V }, QTQ = I. 图 5-4和图 5-5分别给出了该算

例对于输入函数 u(t) = e−t和 u(t) = sin(200t)的数值模拟结果.

从模拟结果可以看出, 在这个算例中, 由算法 5.1得到的 14阶降阶模型对原始系统

有比较精确的近似, 并且对于双边投影模型降阶方法, 注 5.2中给出的改进方法是有效

的. 此算例中, 基于 Chebyshev多项式和 Legendre多项式的降阶模型的近似效果略优

于基于 Laguerre多项式和 Hermite多项式的降阶模型.

应该指出, 当用正交多项式逼近一个给定的函数时, 我们应考虑收敛行为. 特别地,

由于 Laguerre多项式和 Hermite多项式的零点广泛分布于区间 [0, +∞)和 (−∞, +∞),

因此, Chebyshev多项式和 Legendre多项式较它们有相对比较好的收敛性质
[127]

. 基
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于 Chebyshev多项式和 Legendre多项式的模型降阶方法比较适合于对有限时间区间

[a, b]上的大型系统进行降阶, 而 Laguerre多项式和 Hermite多项式更适合于在时间区

间 [0, +∞)上的模型降阶. 而这些正交多项式模型降阶方法的降阶效果还与处理的具

体问题有关.
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(b) 相对误差

图 5-4 算例 5.2中输入为 u(t) = e−t 时系统的瞬态响应及各降阶模型的相对误差
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(b) 相对误差
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(c) 不同正交多项式的相对误差

图 5-5 算例 5.2中输入为 u(t) = sin(200t)时系统的瞬态响应及各降阶模型的相对误差

5.4 本章小结

本章中, 我们考虑了多输入多输出双线性系统的基于正交多项式的时域模型降阶

方法, 提出了一种多阶 Arnoldi模型降阶算法. 该算法通过多阶 Arnoldi过程构造降阶

投影矩阵, 得到的降阶模型的输出可以匹配原始系统输出一定数量的展开系数 (在正交

多项式基底下). 左投影矩阵的自由选择使得降阶系统可以在一定条件下保持原始系统

系数矩阵 A的稳定性. 此外, 针对双边投影的模型降阶方法, 我们给出了一个能有效避

免产生坏条件系数矩阵的双边投影方法. 该方法有效地结合了单边投影和双边投影方

法各自的优点. 最后, 通过两个数值算例验证了我们所给出算法的有效性.
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6 结论与展望

在本章中, 我们对前面各章的研究工作进行了总结, 并在此基础上提出了一些值得

继续研究的问题．

6.1 结论

本论文主要研究了几类大型动力系统基于 Arnoldi算法和基于正交多项式的模型

降阶方法. 首先我们讨论了分数阶线性时不变系统基于 Arnoldi和多点 Arnoldi算法

的模型降阶方法. 然后讨论了二阶线性系统的正交多项式模型降阶, 给出了两种基于

正交多项式的模型降阶方法. 接着, 针对带时滞的二阶线性系统, 给出了两种基于多阶

Arnoldi算法的模型降阶方法. 最后, 我们将正交多项式与多阶 Arnoldi算法相结合, 给

出了双线性系统基于正交多项式和多阶 Arnoldi算法的模型降阶方法. 另外, 对上述几

种模型降阶方法, 我们还详细分析了降阶系统的近似误差及其一些重要性质, 如系数匹

配, 稳定性和保结构性等, 并通过数值模拟验证了算法的高效性.

具体地, 本论文的主要研究成果包括以下几个方面.

(一) 提出了分数阶线性系统的基于 Arnoldi算法的模型降阶方法: 单点 Arnoldi模

型降阶方法和多点 Arnoldi模型降阶方法, 并详细讨论了降阶后系统的误差及其可控

性、可观性和稳定性等. 该类方法通过隐式的矩匹配及多点矩匹配等技术, 有效地克服

了已有的分数阶系统模型降阶方法的数值不稳定性和局部收敛性等缺点. 最后, 数值模

拟验证了算法的有效性.

(二) 提出了二阶系统的基于正交多项式的保结构模型降阶方法. 该类方法首先将

系统的状态变量在以正交多项式为基底的空间中进行展开, 然后根据系统状态变量的

多项式展开系数构造投影变换矩阵, 最后利用该矩阵通过投影变换求得降阶系统. 通过

该方法得到的降阶系统不仅能够匹配原始系统一定数量的多项式展开系数, 而且能够

保持原始系统的二阶结构. 我们还对降阶系统的误差及其稳定性进行了详细的分析. 大

量的数值模拟验证了该保结构模型降阶方法的准确性和高效性.

(三) 提出了二阶时滞系统的基于多阶 Arnoldi算法的模型降阶方法. 该类方法首

先将原始系统传递函数中, 由时滞产生的非线性指数项分别用 Taylor级数和 Laguerre

正交多项式进行近似. 然后根据近似的传递函数构造相应的高阶 Krylov子空间, 并利

用多阶 Arnoldi算法, 求得变换投影矩阵. 最后利用该矩阵通过投影变换求得降阶模型.

该降阶模型能够匹配原始系统一定数量的近似矩, 也能够保持原始系统的二阶结构. 数

值模拟验证了算法的有效性.

(四) 提出了多输入多输出双线性系统的基于正交多项式和多阶 Arnoldi算法的模

型降阶方法. 该方法首先将双线性系统的状态变量在正交多项式基底下进行展开, 然后
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根据系统状态方程得到展开系数的递推式, 并应用多阶 Arnoldi算法求得展开系数所张

成空间的一组标准正交基, 构造出投影变换矩阵, 最后利用该矩阵通过投影变换求得降

阶模型. 该方法将多阶 Arnoldi算法与正交多项式相结合, 不仅保证了一定的降阶精度,

而且整个降阶过程稳定而高效. 我们还详细讨论了降阶系统的近似误差, 给出了误差估

计式, 同时, 还给出了降阶系统保持原始系统系数矩阵稳定性的一些条件. 数值试验验

证了该算法的有效性.

6.2 展望

在这篇博士论文的基础上, 我们还可以从以下几个方面进行进一步的研究和探讨:

(一) 分数阶系统的平衡截断模型降阶方法研究. 平衡截断方法是一种理论比较完

善的模型降阶方法, 该类方法在线性系统中的发展也比较成熟, 但其在分数阶系统中的

应用还有待进一步的研究.

(二) 进一步研究和完善正交多项式模型降阶方法, 研究该类方法中遇到的大规模

线性方程组的数值求解问题和降阶过程中的输入相关性问题, 进一步完善该类方法的

误差估计.

(三) 非线性系统的模型降阶方法研究. 非线性系统由于其自身的复杂性, 其模型降

阶方法发展还比较缓慢, 有许多未能解决的问题, 将是今后研究的重点.
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