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摘要

摘要

偏微分方程与动力系统是刻画复杂物理与工程现象的基础数学
工具. 深度学习在逼近非线性动力系统以及构建偏微分方程代理模型
方面展现出巨大的应用潜力. 然而, 现有方法在控制模型复杂度, 捕获
长期时间动态以及融合底层物理规律等方面仍面临挑战. 针对上述问
题, 本文围绕神经常微分方程 (Neural Ordinary Differential Equations,
NODEs) 展开研究, 从基础的动力系统非线性逼近理论到面向偏微分
方程的算子学习算法进行了系统的探讨. 本文的主要研究内容与贡献
可归纳为以下两个部分:

针对动力系统的逼近问题,本文提出了一种参数量相较于NODEs
较少的半自治神经常微分方程 (Semi­Autonumous NODEs)框架. 在理
论层面, 系统研究了 SA­NODEs 针对动力系统的逼近性质. 在有限时
间区间与一般性假设下, 证明了当网络宽度趋于无穷大时, 模型收敛
于原动力系统. 进一步地, 在附加的正则性条件下, 借助 Barron 空间
的定量逼近理论, 明确了逼近误差随网络宽度变化的严格收敛速率.
基于该常微分方程的逼近结果, 本文推导并证明了利用神经传输方程
逼近真实传输方程的理论收敛率. 数值实验部分涵盖了多类常微分方
程系统与传输方程, 验证了 SA­NODEs 在捕获动力学演化特征方面
的有效性. 对比结果表明, SA­NODEs 在降低模型架构复杂度的同时,
具备良好的数值表现.

针对偏微分方程的算子学习问题, 本文提出了一种深度神经常微
分方程算子网络 (NODE Operator Network, NODE­ONet) 框架. 现有
算子学习方法通常缺乏对偏微分方程固有领域知识的利用, 导致其
在刻画时间动态规律及超越训练时间域的外推泛化方面存在局限.
NODE­ONet 框架采用编码器­解码器架构以缓解上述问题, 具体包含
三个核心组件: 对输入函数进行空间离散化的编码器, 捕获潜在时间
动态的神经常微分方程, 以及在物理空间内重建数值解的解码器. 在
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理论方面, 本文对一般的编码器­解码器架构进行了统一的误差分析.
在算法设计方面, 提出了物理编码的神经常微分方程, 将底层偏微分
方程特定的数学结构融入网络中. 该设计在相较于 DeepONet 算法降
低模型复杂度的同时, 改善了计算效率与泛化能力. 在一维非线性反
应­扩散方程与二维 Navier­Stokes 方程上的数值模拟表明, 该方法具
备较高的数值精度与超越训练时间框架的预测能力. 此外, 框架支持
灵活接入多类编码器与解码器, 并在结构相关的偏微分方程族中具备
泛化能力, 提供了一种可扩展的物理编码计算工具.

综上所述, 本文在理论层面建立了半自治神经常微分方程的逼近
性质与收敛性估计, 在应用层面构建了融合物理结构先验的高效算子
学习框架. 相关研究为复杂动力系统的降维建模与偏微分方程的高效
数值求解提供了理论支撑与算法参考.

关键词: 神经常微分方程,算子学习,误差分析,机器学习,科学计
算.
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Abstract

Abstract

Partial differential equations (PDEs) and dynamical systems are fun­
damental mathematical tools for characterizing complex physical and engi­
neering phenomena. Deep learning has demonstrated significant potential
in approximating nonlinear dynamical systems and constructing surrogate
models for PDEs. However, existing methods still face challenges in con­
trolling model complexity, capturing long­term temporal dynamics, and
incorporating underlying physical laws. To address these issues, this thesis
centers on neural ordinary differential equations (NODEs), conducting a
systematic investigation ranging from the foundational nonlinear approx­
imation theory of dynamical systems to operator learning algorithms for
PDEs. The main research contents and contributions of this thesis can be
summarized into the following two parts:

Targeting the approximation of dynamical systems, this thesis pro­
poses a semi­autonomous neural ordinary differential equation (SA­NODE)
framework, which employs fewer parameters compared to vanilla NODEs.
Theoretically, we systematically investigate the approximation properties
of SA­NODEs for dynamical systems. Under a finite­time horizon and gen­
eral assumptions, we establish an asymptotic approximation result, demon­
strating that the approximation error vanishes as the width of the neural
network approaches infinity. Furthermore, under additional regularity con­
ditions, we specify the strict convergence rate of the approximation error
with respect to the width of the neural network by utilizing quantitative ap­
proximation results in the Barron space. Based on this ODE approximation
result, we derive and prove the theoretical convergence rate for approximat­
ing true transport equations using their neural counterparts. The numerical
experiments cover various ODE systems and transport equations, validat­
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ing the effectiveness of SA­NODEs in capturing dynamical evolution char­
acteristics. Comparative results indicate that SA­NODEs achieve favorable
numerical performance while significantly reducing the architectural com­
plexity of the model.

Addressing the operator learning problem for PDEs, this thesis intro­
duces a deep neural ODE operator network (NODE­ONet) framework. Ex­
isting operator learning approaches often overlook the domain knowledge
inherent in the underlying PDEs, leading to limitations in characterizing
temporal dynamics and extrapolating beyond the training time frames. To
alleviate these issues, the NODE­ONet framework adopts an encoder­deco­
der architecture comprising three core components: an encoder that spa­
tially discretizes input functions, a neural ODE that captures latent tempo­
ral dynamics, and a decoder that reconstructs the numerical solutions in the
physical space. Theoretically, we provide a unified error analysis for gen­
eral encoder­decoder architectures. Computationally, we propose physics­
encoded neural ODEs to incorporate the specific mathematical structures
of the underlying PDEs into the network. This design improves compu­
tational efficiency and generalization capacity while reducing model com­
plexity compared to the DeepONet algorithm. Numerical simulations on
1D nonlinear reaction­diffusion equations and 2D Navier­Stokes equations
demonstrate that the proposed method possesses high numerical accuracy
and predictive capabilities beyond the training time frame. Additionally,
the framework supports the flexible integration of diverse encoders and
decoders, and exhibits generalization capabilities across related PDE fam­
ilies, providing a scalable, physics­encoded computational tool.

In summary, this thesis establishes the approximation properties and
convergence estimates for semi­autonomous neural ODEs at the theoretical
level, and constructs an efficient operator learning framework incorporat­
ing physical structural priors at the application level. This research pro­
vides theoretical foundations and algorithmic references for the reduced­
order modeling of complex dynamical systems and the efficient numerical
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solution of PDEs.

Keywords: Neural ordinary differential equations, operator learn­
ing, error analysis, machine learning, scientific computing.
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第 1章 绪论

第 1章 绪论

1.1 研究现状

1.1.1 神经网络的逼近理论

神经网络 (Neural Networks) 是一类由仿射变换与非线性激活函数复合
而成的参数化函数族, 其基本思想是通过多层结构逐步提取数据中的有效特
征, 从而实现对复杂非线性映射的表示与逼近. 从数学上看, 神经网络可视为
一类具有高度非线性表达能力的函数逼近工具. 在本文中, 为了便于后续与
神经常微分方程的结构进行比较, 我们首先考虑最基本的浅层神经网络 (即
单隐层神经网络), 并将其写为

fNN (x) =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(Aix+Bi), (1.1)

其中, P 表示隐藏层中神经元的个数, x ∈ Rd 为输入向量,Wi ∈ Rd, Ai ∈ Rd×d

和 Bi ∈ Rd 分别为网络的可学习参数, 符号 ◦ 表示 Hadamard 乘积. 向量函
数 σ : Rd → Rd 由标量激活函数 σ 在各分量上逐点作用而得, 其中 σ 可以取
Sigmoid, ReLU, ReLUk 等经典激活函数. 关于本文所用符号的更精确定义,
见第 2.1 节.

神经网络之所以受到广泛关注, 根本原因在于其在众多实际问题中表现
出了强大的建模能力. 特别是包含多个隐藏层的深度神经网络 (Deep Neural
Networks, DNNs), 已在图像识别 [1], 自然语言处理 [2] 以及科学计算 [3] 等领
域取得显著成功. 这些应用表明, 神经网络不仅能够有效处理高维数据, 还能
够通过层级表征自动提取复杂结构中的关键信息, 从而在诸多高度非线性的
学习任务中展现出优异性能.

然而, 从严格的数学分析角度来看, 神经网络之所以能够在如此广泛的
场景中发挥作用, 其基础仍在于逼近理论. 换言之, 无论是监督学习中的回归
与分类, 还是科学机器学习中对函数, 泛函乃至解算子的学习, 都首先依赖于
神经网络是否具备足够强的表达能力, 以逼近目标映射. 因此, 神经网络逼近
理论不仅是理解其表示能力的核心工具, 也是分析其泛化能力, 训练复杂度
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与模型设计原则的重要理论起点.
在这一背景下, 神经网络逼近理论的核心命题便是所谓的万能逼近定

理 (Universal Approximation Theorem). 该定理指出, 在适当的激活函数假设
下, 只要隐藏层神经元数量 P 足够大, 浅层神经网络便能够以任意给定精
度逼近某一函数空间中的任意目标函数. 从历史发展看, 相关思想可追溯至
Wiener 的 Tauberian 定理 [4, 定理 II]. 1989 年, Cybenko 在紧集上的连续函数
空间中证明了 Sigmoid 型浅层网络的万能逼近性质 [5]. 随后, Hornik 等人在
Lp 框架下将这一结论推广到更一般的多层前馈网络 [6]. 对于包括 ReLU 在
内的更广泛激活函数类别, Leshno 等人进一步证明了非多项式激活函数所
对应的统一万能逼近结论 [7]. 关于这一方向的系统综述, 可参见文献 [8].

上述万能逼近结果本质上是定性的, 它回答的是“能否逼近”的问题, 但
并未说明 “以多快的速度逼近” 以及 “该速度是否会随维数急剧恶化”. 针对
这一问题, Barron 的经典工作 [9] 在谱 Barron 空间中建立了浅层神经网络的
定量逼近理论, 给出了与网络宽度相关的误差估计, 并揭示出在特定函数类
上, 神经网络逼近能够在一定意义下摆脱传统网格型方法所面临的维数灾
难. 近年来, 围绕 Barron 空间, ReLU 激活函数以及更高阶 Sobolev 意义下的
逼近速率, 已有大量进一步发展, 例如文献 [10­14]. 关于神经网络定量逼近
理论的整体进展, 我们也推荐参考综述文献 [15].

1.1.2 神经常微分方程

从更广的视角来看, 神经网络的逼近理论不仅适用于静态函数逼近,
也为连续时间动力系统中的学习模型提供了理论启发. 特别是, 当网络层
数趋于连续极限时, 深度神经网络可以与微分方程框架建立紧密联系, 从
而导向近年来受到广泛关注的神经常微分方程 (Neural Ordinary Differential
Equations, NODEs) [16]. 正是在这一意义下, NODE 可被视为神经网络模型
在连续时间方向上的自然推广, 而其表达能力与逼近性质也因此与经典神
经网络理论保持着深刻联系. 这一模型源于如下观察: 残差神经网络 [17]

(ResNets) 可以被视为连续动力系统的离散逼近, 其数值格式为:

xk+1 = F (xk) + xk,

其中 xk 代表离散时域中第 k 个时间步的轨迹. 经典的 NODE 模型通过一
个由神经网络参数化的常微分方程, 描述绝对连续的状态轨迹 x = x(t) :
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[0, T ] → Rd 的演化: 
ẋ =

P∑
i=1

Wi(t) ◦ σ(Ai(t)x+Bi(t)),

x(0) = x0.

(1.2)

在全文中, 我们将上述 NODE 形式称为经典 NODE (Vanilla NODE). 其中,
Ai ∈ L∞([0, T ];Rd×d), Wi ∈ L∞([0, T ];Rd), Bi ∈ L∞([0, T ];Rd) (i = 1, . . . , P )
为 NODE 的参数. 基于 NODE 作为 ResNet 形式极限的思想, P 可理解为由
t ∈ [0, T ] 参数化的网络中, 每个 “无穷薄” 层内包含的神经元数量.

NODE 是一种非常灵活的模型, 经过训练后甚至能够对非结构化或粗糙
的数据集进行插值, 尤其是在这些数据具有时间依赖性的情况下. 然而, 为了
量化当前构建的模型精度, 通常有理由假设这些数据仅仅是某种底层物理规
律的体现, 而该规律可抽象为如下形式的动力系统:ż = f(t, z),

z(0) = z0.
(1.3)

随后, 通过衡量学习模型相对于预期动力学的偏差来评估其准确性. 此
类 ODE 系统在大量应用中出现, 例如力学中的哈密顿 (Hamiltonian) 系统,
非平稳偏微分方程的半离散化 (如使用有限元方法; 详情参见文献 [18, 第
8.6.1 节]) 等. 此外, 含时场 (time­dependent field) 的存在也使我们能够将外
部源考虑在内. 因此, ODE 系统的逼近可以被视为一个基准问题 (benchmark
problem); 开发能够高效执行该任务的学习架构显得至关重要, 而这正是本
文第二章的研究目标.

NODEs 属于更广泛的数据驱动系统学习与识别技术框架. 与其他最先
进的范式相比, NODEs 的突出特点在于其完全数据驱动: 它既不需要预先引
入候选函数字典 (例如 SINDy 或基于 Koopman 算子的方法 [19]), 也不需要关
于系统物理性质的先验知识 (例如 PINNs [20]). NODEs 的连续时间建模能力
使其在需要平滑插值和处理不规则采样数据的任务中具有显著优势, 例如时
间序列分析 [21] 和分类 [22].

当已知底层模型的先验信息时, NODEs 的灵活性允许我们相应地定
制系统 (1.2) 的结构. 这正是快速发展的保结构学习 (Structure­Preserving
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Learning) 领域的核心: 通过结构约束将期望的物理属性强制引入 NODE 中.
例如, 如文献 [23, 第 2.2.2 节] 所建议的, 如果已知驱动动力学的守恒定律, 人
们可以采用哈密顿神经网络 [24] 或拉格朗日 (Lagrange) 神经网络 [25] 来构建
(1.2) 中具有物理意义的右端项. 又如在近期研究 [26] 中, 作者通过选择特定
的结构来保证 NODE 的长时间稳定性. 该方向的其他工作还包括 [27­28], 在
这些文章中, 作者采取了相反的思路, 即从相关的 NODE 出发构建保结构的
神经网络.

从理论的角度来看, NODEs 最显著的吸引力之一是其微分结构使其非
常适合运用分析和最优控制技术进行研究, 其首要目标是为诸如 ResNets 等
经典机器学习算法的行为提供正式的理论依据. 近年来, 文献中涌现了大
量沿着这一方向展开的工作. 关于此类方程的能控性 (controllability), 例如
文献 [29­30] 以及 [31]: 这些工作深入分析了不同类型的 NODE 在精确意
义和近似意义上逼近目标轮廓并将输入驱动至最终目标点的能力, 并进一
步探讨了控制变量 Wi, Ai, Bi 的范数与逼近精度之间的关系, 以及 NODE 深
度和宽度之间的关系 [32]. 所有这些论述普遍依赖于一个基础性属性: 系数
Wi(t), Ai(t), Bi(t) 对时间的依赖性. 这种属性有效地允许模型动态改变正在
受到 NODEs 影响的状态空间区域, 从而仅将必要的输入移动到预期的目标.

对 NODEs 的理论研究不仅局限于能控性领域. 部分文献探讨了将
NODE 作为 ResNet 极限的本质形式化工作 [33­34]; 以及关于此类方程长期行
为和其逼近性质对最终时间 T 的依赖性的研究 [35]. 该领域的另一个显著贡
献是 Osher 等人的工作 [36]: 该工作证明了与 NODEs 对应的传输方程的万
能逼近性质 (Universal Approximation Property, UAP), 证明了连续性方程的
解可以通过具有分段常数训练权重的 NODEs 进行逼近, 从而达到任意程度
的相近.

1.1.3 神经网络求解偏微分方程与算子学习

偏微分方程 (PDEs) 是刻画物理学, 工程学, 生物学及经济学等领域中
复杂动态系统的基础数学工具. 在这些系统中, 诸如温度, 压力, 波幅或种
群密度等物理量随空间与时间不断演化. 获取偏微分方程的解析解往往极
其困难, 尤以非线性或高维问题为甚. 因此, 借助数值方法求取其近似解已
成为不可或缺的手段. 传统的偏微分方程数值解法, 例如有限元法 (Finite
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Element Method, FEM), 有限差分法 (Finite Difference Method, FDM), 有限体
积法 (Finite Volumn Method, FVM) 及谱方法等, 通过将连续的时空域离散化
为计算网格, 从而将偏微分方程转化为易于处理的代数系统. 这些方法建立
在严密的数学理论基础之上, 能够提供具备严格收敛性与高精度保证的数值
解, 尤其在处理线性偏微分方程与适定问题时表现卓越. 此外, 此类方法在中
低维 (不超过三维) 空间中极为高效, 且与之配套的线性系统求解器与预条
件子均已发展得相当完备. 因此, 凭借在各类偏微分方程应用中所展现出的
高保真度与可靠性, 传统数值方法具有不可替代的地位. 然而, 在面对高维空
间与复杂区域上的偏微分方程时, 传统方法依然面临着严峻的挑战. 在科学
与工程计算中, 诸如反问题求解与最优控制等前沿课题, 往往要求针对不同
的参数配置对偏微分方程进行成百上千次的反复求解 [37­40]. 针对这类多
查询任务, 依赖于网格离散化的传统数值求解器会反复生成大规模代数系
统, 导致计算开销呈指数级增长, 从而在多查询场景下面临巨大困难.

近年来, 基于深度学习的偏微分方程求解方法引起了学术界的广泛关
注, 参见 [41­43, 20, 44] 及其参考文献. 得益于深度神经网络卓越的万能逼近
能力 [5, 45­46] 与出色的泛化性能 [47­48], 这些数据驱动方法极大提升了处理复
杂多尺度偏微分方程系统的可行性, 并在各大科学与工程领域得到了成功应
用, 详见文献 [49­50, 3, 51­52, 39]. 较之于传统数值格式, 深度学习方法通常
具备无网格特性且易于实现, 在求解定义于复杂几何区域或高维空间上的各
类偏微分方程时展现出极高的灵活性. 代表性的深度学习方法, 如深度 Ritz
方法 [41], 深度 Galerkin 方法 [44] 以及物理信息神经网络 (PINNs) [53, 20], 均利
用神经网络直接参数化偏微分方程的解, 通过优化特定的损失函数来获取数
值近似.

尽管此类方法在诸多实际应用中取得了令人瞩目的成果, 但其本质上仍
是为单一特定的偏微分方程实例量身定制的. 换言之, 当偏微分方程的关键
参数 (如初始条件,边界条件,源项或物理系数)发生改变时,必须从头训练一
个新的神经网络. 这一过程的计算代价可能极为高昂, 导致其难以胜任对动
态输入数据进行实时预测的任务. 为突破这一瓶颈, 近期文献中提出了一系
列算子学习 (Operator Learning) 方法, 参见例如 [54­55, 42­43].

算子学习的核心思想是利用神经网络直接逼近偏微分方程的解算子, 即
建立从偏微分方程无限维参数空间 (如源项,初值条件)到解空间的非线性映
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射. 一旦这种神经解算子训练完毕, 我们便获得了一个极其高效的神经代理
模型. 此时, 针对任何新的参数输入, 仅需一次神经网络的前向传播即可瞬间
输出相应的偏微分方程解. 现阶段, 用于求解偏微分方程的代表性算子学习
框架包括深度算子网络 (DeepONets) [43], MIONet [56], 物理信息 DeepONets
[57], 傅里叶神经算子 (FNO) [42], 图神经算子 [58], 随机特征模型 [59], PCA­Net
[54], 拉普拉斯神经算子 [60] 以及上下文算子网络 [61].

尽管在追求极致精度的单次求解任务中, 传统数值求解器或许仍占据优
势, 但算子学习方法不仅能达到工程应用所需的令人满意的精度, 更在数值
效率与多任务泛化能力上展现出传统方法难以企及的优势. 因此, 算子学习
正被广泛应用于构建偏微分方程的高效代理模型, 对于那些计算成本高昂
且需要频繁调用的重复性模拟任务而言, 更是具有无与伦比的吸引力, 参见
[62­68, 37­38, 40].

在诸多算子学习方法中, 深受算子万能逼近定理 [69, 43] 启发并采用编码
器­解码器 (Encoder­Decoder) 架构的 DeepONets 备受瞩目. 该模型已在多种
复杂应用场景中展现出卓越性能, 如电流体动力学对流 [70], 多尺度气泡生
长动力学 [71] 以及主动脉夹层模拟 [72]. 关于 DeepONets 更广泛的工程应用,
理论剖析与数值研究, 可进一步参阅 [73­75]. 为了在不同数学设定下更有
效地学习偏微分方程解算子, 学界还开发了多种 DeepONets 变体, 如贝叶斯
DeepONet [76], 结合本征正交分解的 POD­DeepONet [75] 以及融合物理方程
残差的物理信息 DeepONets [57].

从网络结构上看, DeepONet 主要由分支网络 (branch net) 与主干网络
(trunk net) 两部分构成. 其中, 分支网络以输入函数在若干固定传感点上的离
散采样值为输入, 用于提取并编码输入函数的信息; 主干网络则以输出函数
的评价位置为输入, 用于表征该位置处的响应特征. 二者输出的隐特征随后
通过内积或线性组合的方式进行融合, 从而得到对应位置处的算子预测值.
因而, DeepONet 本质上可理解为一种 “由分支网络生成系数, 由主干网络生
成与坐标相关的基函数” 的编码器–解码器型算子学习框架 [43, 75].

然而必须指出的是, 上述基于 DeepONets 的框架通常将时间变量与空
间变量同等对待, 并在整个时空域上以一次性全局的方式对神经网络进行
训练. 这种时空耦合的处理方式极易导致神经网络在优化过程中遭遇病态
或梯度传播困难, 进而引发数值精度的显著下降, 参见文献 [77­78]. 此外, 尽
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管 DeepONets 具有广泛的通用性, 但其主干网络往往采用常规的神经网络
架构 (如全连接神经网络 (FCNNs), 卷积神经网络 (CNNs) 等), 从而不可避免
地忽略了底层偏微分方程所蕴含的特定领域知识, 例如系统固有的动力学
演化结构或特定物理参数的作用机制. 这种对先验物理知识的忽略在很大
程度上削弱了其学习解算子时的计算效率. 尤为致命的是, DeepONets 在刻
画含时偏微分方程的时间演化规律方面存在内在局限性, 这使其在超越训
练时间区间进行外推预测时极易失效. 另一方面, 正如文献 [56] 所指出的,
原始 DeepONets [43] 在处理包含多个独立输入函数的算子逼近任务时, 其精
度与表征能力略显不足. 为弥补这一缺陷, 文献 [56] 提出了多输入算子网络
(MIONet), 显著提升了多输入场景下的数值精度. 遗憾的是, MIONet 的网络
规模与模型复杂度会随着输入函数数量的增加而急剧膨胀, 且未能从根本上
解决超越训练时间框架的预测难题.

这些局限性强烈促使我们探索并构建一种全新的算子学习架构, 该架构
必须同时满足以下三个关键准则: (i) 将时间视作连续变量, 而非仅在固定的
训练网格节点上进行刻画; (ii) 能够显式地编码并保留底层偏微分方程的动
力学演化结构; (iii) 在向训练时间范围之外进行长时间外推预测时, 能够保
持高度的稳定性与保真度. 而这正是本文第三章的研究动机.

1.2 主要结果

1.2.1 半自治神经常微分方程的逼近理论及其应用

将 NODE 视为 ResNet 的连续极限时, 让系数随时间变化是一个自然的
选择. 然而, 这一选择会显著增加模型的复杂度: 在实际应用中, 每一个时间
步通常需要对应一层网络, 这导致参数数量随时间步数呈线性增长. 因此, 一
个自然的问题是: 是否能够在保留关键动力学特征 (这些特征在具体应用中
往往至关重要) 的同时, 降低模型的复杂度?

此外, 现有关于 NODE 的大量文献主要关注于优化系数 Wi(t), Ai(t) 和
Bi(t), 旨在将 t = 0 时的初始点分布 (对应输入层) 驱动至 t = T 时的目标分
布 (对应输出层), 却较少关注在整个时间区间 [0, T ] 上对完整轨迹的跟踪; 近
期的工作 [79] 是少有的例外. 然而, 基于建模的直觉, 我们期望 NODE 不仅
能够匹配初始与终端状态, 更应具备逼近整段轨迹的能力. 受这些问题的启
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发, 本文聚焦于如下一种特殊形式的 NODE:
ẋ =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(A1
ix+ A2

i t+Bi),

x(0) = x0,

(1.4)

其中 P ∈ N+ 是网络宽度, 且 Wi ∈ Rd, A1
i ∈ Rd×d, A2

i ∈ Rd, Bi ∈ Rd

(i = 1, . . . , P ) 为神经网络的参数. 需要注意的是, 此时的参数完全不随时间
变化; 实际上, t 仅作为激活函数内部的乘性因子出现. 基于这一结构特征,
我们将其命名为半自治神经常微分方程 (Semi­Autonomous NODEs), 简称
SA­NODEs.

这种特定的结构选择并非随意为之. 其出发点源于 Pinkus 的经典万能
逼近结果 [8]: 对于紧集上的连续向量场 f(t, z), 可以利用如下形式的浅层 (单
隐层) 神经网络在 L∞ 范数下实现任意精度的逼近:

fΘ(t, z) =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(A1
iz + A2

i t+Bi),

其中 Θ = (Wi, A
1
i , A

2
i , Bi)

P
i=1. 其完整的定理表述见定理 2.4. 以此为起点, 自

然引出了我们的第一个主要结果 (定理 2.1), 即 SA­NODEs 对动力系统的万
能逼近性质. 直观而言, 该结果可以通过结合 Pinkus 定理与 Grönwall 估计来
获得. 但这一推导过程并非平凡: 由于 Pinkus 定理仅在紧集上成立, 为了能
够应用 Grönwall 估计, 必须准确地识别出一个合适的紧集, 使得该紧集能够
同时包络由逼近向量场 fΘ 产生的所有 SA­NODE 解轨迹.

除定理 2.1 之外, 本文其他的核心理论贡献亦沿袭了相似的思路, 它们
均源自浅层神经网络在适当条件下的万能逼近性质. 我们将这些贡献详细概
括如下:

1. 前文提及的定理 2.1确立了 SA­NODEs对形如 (1.3)的动力系统的万能
逼近性质. 在仅假设向量场 f 关于时间连续且关于空间一致 Lipschitz
(见假设 2.1) 的条件下, 我们证明: 对于任意给定的容差 ε > 0 以及任意
的初始数据紧集 K ⊂ Rd, 均存在网络宽度 P ≥ 1 及参数Wi, A1

i , A2
i , Bi,

使得对于所有 z0 ∈ K, 原系统的轨迹均可在 L∞(0, T ) 意义下, 被具有相
同初值的 SA­NODE 轨迹逼近, 且误差不超过 ε. 需要强调的是, 该结论
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并非仅关注系统的初始与终端状态, 而是涵盖了整段连续轨迹; 这可被
视为对文献 [22] 中万能逼近结果在轨迹层面上的推广.

2. 我们的第二个结果 (即定理 2.2) 给出了 SA­NODEs 逼近速率的上界,
并明确了该速率与网络宽度 P 之间的定量关系. 为此, 我们引入了额
外的正则性假设, 即假设 f 属于局部 Sobolev 空间 Hk

loc; 即对任意紧集
X ⊆ Rd × [0, T ], 函数在 X 上的限制属于 Sobolev 空间 Hk(X). 同时假
设 k > (d+ 1)/2 + 2 (见假设 2.2). 在该设定下, 设 zz0 与 xz0 分别表示真
实动力系统 (1.3) 与 SA­NODE (1.4) 从同一初始点 z0 出发的解, 我们建
立如下误差估计:

sup
(z0,t)∈K×[0,T ]

‖zz0(t)− xz0(t)‖ ≤
CT,K,f√

P
, (1.5)

其中常数 CT,K,f 独立于 P . 与使用有限元法等经典插值手段相比, 当向
量场具备足够的平滑性时, SA­NODE 方法在关于神经元数量的收敛速
率上摆脱了维数灾难 (curse of dimensionality) 的影响 (详见注记 2.3).

3. 基于前述成果, 定理 2.3 确立了传输方程 (2.7) (其解记为 ρ) 被其对应的
神经网络模型 (2.8) (其解记为 ρΘ) 逼近时的收敛速率:

sup
t∈[0,T ]

W1(ρ(t, ·), ρΘ(t, ·)) ≤
CT,f,ρ0√

P
, (1.6)

其中 ρ0 为传输方程的初始分布, CT,f,ρ0 为独立于 P 的常数, 而 W1(·, ·)
表示 Wasserstein­1 距离 (详见第2.2节, 定义2.1). 需要指出的是, 该结论
改进了文献 [80] 中的发现 (该文献主要关注终端时刻分布 ρ(T, ·) 的逼
近); 同时也弥补了文献 [36] 的不足, 后者虽在 W2 意义下给出了传输
方程的万能逼近结果, 但缺乏对收敛速率的精确刻画.

4. 最后, 我们呈现了一系列数值实验, 并对 SA­NODEs 的性能进行了详
尽的分析. 首先, 在第 2.4 节中, 我们借助经典的最优控制技术, 阐明了
我们的主要理论结果与 SA­NODEs 训练过程之间的内在联系. 随后,
我们深入考察了此类方程的逼近能力, 并将其与经典 NODEs (Vanilla
NODEs) 进行了比较.

在固定每层神经元数量 (即宽度 P ) 以确保对比公平的前提下, 我们观
察到 SA­NODEs 在多个方面均优于经典 NODEs: (1) SA­NODEs 涉及
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的参数量显著减少, 从而大幅缩短了训练时间并降低了存储需求; (2)
相对于训练轮数 (epochs), 其收敛速度更快; (3) 即使在较小规模的数据
集下, SA­NODEs 依然能够取得精确的逼近结果; (4) 在逼近 ODE 和传
输方程时, SA­NODEs 展现出比经典 NODEs 更优越的稳定性.

在此, 我们概述主要结果证明的核心思想, 完整的详细论证将在第 2.3
节中给出.

1. 定性收敛 (Qualitative convergence). 正如前文所述, SA­NODE 的结构
衍生自对原始 ODE向量场 f 的 Pinkus逼近. 由于神经网络的逼近在整
个空间上并非一致的, 因此必须确定一个合适的紧集: 对于足够小的 ε,
该紧集能够同时约束所有用于构建原始 ODE 的 ε­逼近的 SA­NODEs
解轨迹. 结合初始条件集 K 的紧致性, 以及在引理 2.1 中通过自举论
证 (bootstrapping argument) 获得的先验界 (a priori bound), 我们确定了
该紧集. 随后, 在该紧集上用神经网络逼近替换 f , 并应用 Grönwall 不
等式, 即可推导出 SA­NODE 解的定性收敛结果.

2. 定量收敛 (Quantitative convergence). 收敛速率 (1.5) 源于浅层神经
网络 (设神经元数量为 P ) 在 L∞ 范数下对紧集上向量场 f 所实现的
O(1/

√
P ) 逼近. 这种逼近对于 Barron 空间 (2.9) 中的函数是成立的;

参见引理 2.2 以及 [81, 定理 2]. 此外, 我们证明了所使用神经网络的
Lipschitz 常数独立于 P . 在引理 2.3 中, 我们证明了当 k ≥ (d + 1)/2 时,
局部 Sobolev空间 Hk

loc 能够连续嵌入到 Barron空间中. 因此,当 f 位于
该 Sobolev 空间时, 即可确保存在如推论 2.1 所述的, 具有对 Lipschitz
常数一致控制的神经网络逼近. 这种一致界限使我们能够确定一个合
适的紧集, SA­NODEs 的所有轨迹都将保持在该紧集内, 从而能够应用
Grönwall 类型的论证来导出估计式 (1.5).

3. 传输方程 (Transport equation). 传输方程的收敛估计 (1.6) 可通过将界
限 (1.5)应用于其特征线 ODE,并结合叠加原理 (superposition principle)
以及 Wasserstein­1 距离的定义推导得出. 此外, 如注记 2.7 所述, 如果
向量场在 W1,∞ 范数下被逼近, 那么在 Lp 范数下也会成立类似的收敛
速率.
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1.2.2 神经常微分方程在算子学习中的应用

基于 NODE 的逼近理论, 我们建立了一套基于 NODE 的算子学习框架.
为了清晰地阐述本文的核心思想, 我们考虑如下一类偏微分方程模型:

∂tu(t, x) + L[a](u)(t, x) = f(t, x) ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ Ω,

Bu(t, x) = ub(t, x) ∀(t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω.

(1.7)

式中, T > 0, Ω ⊂ Rd 为具有合适光滑条件边界 ∂Ω 的有界区域, L 表示
以 a : [0, T ] × Ω → R 为底层参数的微分算子 (例如, L[a](u)(t, x) = −∇ ·
(a(t, x))∇u(t, x)), f : [0, T ] × Ω → R 为源项, u0 : Ω → R 为初始条件, B 表示
用以施加任意的 Dirichlet, Neumann, Robin 或周期边界条件的边界算子, 而
ub : [0, T ]× ∂Ω → R 为边值.

令 v ⊂ {f, a, u0, ub} 表示方程 (1.7)中的一个参数集合. 我们假设,对于任
意相容的 v, 系统 (1.7) 在适当的函数空间内均存在唯一的经典解 u. 算子学
习的核心目标是利用一个带有可训练参数 θ 的基于神经网络的泛函 Ψθ 来逼
近真实的解算子 Ψ†, 即实现从参数 v 到解 u 的映射:

Ψθ ≈ Ψ† : v 7→ u.

在本文中, 我们在深度神经常微分方程算子网络 (NODE­ONet) 这一新颖
框架下对 Ψθ 进行构造. NODE­ONet 采用经典的编码器­解码器 (Encoder­
Decoder) 架构, 具体包含以下三个核心组件:

1. 编码 (Encoding): 借助空间离散化格式 (例如, 计算网格上的逐点求
值, 抑或是基于有限元或傅里叶基函数的展开), 将输入参数集合 v 嵌
入至潜在空间 (latent space) 中. 经过编码后, 原偏微分方程 (1.7) 的系
统可由一组降维后的状态变量来表征, 我们将其称为潜在变量 (latent
variables), 其动力学行为随时间持续演化.

2. NODE 代理模型 (NODE surrogate): 我们开发了物理编码的 NODE,
采用显式依赖于时间的参数 (例如, 关于 t 的多项式形式) 来逼近潜在
变量的动力学演化, 从而大幅降低了传统 NODE 的参数复杂度 [16]. 此
外, 物理编码 NODE 的网络架构被精心设计以融入底层偏微分方程的
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内在结构性质, 例如方程 (1.7) 中 a 与 u 之间的非线性依赖关系, 以及
f 与 u 之间的耦合关系. 系统中其他已知参数 (即方程 (1.7) 中的集合
{f, a, u0, ub} \ v) 的物理效应同样被无缝集成到该 NODE 的设计之中.

3. 解码 (Decoding): 在成功学习潜在变量的动力学规律之后, 依靠一个仅
依赖于空间域的解码器, 将 NODE 的输出在物理空间中重建为偏微分
方程的最终解 u.

必须指出的是, NODE­ONet 框架对时间变量与空间变量采取了解耦分
离的处理方式. 这种分离策略与求解含时偏微分方程的传统数值方法具有高
度的一致性, 后者通常采用时间顺序步进的格式逐步推进求解过程, 而非在
整个时空域上进行全局性的隐式求解. 因此, 经过训练且仅依赖于空间域的
解码器, 具备极强的泛化能力, 能够直接迁移至具有相似结构的各类偏微分
方程算子学习任务中, 这一点将在第 3.4 节中得到充分验证. 此外尤为值得
注意的是, 尽管 NODE­ONet 最初是为演化型偏微分方程量身定制的, 但它
同样能够极其自然地推广至稳态问题中, 详见注记 3.1, 推论 3.1 以及第 3.2
节的深入探讨.

本文引入的 NODE­ONet 提供了一种用于偏微分方程算子学习的全新
框架, 并在理论分析与计算实践层面均取得了实质性的突破. 在理论层面, 我
们在定理 3.1 中为一般的编码器­解码器架构建立了严格的误差估计, 这为
未来逐案严格证明各类 NODE­ONet 的收敛性奠定了坚实的理论基石. 在计
算实践层面, 我们创新性地提出了物理编码的 NODE, 它是赋予 NODE­ONet
极高计算效率, 鲁棒性及广泛适用性的核心引擎, 这将在第 3.4 节的详尽数
值实验中得到全面展现.

这种物理编码的设计赋予了模型两项关键的独特能力. 首先, 它使得模
型能够深刻捕捉底层偏微分方程的内在动力学模式, 从而实现对超越训练时
间框架的系统演化过程的高保真预测. 其次, 它能够无缝且自然地扩展至多
输入函数的情形, 且完全不会增加神经网络的参数复杂度. 这种卓越的可扩
展性使得 NODE­ONet 能够灵活适配各种复杂的输入配置, 同时保持极致的
计算效率. 值得强调的是, 物理编码 NODE 是深度根植于底层偏微分方程的
特定数学结构而设计的, 而其神经网络则完全基于偏微分方程高精度数值解
生成的数据进行离线训练. 由此可见, 物理编码的 NODE­ONet 在基于偏微
分方程的领域先验知识与纯数据驱动范式之间, 架构起了一座极具潜力的协
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同桥梁. 这种深度的混合机理不仅汲取了偏微分方程严格的数学可解释性
与绝对可靠性, 同时也完美融合了深度神经网络的强大表征灵活性与泛化能
力.

1.3 本文的主要结构

本文的整体章节结构与内容安排如下:
第二章探讨了半自治神经常微分方程 (SA­NODE) 的理论逼近性质. 本

章不仅详细给出了 SA­NODE 逼近常微分方程与传输方程的严格定理证明,
还通过详尽的数值模拟充分验证了上述理论分析的可靠性与有效性.

第三章阐述了深度神经常微分方程算子网络 (NODE­ONet) 框架. 首先,
我们引入了一般的编码器­解码器 (Encoder­Decoder) 网络架构并对其进行了
严密的误差分析. 随后, 本章从核心设计理念, 网络架构构造, 模型训练策略
以及与代表性算法 DeepONet 的深度对比等多个维度, 对 NODE­ONet 算法
进行了全面剖析. 最后, 借助一维扩散­反应方程与二维 Navier­Stokes 方程的
数值实验, 充分验证了该模型在求解偏微分方程时的可靠性, 高效性与鲁棒
性.

第四章对全文的核心研究成果与主要贡献进行了系统性的总结, 并对该
领域未来可能的研究方向与潜在的拓展工作进行了的展望.
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第 2章 半自治神经常微分方程的逼近理论与应用

本章围绕半自治神经常微分方程 (SA­NODE) 的理论基础, 逼近性质及
其应用展开. 首先, 在第 2.1 节中, 我们介绍全文所需的基本记号, 函数空间
与激活函数设定, 并给出 SA­NODE 的模型结构及其适定性, 为后续分析奠
定基础. 接着, 在第 2.2 节中, 我们系统建立 SA­NODE 的逼近理论: 先证明
其对非自治常微分方程解轨道的万能逼近性质, 再在额外 Sobolev 正则性假
设下给出关于网络宽度的定量逼近速率, 并进一步将该结果推广到与动力
系统相关的传输方程, 在 Wasserstein­1 距离意义下得到一致收敛估计. 随后,
在第 2.3 节中, 我们给出上述主要结果的详细证明, 其中通过 Barron 空间逼
近, Sobolev 空间嵌入以及流映射与推前测度之间的联系, 构成本章理论分
析的核心技术路线. 在此基础上, 第 2.4 节进一步从优化与控制的角度讨论
SA­NODE的训练策略,将参数学习表述为最优控制问题,并借助伴随方法推
导目标泛函的梯度公式, 同时说明其在离散数据与传输方程情形下的实现方
式. 最后, 第 2.5 节通过常微分方程与传输方程的数值实验, 验证 SA­NODE
在逼近精度, 训练效率, 模型复杂度及稳定性方面的表现, 并与经典 NODE
模型进行对比, 从而说明 SA­NODE 的理论价值与实际潜力.

2.1 预备知识

令 n, d ∈ N+. 对任意 x ∈ Rn 与 p ∈ N+, 记 ‖x‖ℓp 为 x 的 ℓp­范数. 为简
便起见, 记 ‖x‖ 为 x 的欧几里得范数 (即 ℓ2­范数). 对于 x, y ∈ Rn, 其内积与
Hadamard 乘积分别记为 〈x, y〉 和 x ◦ y, 即

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi, x ◦ y = (x1y1, . . . , xnyn).

在本文后续内容中, 除非另有说明, 我们将激活函数 σ 固定为 ReLU 函数, 并
用 σ 表示其 d 维向量值形式:

σ(x) = max{x, 0}, ∀x ∈ R; σ(x) = (σ(x1), . . . , σ(xd)), ∀x ∈ Rd,
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其中 x = (x1, . . . , xd). 设 Ω ⊆ Rn 为闭集. 记 Hk(Ω) 为 Sobolev空间 (参见 [82,
定义 3.2, p = 2], 其中 k ∈ N+), 并记 C(Ω) 为 Ω 上的连续函数空间, 二者均赋
予其标准范数. 对于任意向量值函数 F ∈ Hk(Ω; Rd) 与 G ∈ C(Ω; Rd), 其范数
定义为

‖F‖Hk(Ω;Rd) :=

√√√√ d∑
i=1

‖Fi‖2Hk(Ω)
, ‖G‖C(Ω;Rd) := sup

x∈Ω
‖G(x)‖,

其中 Fi 表示 F 的第 i 个分量. 在不致引起混淆的情况下, 为简便起见我们将
简写为 ‖F‖Hk(Ω).

让我们考虑一个常微分方程, 其向量场从 Rd+1 (d 维空间变量与一维时
间变量) 映射到 Rd. 我们的目标是利用向量值的浅层神经网络 (见推论 2.1)
来逼近该向量场. 由此引出了如下动力系统, 我们称之为半自治神经常微分
方程 (SA­NODE):

ẋ =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(A1
ix+ A2

i t+Bi), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0,

(2.1)

其中 P ∈ N+ (从神经网络角度，表示网络宽度), 且 Wi ∈ Rd, A1
i ∈ Rd×d,

A2
i ∈ Rd, Bi ∈ Rd(i = 1, . . . , P ) 为 SA­NODE 的参数. 因此, SA­NODE 的参数

总数 (即自由度, Degree of Freedom, DoF) 为 Pd(d+ 3).
设 Θ = (Wi, A

1
i , A

2
i , Bi)

P
i=1. 为方便起见, 我们将方程 (2.1) 的右端项记为

fΘ(x, t). 易证 fΘ 满足关于 x 的全局 Lipschitz 连续性:

‖fΘ(x, t)− fΘ(y, t)‖ ≤ LΘ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ Rd, ∀ t ≥ 0, (2.2)

其中 Lipschitz 常数 LΘ 由下式给出:

LΘ =

 d∑
j=1

(
P∑
i=1

|(Wi)j | ‖(A1
i )j‖

)2
1/2

. (2.3)

此处, (Wi)j 表示权重向量 Wi 的第 j 个分量, (A1
i )j 表示矩阵 A1

i 的第 j 行.
因此,根据 Cauchy­Lipschitz定理 (即 Picard­Lindelöf定理)可知: 对于任

意参数 Θ 和任意初始点 x0, 系统 (2.1) 在 t ≥ 0 上存在唯一解.

· 16·



第 2章 半自治神经常微分方程的逼近理论与应用

2.2 半自治神经常微分方程的逼近理论

对于固定的 T > 0, 我们考虑如下非自治 ODE 系统: 其向量场为
f : Rd × [0, T ] → Rd, 初始状态为 z0 ∈ Rd,ż = f(z, t), t ∈ (0, T ),

z(0) = z0.
(2.4)

为保证系统 (2.4) 解的存在性与唯一性, 我们引入如下假设.

假设 2.1. 函数 f : Rd × [0, T ] → Rd 关于 t 连续, 且存在常数 L > 0 使得

‖f(x, t)− f(y, t)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀(x, y) ∈ Rd,∀t ∈ [0, T ].

我们的第一个主要结果刻画了 SA­NODEs 对 ODE 系统的万能逼近性
质.

定理 2.1. 设假设 2.1 成立. 对任意紧集 K ⊆ Rd 与任意 ε > 0, 存在常数
Pε,T,K,f 使得: 对任意 P ≥ Pε,T,K,f , 可取参数 (Wi, A

1
i , A

2
i , Bi) ∈ Rd × Rd×d ×

Rd ×Rd (其中 i = 1, . . . , P ) 使得

‖zz0(·)− xz0(·)‖C([0,T ];Rd) ≤ ε, ∀z0 ∈ K,

其中 zz0(·) (相应地, xz0(·)) 表示在时间区间 [0, T ] 上, 以 z0 为初始状态的系
统 (2.4) (相应地, (2.1)) 的解.

需要强调的是, 上述定理中的最优参数选择与 z0 ∈ K 的具体取值无关;
这也说明我们所实现的是对动力系统本身的学习, 而非仅仅对单一轨迹的拟
合.

注 2.1. 当系统 (2.4) 为自治系统时, 定理 2.1 可在完全相同的形式下应用于
更简单的自治 NODE: 

ẋ =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(A1
ix+Bi),

x(0) = x0,
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该系统可通过令 A2
i = 0 得到. 在本文中, 我们有意不预设数据是由自治还是

非自治系统产生; 我们认为这更符合真实实验情形, 因为实际数据往往夹杂
着微小的随时间变化的误差. 当然, 若已知系统 (2.4) 的结构信息, 则可直接
采用自治 NODE.

我们的第二个结果给出了 SA­NODEs 关于网络宽度 P 对 ODE 系统的
逼近速率上界 (见定理 2.2). 为此, 我们需要对向量场 f 的正则性作进一步假
设. 设 X 为 Rd × [0, T ] 的任意子集. 局部 Sobolev 空间 Hk

loc(Rd × [0, T ]) 定义
为: 对任意紧集 X ⊆ Rd × [0, T ], 函数在 X 上的限制属于 Hk(X).

假设 2.2. 存在 k > (d+ 1)/2 + 2 使得 f ∈ Hk
loc(Rd × [0, T ]; Rd).

定理 2.2. 设假设 2.1­2.2 成立. 固定任意紧集 K ⊆ Rd, 则对任意 P ≥ 3, 存在
参数 (Wi, A

1
i , A

2
i , Bi) ∈ Rd ×Rd×d ×Rd ×Rd(i = 1, . . . , P ), 使得

‖zz0(·)− xz0(·)‖C([0,T ];Rd) ≤
CT,K,f√

P
, ∀z0 ∈ K, (2.5)

其中常数 CT,K,f 与 P 无关, 且 zz0(·)(相应地, xz0(·)) 表示在区间 [0, T ] 上, 以
z0 为初始状态的系统 (2.4)(相应地, (2.1)) 的解.

注 2.2. 定理 2.1 与定理 2.2 分别刻画了 SA­NODEs 逼近性质的不同侧面: 前
者给出定性结论, 后者则利用神经元数量 P 对逼近精度进行了定量刻画. 除
额外的正则性要求外, 我们在得到估计式 (2.5) 时所作的主要让步在于: 该界
限必须对 K 中的所有初始值均成立.

注 2.3 (与有限元逼近的比较). 我们将定理 2.2 的逼近结果与使用 P1 有限元
方法 (FEM) 插值向量场 f 的结果进行对比. 设假设 2.2 成立. 由 Sobolev 嵌
入定理可得

f ∈ W2,∞
loc (Rd+1).

因此, 对任意具有 Lipschitz 边界的紧区域 Ω ⊂ Rd+1 及其网格尺度为 h 的正
则网格 Ωh, 由 [83, 定理 3.1.6] 可知, 在有限元空间中存在逼近 fh 使得

‖f − fh‖L∞(Ω) ≤ C‖f‖W2,∞(Ω) h
2,

其中常数 C 仅依赖于区域 Ω.
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当固定基函数数量 P 时,在规则网格上取 h ∼ P−1/(d+1) 的 P1­FEM插值
可得到误差阶 ‖f − fh‖L∞(Ω) = O(P−2/(d+1)). 该复杂度随维数 d快速恶化, 充
分体现了经典的维数灾难; 即便对于高度光滑的函数 (例如 f ∈ C∞c (Rd+1)),
这一现象也依然存在.

相比之下, 定理 2.2 表明在假设 2.2 下, SA­NODE 的 L∞ 误差关于神经
元数 P 的阶为 O(P−1/2). 尽管与 P−1/2 相伴的前置因子会随维数 d 呈指数
增长 (见注记 2.4), 但就 P 本身而言, 其收敛阶并不随维数退化. 因此, 从渐近
角度来看, 当固定 d ≥ 4 且 P 足够大时, 神经网络逼近的误差衰减速度快于
经典 FEM 的收敛速率 O(P−2/(d+1)). 这说明在高维情形下, 尽管常数项中仍
存在维数灾难的影响, 但基于神经网络的模型在渐近意义下依然具备优势.

最后我们指出, 与 FEM 不同, 神经网络参数的训练通常对应于一个非凸
优化问题. 然而在实际应用中, 这些参数完全可以通过随机梯度下降 (SGD)
算法进行高效学习, 详见第 2.4 节.

注 2.4 (常数的显式表达). 我们在如下设定下给出定理 2.2 中常数 CT,K,f 的
一个显式上界: 设 f ∈ H d/2+3

loc , 并且对于某个 L > 0, 向量场 f 关于空间变量
一致 L­Lipschitz. 定义

FL,d :=
{
f ∈ H d/2+3

loc (Rd+1;Rd)
∣∣∣ f(·, t) 对所有 t 在 x 上为 L­Lipschitz

}
.

为简化表述, 固定初始值区域 K = [−1, 1]d 以及时间区间 T ≥ 1. 则对于任意
f ∈ FL,d, 系统 (2.4) 的可达集 (包含时间变量) 包含于

ΩL,T,d := [−TeLT , T eLT ]d+1.

存在一个仅依赖于维数 d 的常数 Cd > 0, 使得对于每个 f ∈ FL,d, 定理 2.2 中
的常数 CT,K,f 满足

CT,K,f ≤ Cd T
∥∥f∥∥

H
d
2+3(ΩL,T,d)

exp
(
5
2LT +

√
dL+ Cd e

3
2
LT
∥∥f∥∥

H
d
2+3(ΩL,T,d)

)
.

(2.6)
其详细证明见第 2.3.3 节. 下面对式 (2.6) 中的依赖关系作简要说明:

• (维数依赖) 因子 Cd 来自于超立方体 [−1, 1]d 上的 Barron 型逼近常数,
其一般不存在简单的闭式表达. 总体而言, CT,K,f 对 d 呈指数依赖, 因
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此在逼近速率 (1.5) 的分子中出现了维数灾难效应. 然而, 正如注记 2.3
所讨论的, 网络误差关于 P 的阶为 P−1/2, 而经典 P1­FEM 的误差阶为
P−2/(d+1). 因此, 当固定 d ≥ 4 且 P 足够大时, 网络逼近在渐近意义下
更优.

• (时间依赖) 对于固定的向量场 f ∈ FL,d, 可以观察到常数 CT,K,f 随时间
呈超指数级增长. 这是由于可达域随 T 呈指数扩张, 从而在该域上对
f 的逼近误差也会随着域尺度的放大而增加; 再结合 Grönwall 不等式,
最终导致了总体的双重指数增长. 若 ODE 系统具有 Lyapunov 稳定性,
则可达集可被一致控制, 从而可能获得更好的时间方向增长估计. 在实
践中, 可以通过模型预测控制 (MPC) 策略来缓解这种误差爆炸 [84]; 参
见注记 2.6.

• (函数范数依赖) 在固定的时间区间 T 下, 常数 CT,K,f 对 f 在可达域上
的 Sobolev 范数呈指数依赖. 其原因在于所学习到的 (SA­NODE) 向量
场的 Lipschitz 常数会随该范数增长, 并被带入到 Grönwall 指数项中.
若使用更高阶的 ReLU 激活函数来更好地逼近 f 的导数, 则有望获得
更紧致的常数界限 (参见 [14, 定理 3]).

将定理 2.2 应用于与系统 (2.4) 相关联的传输方程 (2.7), 即可推导出我
们的第三个主要结果 (定理 2.3): 关于方程 (2.7) 的解被其对应的神经网络模
型 (2.8) 逼近时的一致收敛速率. 传输方程如下:∂tρ+ divx(f(x, t) ρ) = 0, (x, t) ∈ Rd × (0, T ),

ρ(·, 0) = ρ0 ∈ M(Rd),
(2.7)

其中主要未知量为 ρ : Rd × R+ → R, M(Rd) 表示符号测度空间. 类似地, 与
(2.1) 相对应的传输方程 (即所谓神经传输方程 [80]) 为:

∂tρ+ divx

((
P∑
i=1

Wi ◦ σ(A1
ix+ A2

i t+Bi)

)
ρ

)
= 0, (x, t) ∈ Rd × [0, T ],

ρ(·, 0) = ρ0 ∈ M(Rd).

(2.8)
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NODE 与传输方程之间的联系并非新近现象, 在归一化流 (Normalizing
Flows)理论中亦自然出现 [85­86]. 特别地,文献 [80]研究了在终端时刻对 (2.7)
的分布由方程 (2.8) 逼近的问题. 在下述定理中, 我们将该结果推广到了整
个时间区间上的一致逼近. 回顾概率测度 Wasserstein­1 距离的定义如下 [87,
定义 6.1].

定义 2.1 (Wasserstein­1 距离). 记

P1(Rd) :=

{
µ ∈ P(Rd) :

∫
Rd

‖x‖ dµ(x) <∞
}
,

即 Rd 上所有具有有限一阶矩的概率测度所构成的集合. 对于任意 µ, ν ∈
P1(Rd), 定义

Π(µ, ν) :=
{
π ∈ P(Rd ×Rd) : (pr1)#π = µ, (pr2)#π = ν

}
,

其中 pr1, pr2 : Rd×Rd → Rd 分别表示到第一, 第二个分量的投影映射, (·)# 表
示推前测度. 则 µ 与 ν 之间的 Wasserstein­1 距离定义为

W1(µ, ν) := inf
π∈Π(µ,ν)

∫
Rd×Rd

‖x− y‖ dπ(x, y).

该距离刻画了在所有以 µ 和 ν 为边缘分布的耦合测度中, 将单位质量从
x 输运到 y 所需平均代价 ‖x− y‖ 的最小可能值.

假设 2.3. 初始数据 ρ0 为具有紧支撑的概率测度.

定理 2.3. 设假设 2.1­2.3 成立. 则对任意 P ≥ 3, 存在参数 Θ = {(Wi, A
1
i , A

2
i ,

Bi)}Pi=1 使得
sup
t∈[0,T ]

W1(ρ(·, t), ρΘ(·, t)) ≤
CT,f,ρ0√

P
,

其中 CT,f,ρ0 为独立于 P 的常数, W1(·, ·) 为 Wasserstein­1 距离, 且 ρ(·, t)(相应
地, ρΘ(·, t)) 表示在时刻 t ∈ [0, T ] 时方程 (2.7)(相应地, (2.8)) 的解.

注 2.5 (更锐利的 Sobolev 指数). 假设 2.2 中出现的 Sobolev 正则性指数
(d+ 1)/2 + 2 源于引理 2.3 所建立的 Sobolev 空间到 Barron 空间的连续嵌入.
需要指出的是, 文献 [88, 定理 1] 基于 Radon 变换技术证明了该嵌入结果的
一个更锐利的版本. 在应用该精化结论后, 假设 2.2 中的正则性要求可被放
宽为 k ≥ (d+ 1)/2 + 3/2; 在此改进下, 定理 2.2 与 2.3 的结论依然保持不变.
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注 2.6 (模型预测控制 (MPC)视角). 如注记 2.4 所述, 误差在理论上会随着时
间快速爆炸. 因此, 即便选取非常大的网络宽度 P 以确保初始逼近误差很小,
该误差仍会随 T 呈超指数级增长; 传输方程的情形亦是如此. 一种可行的实
践策略是采用模型预测控制视角: 与其训练单个 SA­NODE 去覆盖整个区间
[0, T ], 不如在长度为 τ 的连续短时间窗上不断更新或微调网络参数. 该策略
可视为 SA­NODE (τ = T ) 与经典 NODE (τ → 0) 之间的一种折中方案. 探索
如何选择最优的时间步长 τ 仍是值得进一步研究的重要方向.

注 2.7 (Lp­范数下的逼近). 定理 2.3 在 Wasserstein 意义下给出了逼近误差.
当初始分布具有 Lp 密度时, 解 ρ 属于 C([0, T ]; Lp(Rd)). 此外, 当向量场 f 在
W1,∞­范数下被神经网络逼近时 (即同时控制函数及其梯度), 我们可以利用
经典的能量方法在 Lp 意义下估计逼近误差 [6]. 在这种情形下, 可以进一步
应用文献 [14, 定理 3] 中更强的逼近结果.

2.3 主要结果的证明

本节给出本章主要结果的证明.

2.3.1 定理 2.1的证明

证明基于文献 [8] 中 Pinkus 给出的如下万能逼近结果. 该结果将
Cybenko 的经典定理 [5] 推广到了非多项式激活函数. 为便于读者查阅, 我们
在此给出与本文情形相适配的表述.

定理 2.4 ([8]). 取任意紧集 X ⊆ Rd+1. 设 σ 为非多项式的连续函数. 则对任
意 g ∈ C(X;Rd) 与任意 ε > 0, 存在参数 (Wi, Ai, Bi) ∈ Rd ×R(d+1)×d ×Rd(i =
1, . . . , P ), 使得记

fΘ(x) =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(Aix+Bi), ∀x ∈ X,

则有
‖g − fΘ‖C(X;Rd) ≤ ε.

我们还需要如下关于 SA­NODE (2.1) 解的先验界引理.
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引理 2.1 (先验界). 设假设 2.1 成立. 对任意 t ∈ [0, T ], 定义

Kt :=

{
x ∈ Rd

∣∣∣ ‖x‖ ≤ sup
z∈K

(
‖z‖+ t+

∫ t

0

‖f(0, s)‖ds
)
exp (Lt)

}
.

若 f1 ∈ C(Rd×[0, T ]; Rd)关于 x局部 Lipschitz,且满足 ‖f1−f‖L∞(KT×[0,T ];Rd) ≤
1, 并且 y 满足

ẏ = f1(y, t), y(0) = z0 ∈ K,

则对任意 t ∈ [0, T ] 都有 y(t) ∈ Kt.

: 证明可由标准的自举原理 (bootstrap principle) 得到 (参见 [89, 命题
1.21]). 对任意 t ∈ [0, T ], 记 H(t) 为如下假设: 对任意 s ∈ [0, t], ‖f1(y(s), s) −
f(y(s), s)‖ ≤ 1; 记 C(t) 为如下结论: 对任意 s ∈ [0, t], 有 y(s) ∈ Ks.

首先, H(0) 显然成立. 其次, 由 Grönwall 不等式可得: H(t) 推出 C(t). 另
一方面, 由 f1 的假设与 Kt 的定义可知: 若 C(t) 成立, 则存在 t 的一个邻
域, 使得该邻域内任意 t′ ∈ [0, T ] 都有 H(t′) 成立. 由于 Kt 为紧集且随 t 连
续变化, 命题 C(t) 关于 t 具有闭性. 据此可由 [89, 命题 1.21] 的自举论证
(bootstrapping argument) 推出结论.

下面证明定理 2.1. 固定任意 0 < ε < 1. 将定理 2.4 应用于引理 2.1 中定
义的紧集KT 上的向量场 f ,可找到 P 以及Wi ∈ Rd,Ai = (A1

i , A
2
i ) ∈ R(d+1)×d,

Bi ∈ Rd, 使得

fΘ(x, t) =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(A1
ix+ A2

i t+Bi)

在 L∞(KT × [0, T ]; Rd) 范数下以误差 ε逼近 f . 由于 ε < 1,由引理 2.1可知对
任意 t ∈ [0, T ] 都有 xz0(t) ∈ KT . 因此, 利用 f 关于空间变量的一致 Lipschitz
连续性, 有

‖zz0(t)− xz0(t)‖ =

∥∥∥∥z0 + ∫ t

0

f(zz0(s), s)ds− z0 −
∫ t

0

fΘ(xz0(s), s)ds

∥∥∥∥
≤
∫ t

0

‖f(zz0(s), s)− f(xz0(s), s) + f(xz0(s), s)− fΘ(xz0(s), s)‖ ds

≤ L

∫ t

0

‖zz0(s)− xz0(s)‖ds+ εt,
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该不等式对任意 t ≤ T 成立. 再次应用 Grönwall 引理得到

‖zz0 − xz0‖L∞([0,T ];Rd) ≤ εTeLT .

将 ε 重新记号 (吸收常数因子) 即可得到结论.

2.3.2 Barron空间中的逼近速率

固定任意紧集 X ⊆ Rn(n ∈ N+). 回顾 [10, 公式 1] 中关于 X 上 Barron
空间的定义:

SB(X) :=
{
f ∈ C(X)

∣∣∣ ∃µ ∈ P(Rn+2)

s.t. f(x) =
∫
Rn+2

wσ(〈a, x〉+ b)dµ(w, a, b), ∀x ∈ X
}
,

(2.9)
其中 P(Rn+2) 表示 Rn+2 上所有 Borel 概率测度的集合.

下面回顾一个重要结果: 它刻画了一类属于 Barron 空间的函数, 并给出
了浅层神经网络在一致范数下的统一逼近速率. 该引理可视为对 [81, 定理
2] 的一个改进.

引理 2.2. 令 X = [−1, 1]n. 设 f ∈ C(X) 存在某个延拓 f̄ ∈ L1(Rn), 且其
Fourier 变换满足

vf,2 :=

∫
Rn

‖ξ‖2ℓ1
∣∣F(f̄)(ξ)

∣∣ dξ < ∞. (2.10)

则 f ∈ SB(X). 此外, 对任意整数 P ≥ 3, 存在 (wi, ai, bi) ∈ Rn+2(i = 1, . . . , P )
使得 ∥∥∥ f −

P∑
i=1

wi σ
(
〈ai, · 〉+ bi

)∥∥∥
C(X)

≤
Cn vf,2√

P
, 且

Lip

(
P∑
i=1

wi σ
(
〈ai, · 〉+ bi

))
≤ ‖∇f(0)‖+ 2 vf,2,

其中 Cn > 0 仅依赖于维数 n.

: 对任意 P ≥ 1, [81, 定理 2] 给出了参数

wi ∈
[
−2vf,2/P, 2vf,2/P

]
, ‖ai‖1 = 1, bi ∈ [−1, 1],
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使得 ∥∥∥ f(x)− (f(0) + 〈∇f(0), x〉+
P∑
i=1

wi σ(〈ai, x〉+ bi)
)∥∥∥

C(X)
≤ Cn√

P
,

其中 Cn > 0 仅依赖于 n. 注意到仿射项可由两个 ReLU 神经元表示:

f(0) + 〈∇f(0), x〉 = σ
(
〈∇f(0), x〉+ f(0)

)
− σ
(
〈−∇f(0), x〉 − f(0)

)
,

因此当 P ≥ 3 时即可得到所述误差界. 最后, 由于 ‖ai‖2 ≤ ‖ai‖1 = 1, 网络的
Lipschitz 常数满足

‖∇f(0)‖ +

P∑
i=1

|wi| ‖ai‖2 ≤ ‖∇f(0)‖+ 2 vf,2.

结论得证.

满足 (2.10) 的函数类在文献中常被称为 Fourier­Lebesgue 空间. 下面
我们证明: 当光滑度参数 k 足够大时, Sobolev 空间 Hk(X) 连续嵌入到该
Fourier­Lebesgue 空间中, 从而也包含于 SB(X) 内. 关于该嵌入的更锐利版
本, 可参见 [88] (基于 Radon 变换; 见注记 2.5).

引理 2.3. 令 X = [−1, 1]n. 对任意 f ∈ Hk(X), 若 k > n/2 + 2, 则有

vf,2 ≤ Cn,k ‖f‖Hk(X),

其中 vf,2 定义于 (2.10), 常数 Cn,k > 0 仅依赖于 (n, k).

: 由于 X = [−1, 1]n 满足强局部 Lipschitz 条件 (见 [82, 定义 4.9]), 且
f ∈ Hk(X) 并满足 k > n/2 + 2, 由 [82, 定理 4.12] 可得 f ∈ C2(X). 此外, 由
[82, 定理 5.24], 存在延拓 f̄ ∈ Hk(Rn) 使得 f̄ |X = f . 记 F(f̄) 为 f̄ 的 Fourier
变换. 由 Cauchy­Schwarz 不等式,∫
Rn

‖ξ‖2|F(f̄)(ξ)|dξ ≤
∫
Rn

(
1 + ‖ξ‖2

)
|F(f̄)(ξ)|dξ

≤
(∫

Rn

(
1 + ‖ξ‖2

)2−k
dξ

) 1
2
(∫

Rn

(
1 + ‖ξ‖2

)k |F(f̄)(ξ)|2dξ
) 1

2

= πn/4
Γ(k − 2− n/2)

Γ(k − 2)
‖f̄‖Hk(Rn),
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其中 Γ(·) 为 Gamma 函数. 由于延拓算子 E : Hk(X) → Hk(Rn) 有界, 且其算
子范数仅依赖于 n, k, 再结合任意 ξ ∈ Rn 都满足 ‖ξ‖ℓ1 ≤

√
n ‖ξ‖, 即可得到所

需估计.

回顾符号 ◦ 表示 Hadamard 乘积, 且 σ : Rd → Rd 表示逐分量 ReLU 激
活. 结合以上两个引理可得如下推论.

推论 2.1. 固定任意 m ∈ N, 并令 Xm = [−m,m]n. 设 F ∈ Hk(Xm;Rd) 且
k > n/2+2. 则对任意 P ≥ 3, 存在 (Wi, Ai, Bi) ∈ Rd×Rd×n×Rd(i = 1, . . . , P ),
使得 ∥∥∥∥∥F (·)−

P∑
i=1

Wi ◦ σ(Ai ·+Bi)

∥∥∥∥∥
C(Xm)

≤
Cn,k,m‖F‖Hk(Xm)√

P
, 且

Lip

(
P∑
i=1

Wi ◦ σ(Ai ·+Bi)

)
≤ ‖∇F (0)‖F + Cn,k,m ‖F‖Hk(Xm;Rd),

其中 Cn,k,m > 0 仅依赖于 (n, k,m), 且 ‖∇F (0)‖F 为 Jacobian 矩阵 ∇F (0) 的
Frobenius 范数.

: 固定任意 i ∈ {1, . . . , n}, 定义伸缩函数

F̃i(x) = Fi(mx), x ∈ X = [−1, 1]n.

于是
‖F̃i‖Hk(X) ≤ m k−n/2 ‖Fi‖Hk(Xm).

由引理 2.3, 存在常数 Cn,k > 0 使得

vF̃i,2 ≤ Cn,k ‖F̃i‖Hk(X) ≤ Cn,km
k−n/2 ‖Fi‖Hk(Xm).

再由引理 2.2, 存在 ((wij , a
i
j , b

i
j) ∈ Rn+2)(j = 1, . . . , P ) 以及仅依赖于维数的常

数 Cn > 0, 使得∥∥∥ F̃i(·) −
P∑
j=1

wij σ
(
〈aij , · 〉+ bij

)∥∥∥
C(X)

≤
Cn vF̃i,2√

P
≤

CnCn,km
k−n/2 ‖Fi‖Hk(Xm)√

P
,

Lip

 P∑
j=1

wij σ
(
〈aij , · 〉+ bij

) ≤ m‖∇Fi(0)‖+ 2Cn,km
k−n/2 ‖Fi‖Hk(Xm).
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由 F̃i 的定义可得∥∥∥Fi(·) −
P∑
j=1

wij σ
(
〈aij/m, · 〉+ bij

)∥∥∥
C(Xm)

≤
CnCn,km

k−n/2 ‖Fi‖Hk(Xm)√
P

.

并且

Lip

 P∑
j=1

wij σ
(
〈aij/m, · 〉+ bij

) ≤ ‖∇Fi(0)‖+ 2Cn,km
k−1−n/2 ‖Fi‖Hk(Xm).

最后, 由向量值函数范数与矩阵范数的定义即可推出所需估计.

注 2.8 (L∞­逼近速率). 引理 2.2 与推论 2.1 在 L∞ 范数下给出了浅层神经网
络的万能逼近速率; 我们的主要技术取自 [81]. 我们也注意到, 在 [90, 命题
1] 与 [14, 定理 3] 中, 借助几何差异理论 (geometric discrepancy theory) 的深
刻工具 [91],可以得到更优的速率 P−1/2−3/2n(在 SA­NODE情形下, n = d+1),
并且可将网络的 Lipschitz 常数一致控制 (与 P 无关). 因此, 定理 2.2 中的收
敛速率同样可以改进为

P− 1
2
− 3

2(d+1) ,

其中 d 为动力系统的维数.

注 2.9 (L2­逼近速率). ReLU 网络在 L2 意义下的逼近速率 (同样为 P−1/2 量
级) 可由 Hölder 不等式与前述 L∞ 结果直接推出. 另一种证明思路是使用
Maurey 不等式 [92, 引理 2](亦可参见 [10]). 该方法对激活函数的要求更弱,
不局限于 ReLU 及其幂函数 (后者在 L∞ 结果中使用). 特别地, [93, 定理 4]
证明: 当激活函数 σ 二次弱可微且满足可积性条件∫

R

∣∣σ′′(x)∣∣ (1 + |x|) dx <∞, (2.11)

则在 L2 范数下仍成立 P−1/2 的逼近速率. Sigmoid 函数满足 (2.11). 因此, 借
助下一小节中平行的论证, 定理 2.2 亦可被改写为: 对所有满足 (2.11) 的 σ,
关于初值 z0 的 L2 误差同样具有 P−1/2 的收敛速率.

2.3.3 定理 2.2的证明

证明分两步进行.

· 27·



吉林大学博士学位论文

步骤 1 (对 f 的逼近). 在假设 2.1 下, 系统 (2.4) 的可达集

ΩT (K) =
{
zz0(t)

∣∣ z0 ∈ K, t ∈ [0, T ]
}

为紧集. 取
m = T max

{
1, sup

z0∈K
‖z0‖ eLT

}
, (2.12)

由 Grönwall 引理可得

Xm := [−m,m]d+1 ⊇ ΩT (K)× [0, T ].

由假设 2.2,
f |Xm ∈ Hk(Xm; Rd), 其中k > (d+ 1)/2 + 2.

因此, 由推论 2.1, 对任意 P ≥ 3, 存在参数 Θ = (Wi, A
1
i , A

2
i , Bi)

P
i=1 使得

‖f(·, ·)− fΘ(·, ·)‖C(Xm;Rd) ≤
Cd,k,m‖f‖Hk(Xm)√

P
, (2.13)

Lip (fΘ(·, ·)) ≤ ‖∇f(0, 0)‖F + Cd,k,m‖f‖Hk(Xm), (2.14)

其中 Cd,k,m > 0 仅依赖于 (d, k,m).

步骤 2 (误差分解与估计). 对任意 (z0, t) ∈ K × [0, T ], 由三角不等式,

‖zz0(t)− xz0(t)‖

=

∥∥∥∥∫ t

0

f(zz0(s), s)− fΘ(zz0(s), s) + fΘ(zz0(s), s)− fΘ(xz0(s), s) ds

∥∥∥∥
≤
∫ t

0

‖f(zz0(s), s)− fΘ(zz0(s), s)‖ ds︸ ︷︷ ︸
=:γ1

+

∫ t

0

‖fΘ(zz0(s), s)− fΘ(xz0(s), s)‖ ds︸ ︷︷ ︸
=:γ2

.

由于对所有 s ∈ [0, T ] 都有 zz0(s) ∈ ΩT , 从而 (zz0(s), s) ∈ Xm. 因此由 (2.13),
对任意 t ∈ [0, T ],

γ1 ≤ Cd,k,m ‖f‖Hk(Xm)︸ ︷︷ ︸
=:C1

t√
P
.

另一方面, 由 (2.14),

γ2 ≤
(
‖∇f(0, 0)‖F + Cd,k,m‖f‖Hk(Xm)

)︸ ︷︷ ︸
=:C2

∫ t

0

‖zz0(s)− xz0(s)‖ ds.
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注意到常数 C1 与 C2 仅依赖于 T , K 与 f : 其中 d 为状态维数, 且 m 由 (2.12)
给出, 是 T , K 以及 f 的 Lipschitz 常数的显式函数. 将上述不等式合并可得,
对所有 (z0, t) ∈ K × [0, T ],

‖zz0(t)− xz0(t)‖ ≤ C1
t√
P

+ C2

∫ t

0

‖zz0(s)− xz0(s)‖ ds.

对其应用 Grönwall 引理, 得到对任意 z0 ∈ K,

sup
t∈[0,T ]

‖zz0(t)− xz0(t)‖ ≤ TC1e
C2T

√
P

.

从而定理 2.2 得证.

为完整起见, 我们给出注记 2.4 中显式常数估计的证明.

注记 2.4 的证明 在注记 2.4 的设定下, 上述证明中出现的常数 m 可具体取
为

m = TeLT .

因此相应的区域为
ΩL,T,d = Xm = [−m,m]d+1.

由推论 2.1 的证明, 并利用 f ∈ H d/2+3
loc (Rd+1;Rd)(即 k = d/2 + 3), 可将估

计式 (2.13)–(2.14) 中的常数显式化:

‖f − fΘ‖C(Xm;Rd) ≤
Cdm

5/2 ‖f‖H d/2+3(ΩL,T,d)√
P

,

Lip
(
fΘ
)
≤ ‖∇f(0, 0)‖F + Cdm

3/2 ‖f‖H d/2+3(ΩL,T,d),

其中 Cd > 0 仅依赖于维数 d, 来源于引理 2.2 与引理 2.3 中常数的乘积 (取
n = d+ 1, k = d/2 + 3).

由于 f 在空间变量上为 L­Lipschitz, 故

‖∇f(0, 0)‖F ≤
√
dL.

将上述估计合并即可得到前述证明中 C1 与 C2 的显式形式:

C1 = Cdm
5/2 ‖f‖H d/2+3(ΩL,T,d) = Cd e

5LT
2 ‖f‖H d/2+3(ΩL,T,d),

C2 ≤
√
dL+ Cdm

3/2 ‖f‖H d/2+3(ΩL,T,d) =
√
dL+ Cd e

3LT
2 ‖f‖H d/2+3(ΩL,T,d).

· 29·



吉林大学博士学位论文

因此

CT,K,f = TC1e
C2T

≤ Cd T ‖f‖H d/2+3(ΩL,T,d) exp
(
5
2LT +

√
dL+ Cd e

3LT
2 ‖f‖H d/2+3(ΩL,T,d)

)
,

即得到所需的显式上界 (2.6).

2.3.4 定理 2.3的证明

由假设 2.1 且 σ 为 ReLU, 可知

f, fΘ ∈ L1
(
[0, T ];W1,∞

loc (Rd;Rd)
)
, 并且 ‖f‖

1 + ‖x‖
,

‖fΘ‖
1 + ‖x‖

∈ L1
(
[0, T ];L∞(Rd)

)
,

其中 W1,∞
loc 表示局部 Sobolev 空间. 由 [94, 命题 4 及注记 7], 传输方程 (2.7)

与神经传输方程 (2.8) 的解可表示为

ρ(·, t) = ϕt#ρ0, ρΘ(·, t) = ϕΘ,t#ρ0, ∀t ∈ [0, T ], (2.15)

其中 # 表示前推算子, ϕt(相应地, ϕΘ,t) 为由方程 (2.4)(相应地, (2.1)) 生成的
流映射: 将初始状态映到时刻 t 的解. 因此 ρ(·, t), ρΘ(·, t) ∈ P(Rd); 并且由于
supp(ρ0) 为紧集, 结合 Grönwall 不等式可知它们在某个紧集内有界支撑. 因
此可用 [87, 公式 6.3] 的对偶公式计算 Wasserstein­1 距离:

W1(ρ(·, t), ρΘ(·, t)) = sup
Lip(g)≤1

∫
Rd
g(x) d (ρ(x, t)− ρΘ(x, t)) .

令 K 表示 ρ0 的支撑集. 由 (2.15),

W1(ρ(·, t), ρΘ(·, t)) = sup
Lip(g)≤1

∫
K

g(ϕt(z))− g(ϕΘ,t(z)) dρ0(z)

≤
∫
K

‖ϕt(z)− ϕΘ,t(z)‖ dρ0(z).

对任意 z ∈ K, 由定理 2.2, 存在常数 CT,K,f 使得

‖ϕt(z)− ϕΘ,t(z)‖ ≤
CT,K,f√

P
.

代回即得结论.
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2.4 半自治神经常微分方程的训练策略

本节旨在构建用于训练半自治神经常微分方程 (SA­NODE) (2.1) 参数
的优化问题, 使其在时间区间 [0, T ] 上逼近给定的动力系统, 并且初始值取自
某个紧集 K: żz0 = f(zz0 , t), t ∈ [0, T ],

zz0(0) = z0, z0 ∈ K.

最直观的情形是: 向量场 f(x, t) 在若干空间位置与时间采样点上是已
知的. 在这种情况下, 可以使用浅层神经网络对 f 进行直接插值, 从而获得一
个 SA­NODE.

然而在实际应用中, 我们通常无法直接获取向量场的样本. 更为常见的
观测方式是: 传感器沿着由动力系统生成的流 zz0(t) 运动并记录其位置; 不
同的初始状态 z0 会产生不同的轨迹.

从这一视角来看, 训练任务本质上转化为一个反问题 (inverse problem):
其目标是从观测到的传感器轨迹中推断出底层的动力学规律. 为便于表述,
我们首先在连续数据设定 (即无限的传感器与连续的时间) 下探讨该训练问
题. 这一设定自然引出了如 (2.16) 所示的最优控制形式. 在定理 2.5 中, 我们
利用伴随变量 (adjoint variable) 推导了目标泛函的梯度; 该梯度表达式在实
现基于梯度的优化方法中发挥着核心作用. 适用于有限训练数据集的离散化
版本将在 (3.15) 中给出. 此外, 如注记 2.11 所述, 该训练框架亦可推广至传
输方程的情形.

为了在连续数据情形下确定 SA­NODE (2.1)的最优参数Θ = (W,A1, A2,

B), 我们考虑如下最优控制问题:

inf
Θ

L(Θ) =

∫ T

0

∫
K

∥∥zz0(t)− xz0(t)∥∥2 dz0 dt+ λ g(Θ),

s.t. ẋz0(t) = fΘ
(
xz0(t), t

)
, xz0(0) = z0, ∀ z0 ∈ K,

(2.16)

其中 g 表示一般的正则化项, 其前带有一个正系数 λ, 且 fΘ 为方程 (2.1) 的
向量场. 尽管前文的逼近速率是在 L∞­范数下建立的, 在此处我们仍选择
L2­残差作为保真项 (fidelity term). 这种选择在回归任务中属于标准做法, 并
且更易于应用梯度下降算法进行优化.
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关于正则化项 g 的选择, 我们提供以下几种可行方案. 首先, 参数 Θ

的 ℓp­范数是监督学习中最为经典的正则化形式. 其次, 利用 SA­NODE 的
Lipschitz 常数 (2.3) 能够有效地促进分布意义上的泛化能力, 相关讨论可参
见 [95, 第 3 节]. 第三, 亦可采用与浅层神经网络相关的其他范数, 例如扩展
的 Barron 范数, 变差范数 (variation norm) 以及 Radon­BV 半范数等; 关于它
们之间等价性的讨论详见 [13].

将 xz0 视为关于 Θ 的隐函数, 依据经典的伴随方法 (adjoint method) [96,
第 261­265 页], 我们可以推导出损失函数 L 的梯度, 如下述定理所示.

定理 2.5. 对于任意 (Θ, x, t) ∈ R2Pd(d+1) ×Rd × [0, T ], 设 f̃(Θ, x, t) = fΘ(x, t).
假设 g 是局部 Lipschitz 连续的. 则对于几乎所有的 Θ, 如下等式成立:

∇L(Θ) =

∫ T

0

∫
K

∂f̃

∂Θ
(Θ,xz0(t), t)

⊤ az0(t)dz0dt+ λ∇g(Θ),

其中 xz0 满足 SA­NODE (2.1), 且 az0 满足伴随方程:
−ȧz0(t) =

∂f̃
∂x(Θ,xz0(t), t)

⊤az0(t) + 2(xz0(t)− zz0(t)), t ∈ [0, T ],

az0(T ) = 0, z0 ∈ K.

我们在此省略具体证明, 该结论可由 [96, 命题 1, 第 262 页] 直接推导得
出. 对于固定的 z0, 文献 [33, 定理 1] 亦证明了类似的结果. 定理 2.5 勾勒出
了训练 SA­NODE 的一般流程: 即通过梯度下降算法来优化系数, 其中梯度
正是通过求解该伴随方程来计算的.

注 2.10. 在本文的设定中, 激活函数 σ 为 ReLU. 因此, 定理 2.5 中的函数 f̃ 是
局部 Lipschitz 连续的, 从而几乎处处关于 Θ 和 x 可导; 这意味着 ∇L 的上述
表示公式对于几乎所有的 Θ 均成立. 在伴随方程中, 对于任意固定的 Θ, f̃ 关
于 x 的 Lipschitz 连续性确保了对应向量场在 az0 上具有一致有界的散度. 这
保证了伴随方程的适定性 (well­posedness).

最后, 由于在实际应用中不可能处理连续无穷多个初始点, 我们必须
对损失函数中的积分进行离散化. 假设训练数据集具有结构 {zk(tl)}, 其中
k = 1, 2, . . . , N ; l = 1, 2, . . . ,M : 这里 zk 表示 N 条轨迹 (对应 N 个初始位置)
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中的第 k 条轨迹, 而 tl 表示总共 M 个时间步中的第 l 步. 由此, 我们得到了
(2.16) 的有限维离散对应形式:

L̂(Θ) =
1

NM

N∑
k=1

M∑
l=1

(zk(tl)− xk(tl,Θ))2 + λ g(Θ). (2.17)

此处, xk(tl; Θ) 是模型对第 k 条轨迹在时刻 tl 的预测值. 在这种离散背景
下, L̂ 的梯度可以采用与定理 2.5 相平行的方式进行计算: 此时反向传播
(backpropagation) 算法在数值实现中便扮演了伴随方程的角色.

针对传输方程的训练, 我们利用以下注记, 将其训练策略还原到 ODE 的
训练框架中.

注 2.11 (传输方程的训练策略). 为了训练神经传输方程 (2.8) 的参数以逼近
原始传输方程 (2.7), 我们考虑与 (2.8) 相关的对应特征线系统 (characteristic
system): 

dx

dt
=

P∑
i=1

Wi ◦ σ(A1
ix+ A2

i t+Bi),

dρ

dt
= −divx

(
P∑
i=1

Wi ◦ σ(A1
ix+ A2

i t+Bi)

)
ρ,

(2.18)

其中 ρ 是沿轨迹 x(t) 的流体密度. 由于激活函数 σ 是显式已知的, 上述第二
个方程等价于:

dρ

dt
= −ρ

(
P∑
i=1

〈
Wi, diag(A1

i )σ
′ (A1

ix+ A2
i t+Bi

)〉)
,

其中 diag(A1
i ) 为 A1

i 的对角部分. 事实上, 通过将我们的 ODE 框架仅应用于
(2.18) 的第一行 (该行控制着轨迹的位置演化), 我们便能还原参数的求解过
程, 并产生与 (3.15) 相同的损失函数.

然而, 在传输问题的设定中, 我们还可以利用 (2.18) 第二行所提供的关
于沿轨迹密度的额外信息. 将针对密度的残差项一并纳入损失函数中, 通常
会带来提升 SA­NODE 泛化能力的附带优势. 在后续的数值实验中, 我们采
用的正是这种增强型的损失函数公式.
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2.5 数值实验

本节给出若干数值实验结果, 以展示半自治神经常微分方程 (SA­
NODEs) 在精确模拟常微分方程与传输方程方面的能力. 此外, 我们还将
SA­NODEs (2.1) 与经典神经常微分方程 (1.2) 的表现进行了对比, 从误差与
模型复杂度两个维度验证了 SA­NODEs 在此类任务中的有效性与精度优势.
所有代码均使用 Python 语言并基于 PyTorch 深度学习框架实现. 全部实验
均在一台图形工作站上完成: 该工作站配备两颗 24 核 Intel Xeon Platinum
8269CY 处理器, 一块 Nvidia RTX A6000 图形处理器, 512GB 内存, 并运行搭
载 PyTorch 的 Ubuntu 20.04 操作系统.

2.5.1 ODE的模拟

训练与评估数据集由若干批轨迹组成: 我们首先采用四阶 Runge­Kutta
方法在时间区间 [0, 5] 上, 以时间步长 0.05 对精确系统进行数值求解, 从而得
到 “精确系统” 的轨迹作为数据. 初始条件从网格上进行采样: 在 z1 与 z2 两
个维度上均取区间 [−2, 2], 采样步长为 0.2. 由此共得到 441 条轨迹, 其中仅
随机选取一半 (即 220 条轨迹) 用于训练. 需要说明的是, 为了保证图像的清
晰度, 在后续的图中我们仅绘制了其中的 100 条轨迹. 我们将展示: 即使在数
据量相对有限的情况下, SA­NODE 依然能够准确捕捉底层动力系统的主要
行为.

在后续的插图中, 红色曲线表示 NODE 对训练集轨迹的模拟结果, 绿色
曲线表示 NODE 对测试集轨迹的模拟结果. 绿色曲线对于评估模型的泛化
能力尤为关键, 它反映了模型对未见初始值所对应动力学的预测能力. 神经
网络采用单隐层结构, 隐层神经元数取 P = 1000, 激活函数为 ReLU. 训练阶
段使用 Adam 优化算法, 初始学习率设为 10−3; 每训练 1000 轮将学习率衰减
为原来的 0.8 倍, 总训练轮次为 10000 轮. 损失函数 (3.15) 中的权重参数 λ 取
10−4, 正则项 g 取为 (2.3) 中由 Lipschitz 常数所定义的正则化.

图 2.1 汇总了实验结果: 左图为 SA­NODE 的模拟轨迹, 中图为精确系
统的轨迹, 右图为误差的均值与标准差. 其中, 第 k 条轨迹在时刻 t 的误差定
义为 ek(t) = ‖zk(t) − xk(t)‖. 在图 2.1 的右侧子图中, 红色 (相应地, 蓝色) 曲
线表示训练集 (相应地, 测试集) 误差 ek 的均值; 灰色阴影带则表示测试集误
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差 ek 的标准差范围.

例 1: 非线性自治 ODE

非线性 ODE 由于其行为的复杂性与多样性而极具挑战性. 与线性系统
(其解的结构相对可预测且更易于分析) 不同, 非线性系统可能会出现极限
环, 混沌与分岔等现象, 这使得理论分析与数值逼近都变得更加困难. 我们考
虑的非线性 ODE 示例为无阻尼单摆, 其动力学方程为ż1 = z2,

ż2 = − sin(z1).
(2.19)

如图 2.1a 与 2.1b 所示, SA­NODE 能够较好地刻画该动力系统的行为, 但在
较长的时间跨度下其精度会呈现逐渐下降的趋势. 我们推测这与系统的 “双
重性质” 有关: 系统的轨迹随初始值的不同, 可能呈现出周期轨道或无界轨
道. 同时我们也注意到, 较差的表现主要集中在测试集上, 这意味着即使面对
如此复杂的系统, SA­NODE 在训练数据范围内依然保持了良好的模拟性质.

例 2: 非线性非自治 ODE

非线性非自治 ODE 可用于刻画多种复杂现象, 例如机械系统中的受迫
振荡,生态或生物系统中随时间变化的环境影响等. 这类 ODE的求解与学习
往往十分困难, 因为非线性与时间依赖性相互耦合, 极易导致分岔, 混沌以及
对初始值的高度敏感等现象. 我们考虑如下非线性非自治系统:ż1 = z2,

ż2 = z1 − z31 + δ cos(ωt).
(2.20)

该方程即著名的受迫 Duffing 方程, 常用于描述某些具有外部驱动的振子模
型; 其中 δ 控制外部周期驱动项的强度, ω 为驱动力的角频率. 在接下来的实
验中取 δ = 0.1, ω = π. 图 2.1c表明 SA­NODE能够很好地模拟该非线性非自
治系统, 而图 2.1d 进一步展示了其极高的逼近精度.

2.5.2 与经典 NODEs的对比

本小节将比较经典 NODEs (1.2) 与 SA­NODEs (2.1) 的逼近表现. 比较
主要围绕两个指标展开: 其一是模型的精度 (通过误差来衡量), 其二是模型
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(a) 系统 (2.19) 的 SA­NODE 模拟与精确解对比.
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(b) 系统 (2.19) 的误差.
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(c) 系统 (2.20) 的 SA­NODE 模拟与精确解对比.
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(d) 系统 (2.20) 的误差.

图 2.1: ODE 系统的 SA­NODE 解, 精确解与误差汇总.

的复杂度 (以神经网络所需的参数数量来量化). 为保证比较的公平性, 我们
对每个模型均训练了相同且足够大的轮数 (104 轮), 并采用了相同的学习率
(10−3). 在该设定下, 唯一可调的 “瓶颈” 是每层使用的神经元数量 P . 此外,
两种方法在损失函数中均使用了所有 NODE 参数的 ℓ1 范数作为正则项.

我们首先在图 2.2 与图 2.3 中分别给出了自治系统 (2.19) 与非自治
系统 (2.20) 的数值比较结果. 其中, 图 2.2a 与图 2.3a 对比了经典 NODEs,
SA­NODEs 与精确解的轨迹; 图 2.2b 与图 2.3b 则展示了测试误差随时间的
演化过程. 可以清晰地观察到, SA­NODEs 在逼近精度与轨迹的光滑性方面
整体表现更优.

为进一步提供量化的比较, 我们在表 2.1 中列出了不同网络规模下的误
差与自由度. 其中, emax 表示测试集中 “均值误差” 的最大值, eT 表示终端时
刻的均值误差. 回顾可知, P 为每层神经元数量, M 为时间离散步数, d 为问
题的维数. 经典 NODEs 的自由度为 (d + 3)dMP , 而 SA­NODEs 的自由度为
(d + 3)dP . 由于 SA­NODEs 的参数数量与时间步数 M 完全无关, 因此当 M

较大时, 其模型复杂度得到了显著的降低.
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由表 2.1 可以看出: 在固定 P 时, SA­NODEs 的误差始终小于经典
NODEs, 并且其自由度大幅减少. 此外, 随着 P 的增大, 误差呈现单调下降的
趋势, 这与定理 2.2 的理论结论高度一致.

进一步地, 我们还在不同训练轮数与不同训练集规模下评估了两类模型
的表现. 在图 2.4 的左图中, 我们绘制了随训练轮数增加时两类模型的最大
均值误差演化曲线, 结果表明 SA­NODEs 的收敛速度显著快于经典 NODEs.
在右图中, 我们给出了最大均值误差随训练集规模 (即轨迹条数) 变化的曲
线: 通过改变网格步长 ∆x ∈ {1.0, 0.5, 0.4, 0.2, 0.1}, 对应的训练轨迹数分别为
12, 40, 60, 220 和 840. 结果表明: 相较于经典 NODEs, SA­NODEs 在利用更少
轨迹数据的情况下即可达到收敛状态. 我们将综合比较的结论总结如下:

1. 在固定训练集规模的条件下, SA­NODEs 的训练收敛显著更快, 从而大
大降低了计算成本.

2. 在小样本训练集的情形下, SA­NODEs 持续优于经典 NODEs, 在数据
稀缺的场景中展现出明显的优势.

3. 当训练集规模与训练轮数均足够大时, 两类模型的最终性能趋于相近.
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(a) 经典 NODEs, SA­NODEs 与精确解对比.
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(b) 测试误差.

图 2.2: 系统 (2.19) 上经典 NODEs 与 SA­NODEs 的解与误差对比.

2.5.3 传输方程的模拟

本小节将 SA­NODEs 应用于模拟传输方程的解, 从而验证定理 2.3 所探
讨的逼近能力. 我们首先给出一个非自治传输方程的简单算例, 用以说明注
记 2.11 中提及的训练策略. 在相同的方法框架下, 我们进一步考察了模型
在 Doswell 锋生算例 [97] 中的逼近表现. 该训练方法的核心是将传输方程转
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(a) 经典 NODEs, SA­NODEs 与精确解对比.
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(b) 测试误差.

图 2.3: 系统 (2.20) 上经典 NODEs 与 SA­NODEs 的解与误差对比.

P 神经常微分方程 自治情形 非自治情形
emax eT 自由度 emax eT 自由度

100 经典 NODEs 1.88e­01 1.88e­01 1e+06 1.17e+00 9.93e­02 1e+06
SA­NODEs 9.78e­02 9.78e­02 1e+03 5.46e­02 5.46e­02 1e+03

500 经典 NODEs 1.69e­01 1.69e­01 5e+06 9.62e­02 9.62e­02 5e+06
SA­NODEs 8.97e­02 8.97e­02 5e+03 3.61e­02 3.61e­02 5e+03

1000 经典 NODEs 1.52e­01 1.52e­01 1e+07 9.57e­02 9.57e­02 1e+07
SA­NODEs 6.55e­02 6.55e­02 1e+04 3.44e­02 3.44e­02 1e+04

表 2.1: 自治与非自治 ODE 下, 经典 NODEs 与 SA­NODEs 的误差与自由度对比.

化为其对应的特征线 ODE 系统 (见注记 2.11), 这一转化过程需要计算激活
函数的导数. 因此, 在本小节的实验中, 我们使用 Sigmoid 激活函数来代替
ReLU, 以确保其处处可微性. 得益于注记 2.9 的理论支撑, 基于 Sigmoid 的
SA­NODE 在整体意义上的万能逼近能力与基于 ReLU 的版本是相当的. 在
以下的实验中, 我们设定每层神经元数量 P = 200. 学习率初始化为 10−3, 并
通过调度器进行动态调整: 每训练 10000 轮将学习率衰减为原来的 0.8 倍, 总
训练轮次为 50000 轮.

例 3: 非自治传输方程

我们重点研究如下二维非自治传输方程:


∂tρ(x, y, t) + div

((
sin(x)
1 + t2

,
sin(y)
1 + t2

)
ρ(x, y, t)

)
= 0, (x, y, t) ∈ R2 × [0, T ],

ρ(·, 0) = ρ0 ∈ M(R2).

(2.21)
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图 2.4: 系统 (2.20) 上经典 NODEs 与 SA­NODEs 的测试误差对比: (左) 训练集固
定为 220 条轨迹, 训练轮次从 10 到 104 变化; (右) 训练轮次固定为 104, 训练集规
模从 12 到 840 条轨迹变化.

根据注记 2.11 可知, 我们只需逼近 (2.21) 的如下特征线系统即可:

dx

dt
=
sin(x)
1 + t2

,

dy

dt
=
sin(y)
1 + t2

,

dρ

dt
= −ρ · cos(x) + cos(y)

1 + t2
,

其中 t ∈ [0, T ]. 在训练 SA­NODE 时, 我们从一个简单的初始分布中提取样
本: 即在集合 K = [−4, 4]2 上的均匀测度,

ρtrain0 (x, y) = 0.5, (x, y) ∈ [−4, 4]2. (2.22)

而在测试阶段, 为了客观评估模型的性能, 我们采用了不同的初始分布: 即在
K 上截断的高斯型测度,

ρtest0 (x, y) = e−
x2+y2

4 , (x, y) ∈ [−4, 4]2. (2.23)

记 ρΘ 与 ρ 分别为神经传输方程与真实传输方程的解, 二者均以相同的初
始测度 (2.23) 进行初始化. 为了量化 ρΘ 的逼近效果, 我们对每个时间步
t ∈ [0, 5] 定义如下归一化测试误差:

etest(t) = ‖ρ̄Θ(·, t)− ρ̄(·, t)‖L1 ,
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其中 ρ̄Θ(·, t) = ρΘ(·,t)
∥ρ(·,0)∥L1

且 ρ̄(·, t) = ρ(·,t)
∥ρ(·,0)∥L1

. 由于初始测度具备正性与形式上
的一致性, 结合传输方程的质量守恒性质, ρΘ 与 ρ 共享了相同的归一化因子.
在此处, 我们采用了 L1 范数而非 Wasserstein­1 距离 W1(后者在定理 2.3 中
被使用) 来度量误差, 原因有二:

1. 初始分布是绝对连续且具有紧支撑的, 因此解在任意时刻均保持在
L1(R2) 空间内. 计算 L1 距离远比计算 W1 距离简单; 后者通常需要求
解复杂的数值最优传输问题.

2. W1 误差可以通过 L1 误差给出上界:

W1

(
ρ̄Θ(·, t), ρ̄(·, t)

)
≤ diam(Ωt)

2

∥∥ρ̄Θ(·, t)− ρ̄(·, t)
∥∥
L1 ,

其中 diam(Ωt)表示 ρ̄Θ(·, t)与 ρ̄(·, t)的共同支撑集的直径;根据Grönwall
引理可知, 该直径在有限时间内保持有界.

训练数据集的初始位置取自区域 [−4, 4]2 上的网格, 采样步长为 0.2(共
计 1681 条轨迹). 测试数据集则采用了更为致密的网格 [−4, 4]2, 步长为 0.1,
从而获得了 6561 个初始值及其对应的轨迹, 用以评估模型在整个状态空间
上的泛化能力.

图 2.5 从上到下依次展示了: SA­NODE 的数值解, 经典 NODE 的数值
解以及传输方程的精确解. 展示的区域为 (x, y) ∈ [−4, 4]2, 时间跨度上选取了
t ∈ [0, 5] 的 51 个等距时刻 (包含端点 0 与 T ). 图 2.6 给出了相应的逼近误差:
左图展示了 SA­NODE 的训练与测试误差, 右图则对比了 SA­NODE 与经典
NODE 在测试集上的误差表现.

从图 2.5 中可以观察到, 两种神经网络模型均能较好地逼近真实的动力
学过程. 在图 2.6 中, 测试误差始终保持在较低水平, 其量级未超过 10−1. 右
图清晰地显示: 尽管这两种模型在演化后期都会收敛到相近的精度, 但经典
NODE 的误差出现了明显的震荡; 这一现象充分突显了 SA­NODE 在稳定性
方面的优势. 此外, 由于理论误差 (参见定理 2.2 与 2.3) 是以 “整个时间区间
上的最大值” 来定义的, 因此在这一鲁棒性的意义下, SA­NODE 展现出了更
为优异的逼近表现.

例 4: Doswell锋生模型
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图 2.5: 在初值测度为 (2.23) 的条件下, 传输方程 (2.21) 的 SA­NODE 解, 经典
NODE 解与精确解对比.
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图 2.6: 传输方程 (2.21): SA­NODE的训练与测试误差,以及与经典 NODE的测试
误差对比.
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下面我们考虑二维 Doswell 锋生方程 [97­98]. 该模型在气象动力学中被
广泛用于描述水平温度梯度与锋面的产生和演化过程. 其控制方程为:∂tρ(x, y, t) + div ((−yg(r(x, y)), xg(r(x, y))) ρ(x, y, t)) = 0, (x, y, t) ∈ R2 × [0, T ],

ρ(·, 0) = ρ0,

(2.24)
其中

g(r(x, y)) =
1

r(x, y)
v sech2(r(x, y)) tanh (r(x, y)), (2.25)

并且 r(x, y) =
√
x2 + y2, 测度常数 v = 2.59807. 训练与测试阶段的初值分别

取为:
ρtrain0 (x, y) = tanh (y) , ρtest0 (x, y) = tanh (10 y) .

在这种特定的初始值选择下, 方程 (2.24) 的精确解可以直接通过解析计算得
出:

ν(x, y, t) = tanh
(
y cos(g(r)t)− x sin(g(r)t)

δ

)
,

其中, 当初始值为 ρtrain0 时取 δ = 1, 而当初始值为 ρtest0 时取 δ = 1/10.
为了生成所需的训练集与测试集, 我们选取了空间区域 K = [−5, 5]2, 并

在规则网格上对初始条件进行采样: 训练集的网格步长为 0.2 (共提取 2601

条轨迹), 测试集的网格步长为 0.1 (共提取 10201 条轨迹). 时间离散化方案与
上一实验保持一致.

图 2.7 给出了在测试初始值条件下, SA­NODE 数值解, 经典 NODE 数值
解与精确解的对比, 可以看到它们在整个时间区间 [0, 4] 上几乎完全重合. 相
应的误差曲线 (定义同例 3) 展示在图 2.8 中, 模型误差始终维持在 10−2 的极
低水平. 同样地, 右侧的对比图深刻揭示了经典 NODE 的不稳定性: 其误差
出现了明显的震荡. 这一结果进一步证实了 SA­NODE 的逼近在鲁棒性与稳
定性方面具有显著的优势.
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图 2.7: 在测试初始值下, 传输方程 (2.24) 的 SA­NODE 解, 经典 NODE 解与精确
解的对比.
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图 2.8: 传输方程 (2.24): SA­NODE的训练与测试误差,以及与经典 NODE的测试
误差对比.
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第 3章 基于神经常微分方程的算子学习

本章围绕基于神经常微分方程的算子学习展开理论建构与方法研究. 具
体而言, 第 3.1 节首先在一般编码器­解码器网络的抽象框架下, 讨论其基本
架构, 说明性示例及统一误差估计, 从而为后续模型分析提供理论准备. 在此
基础上, 第 3.2 节进一步提出 NODE­ONet 框架, 并从稳态情形, 含时演化情
形, 训练机制以及与 DeepONets 的比较等方面, 系统说明其结构设计与方法
特征. 随后, 第 3.3 节结合非线性反应­扩散方程与 Navier­Stokes 方程, 构造
融入物理先验信息的 NODE 模型, 以增强网络对偏微分方程演化规律的表
达能力. 最后, 第 3.4 节通过一系列数值实验, 对所提出方法的逼近精度, 计
算效率, 外推能力及其相对于基准模型的性能表现进行系统验证.

3.1 一般的编码器­解码器网络及其误差分析

本节首先回顾算子学习领域中被广泛采用的编码器­解码器 (Encoder­
Decoder) 网络架构 [54, 99, 43]. 在此基础上, 我们针对此类网络构建了一套通用
的误差分析框架. 该分析框架为后续章节中专门用于求解偏微分方程的深度
NODE­ONets 框架的架构设计与理论证明奠定了坚实的理论基础.

3.1.1 编码器­解码器网络的架构

编码器­解码器网络旨在逼近定义于无限维输入空间 V 与输出空间 U 之
间的目标算子 Ψ† : V → U . 为此, 我们首先引入两个适当的潜在空间 (latent
spaces), 分别记为 Vh 与 Uh. 相较于原始的无限维空间 V 与 U , 这两个潜在空
间通常具备更为简单的数学结构, 且往往为有限维空间. 随后, 我们选取编码
器 EV 与解码器 DU :

EV : V → Vh 以及 DU : Uh → U ,

这二者既可以是预先给定的, 也可以是由神经网络进行参数化的. 接下来, 我
们进一步设计解码器 DV 与编码器 EU :

DV : Vh → V 以及 EU : U → Uh,
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使得复合映射
DU ◦ EU 与 DV ◦ EV

能够分别逼近空间 U 与 V 上的恒等映射 (针对线性情形的详细说明, 参见假
设 3.1 (1)­(2)). 上述编码器与解码器对自然地导出了底层无限维算子 Ψ† 在
潜在空间中的一种编码表示, 从而在潜在空间 Vh 与 Uh 之间诱导出一个映射
函数:

ψ : Vh → Uh, ψ(ζ) = EU ◦Ψ† ◦DV(ζ), ∀ζ ∈ Vh,

该结构的示意图参见图 3.1 的右侧. 于是, 在形式上我们可得:

DU ◦ ψ ◦ EV ≈ Ψ†.

利用带有可训练参数 θ 的神经网络 ψθ : Vh → Uh 来逼近 ψ, 我们便构造
出了如下形式的编码器­解码器网络 Ψθ : V → U :

Ψθ := DU ◦ ψθ ◦ EV , (3.1)

该网络最终被用于逼近目标算子 Ψ†, 如图 3.1 的左侧所示. 目前文献中具有
代表性的编码器­解码器网络架构包括 PCA­Net [54], 积分自编码器网络 [100],
DeepONets [43], MIONet [56] 及其各类扩展变体 [101­103, 57, 104] 等.

V Vh V

UUhU

Ψ†
ψθ ≈ ψ Ψ†

编码器: EV

解码器: DU

DV

EU

逼近:Ψθ ψ

图 3.1: 无限维空间 V 和 U 之间映射的潜在结构.

3.1.2 一个说明性的示例

在此, 我们通过一个具体的示例来演示如何将 NODEs 完美融入至编码
器­解码器架构中, 从而学习偏微分方程的解算子. 关于该框架的更一般性表
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述将在第 3.2 节中详述. 考虑一维空间 (d = 1) 下的偏微分方程 (1.7). 对于给
定的固定系数场 a(t, x) 与非线性反应项 R, 其空间微分算子具有如下形式:

L[a](u)(t, x) = −∇ ·
(
a(t, x)∇u(t, x)

)
+R

(
u(t, x)

)
.

假设边界条件 ub 保持固定, 而初始条件作为该偏微分方程的待定输入参数,
记作 v = u0 ∈ C(Ω). 本示例的核心目标在于学习从初始条件到解的映射算
子:

Ψ†
initial : u0 7→ u.

首先, 我们将潜在空间分别设定为有限维欧几里得空间 Vh = RNx 以及
函数空间 Uh = C([0, T ];RNx), 其中网格节点数 Nx ∈ N+. 编码与解码步骤分
别借助均匀有限差分网格上的逐点求值与 P1 有限元基函数的空间插值来实
现. 具体而言, 设 {xi}Nxi=1 为空间区域 Ω 上的均匀剖分网格, αi 为以节点 xi 为
中心的 P1 有限元基函数. 由此构建的编码器­解码器架构具体设定如下:

网络架构



编码器 EV : u0 7→ U0,h =
(
u0(xi)

)Nx
i=1

∈ RNx ,

NODE 代理模型 ψθ: U0,h 7→ Uθ, 其中


U̇θ(t) = NN θ(Uθ(t), t),

Uθ(0) = U0,h,

解码器 DU : u(t, x) =

Nx∑
i=1

(
Uθ(t)

)
i
αi(x).

式中, NN θ 表示一个由 θ 进行参数化且其参数不显式依赖于时间 t 的神经
网络函数. 这一关键特性构成了本方法与公式 (1.2) 中经典 NODE 标准形式
的根本区别. 为了将偏微分方程特定的物理演化信息物理地编码至网络中,
我们对 NN θ 的内部结构进行了精心设计, 其具体的表达形式将在后文的方
程 (3.17) 与 (3.20) 中予以详述.

在模型训练阶段, 我们利用经典的有限差分法 (FDM) 生成高保真度的
数据集, 并据此对相关的损失函数进行优化求解. 设 Nt 为有限差分法中的时
间离散步数, tj (j = 1, . . . , Nt) 为相应的时间离散节点. 类似地, 设 Nv 为输入
函数样本的总个数, 而 uk0 (k = 1, . . . , Nv) 则表示第 k 个样本对应的初始条件
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输入. 整个训练阶段的具体设定可归纳如下:

训练方案:


数据集:

特征 (Features): Uk
0,h ∈ RNx , 通过对初始条件uk0 进行编码获得;

标签 (Labels): Uk
h ∈ RNx×Nt , 通过对 (1.7) 有限差分求解获得;

损失函数: L(θ) =
1

NvNxNt

Nv∑
k=1

Nx∑
i=1

Nt∑
j=1

∣∣∣(Uk
θ (tj)

)
i
−
(
Uk
h (tj)

)
i

∣∣∣2 + R(θ).

此处, Ukθ 表示以 Uk0,h 为初始条件的神经网络代理模型所预测的解轨迹, 而
R(θ) 则是用于防止过拟合的常规正则化惩罚项. 该训练过程完全在离线
(Offline) 状态下进行. 一旦优化算法成功收敛并求得最优的网络参数 θ∗, 针
对任意全新给定初始条件 u0 的偏微分方程 (1.7), 我们只需直接复用上述固
化的网络架构进行一次前向推理 (Online inference), 即可极其高效地获取其
对应的数值解.

3.1.3 编码器­解码器网络的误差分析

本小节旨在对第 3.1.1 节中提出的一般编码器­解码器网络展开严格的
误差估计, 即对逼近误差 Ψθ −Ψ† 进行有界性分析. 为此, 我们首先针对相关
的函数空间, 编码器与解码器架构以及目标映射 Ψ† 作出如下理论假设.

假设 3.1. 设 V , U , Vh 以及 Uh 均为 Banach 空间. 我们假设:

1. (线性, Linearity) 编码器 EV : V → Vh 与解码器 DU : Uh → U 均为有界
线性算子, 且广义逆始终存在唯一 (参见文献 [105] 中的定义 1.38).

2. (广义逆, Generalized inversion) 解码器 DV : Vh → V 与编码器 EU : U →
Uh 分别为 EV 与DU 的广义逆算子, 其数学意义在于满足如下恒等关系
(参见文献 [105] 中的定义 1.38 与等式 (1.7)):

DV ◦ EV ◦DV = DV , DU ◦ EU ◦DU = DU .

3. (连续性, Continuity) 目标算子 Ψ† : V → U 满足 β­Hölder 连续性, 即存
在某个指数 β ∈ (0, 1], 使得其 Hölder 常数为 LΨ† .

4. (万能逼近性质, Universal approximation property)定义算子 ψ : Vh → Uh
为:

ψ(ζ) = EU ◦Ψ† ◦DV(ζ).
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假设对于潜在空间 Vh 中的任意紧子集 K ⊂ Vh 以及任意给定的逼近
容限 ϵ > 0, 均存在一个具备适当网络架构与参数 θ 的神经网络泛函
ψθ : Vh → Uh, 使得如下一致逼近条件成立:

‖ψθ(v)− ψ(v)‖Uh ≤ ϵ, ∀v ∈ K.

进而, 我们定义该编码­解码格式中两个关键的一致性误差 (Consistency
errors):

d1(v) := ‖DV ◦ EV(v)− v‖V , ∀v ∈ V , (3.2)

d2(u) := ‖DU ◦ EU (u)− u‖U , ∀u ∈ U . (3.3)

在陈述主要的误差估计结论之前, 我们首先给出一个满足上述所有假设
的说明性示例 (详见下述注记). 应当指出, 在对输入参数 v 与物理真实解 u

施加额外的正则性条件后, 上述一致性误差将随着潜在空间离散度的细化而
自然趋于零.

注 3.1. 考虑定义在 d 维平坦环面 Td 上的稳态反应­扩散方程:

−∆u+ c(x)u = f(x), x ∈ Td,

假设系数 c ∈ C0,α(Td) 是严格正的, 且源项 f ∈ C0,α(Td), 其中 α ∈ (0, 1] 1. 依
据经典的 Schauder 先验估计 [106, 定理 4.3.2], 并结合椭圆型方程的 Sobolev
估计 [107,第 5.1章,定理 1(ii)]以及Morrey不等式 [82,第二部分,定理 4.12],
该方程存在唯一经典解 u 且满足如下有界性:

u ∈ C2,α(Td), ‖u‖C2,α ≤ C1‖f‖C0,α , ‖u‖C1(Td) ≤ C2‖f‖C(Td),

1对于任意的整数 k ∈ Z+ 与指数 α ∈ (0, 1], Hölder 函数空间 Ck,α(Td) 严格定义为

Ck,α(Td) :=
{
u ∈ Ck(Td) : ‖u‖Ck,α < ∞

}
,

其对应的 Hölder 范数由下式给出:

‖u‖Ck,α :=
∑

∥β∥ℓ1≤k

‖∂βu‖L∞(Td) +
∑

∥β∥ℓ1=k

sup
x,y∈Td

x ̸=y

∣∣∂βu(x)− ∂βu(y)
∣∣

‖x− y‖α
.

此处, 记号 ∂βu 表示函数 u 关于多重指标 β ∈ Zd
+ 的偏导数.
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其中常数 C1 与 C2 完全独立于源项 f . 因此, 解算子映射 Ψ† : f 7→ u 从
C0,α(Td) 到 C2,α(Td), 以及从 C(Td) 到 C1(Td) 的映射均是 Lipschitz 连续的 (因
而自然满足 Hölder 连续性条件). 接着, 我们考察如下构建的编码器­解码器
网络设定:

• 令 U = V = C(Td), 并在极其精细的网格尺寸 h = 1/N � 1 下设定潜在
空间 Uh = Vh = RNd;

• 利用有限差分模板以及在步长为 h 的均匀网格上构造的 Q1 有限元基
函数插值, 来分别定义编码器 EV 与解码器 DU ;

• 令 DV = DU 以及 EU = EV , 我们可以严格验证假设 3.1(2) 中的广义逆
条件得到充分满足 (严格的数学证明参见引理 3.1 与注记 3.2).

在此构造体系下, 由解算子 Ψ† 的 Lipschitz 连续性以及编码器与解码器算子
的有界连续性可直接推导出, 复合算子

ψ(v) = EU ◦Ψ† ◦DV(v)

亦是连续的. 依据经典的神经网络万能逼近定理 (例如 [5]), 该连续性充分保
证了非线性算子 ψ 可以在 Vh 的任意紧子集上被浅层神经网络一致逼近 2,
从而严谨地验证了假设 3.1(4). 最终, 对应于该编码器与解码器架构的一致
性误差满足如下渐近估计:

sup
v∈C0,α(Td)
∥v∥C0,α≤1

d1(v) ≤ Chα, sup
u∈C1(Td)
∥u∥C1≤1

d2(u) ≤ Ch,

其中 C > 0 为独立于网格尺寸 h 的常数. 特别地, 此处的一致性误差以 hα 的
收敛速率趋于零, 从而在网格细化 (h→ 0) 的极限情形下变得任意小.

针对一般编码器­解码器网络架构的严格误差估计结果在如下核心定理
中予以阐明.

2从输入空间 Rn 映射到输出空间 Rm 的浅层神经网络具有如下代数形式:

fshallow(x; θ) := W2 σ(W1x+ b),

其中 σ 表示逐分量作用的非线性激活函数, 网络参数集 θ = (W1,W2, b) 满足权重矩阵 W1 ∈
RP×n, W2 ∈ Rm×P , 以及偏置向量 b ∈ RP . 此处, 整数 P ∈ N 表征隐藏层中的神经元宽度. 该神
经网络架构的万能逼近性质是在神经元宽度 P 趋于无穷大的渐近意义下理解的.
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定理 3.1. 假设条件 3.1 成立. 那么, 对于潜在空间中的任意紧子集 K ⊂ Vh
以及任意给定的逼近容限 ϵ > 0, 必然存在一个具备适当网络架构与参数 θ

的神经网络泛函 ψθ : Vh → Uh, 使得对于任意满足编码条件 EV(v) ∈ K 的输
入 v ∈ V , 如下总体误差界恒成立:

‖Ψθ(v)−Ψ†(v)‖U ≤ LΨ† d1(v)
β︸ ︷︷ ︸

V 空间中的编码­解码误差

+ d2
(
Ψ† ◦DV ◦ EV(v)

)︸ ︷︷ ︸
U 空间中的编码­解码误差

+ ‖DU‖ ϵ︸ ︷︷ ︸
神经网络的非线性逼近误差

,
(3.4)

其中代理模型 Ψθ 由等式 (3.1) 所定义, 且一致性误差函数 d1 与 d2 由 (3.2)–
(3.3) 给出.

: 给定任意紧子集 K ⊂ Vh 与误差容限 ϵ > 0. 选取任意函数 v ∈ V 使得
其空间编码满足 EV(v) ∈ K. 我们首先将总逼近误差

Ψθ(v)−Ψ†(v) = DU ◦ ψθ ◦ EV(v)−Ψ†(v)

进行如下形式的代数分解:

Ψθ(v)−Ψ†(v) := γ1(v) + γ2(v), (3.5)

其中误差项定义为:

γ1(v) := DU ◦ ψθ ◦ EV(v)−DU ◦ ψ ◦ EV(v), γ2(v) := DU ◦ ψ ◦ EV(v)−Ψ†(v).

依据假设 3.1(4) 中的万能逼近性质, 神经网络自身诱导的逼近误差可被严格
控制为:

‖γ1(v)‖ ≤ ‖DU‖ ϵ. (3.6)

随后, 引入如下辅助变量:

v1 := DV ◦ EV(v) 与 u1 := DU ◦ EU ◦Ψ†(v1).

鉴于 v1 与 u1 分别严格隶属于解码器算子 DV 与 DU 的值域, 假设 3.1(2) 中
的广义逆性质直接蕴含了如下恒等关系:

DV ◦ EV(v1) = v1 与 DU ◦ EU (u1) = u1.
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我们进而将误差分量 γ2(v) 进一步展开并拆解为两项:

γ2(v) = DU ◦ ψ ◦ EV(v)−Ψ†(v) = γ2,1(v) + γ2,2(v), (3.7)

其中

γ2,1(v) := DU ◦ ψ ◦ EV(v)−DU ◦ ψ ◦ EV(v1)−
(
Ψ†(v)−Ψ†(v1)

)
,

γ2,2(v) := DU ◦ ψ ◦ EV(v1)− u1 −
(
Ψ†(v1)− u1

)
.

结合映射 ψ 的算子定义以及核心恒等式 DV ◦ EV(v1) = v1, 我们通过三角不
等式可得:

‖γ2,1(v)‖U =
∥∥∥Ψ†(v)−Ψ†(v1)

∥∥∥
U
≤ LΨ† d1(v)

β, (3.8)

其中的不等号放缩得益于假设 3.1(3) 中目标算子的 Hölder 连续性. 同理, 根
据 ψ 的构造机制与辅助变量 u1 的代数定义, 易知:

‖γ2,2(v)‖U =
∥∥∥Ψ†(v1)−DU ◦ EU

(
Ψ†(v1)

)∥∥∥
U
.

回顾等式 (3.3) 中关于一致性误差 d2 的统一定义, 我们进一步推导出:

‖γ2,2(v)‖U = d2

(
Ψ†(v1)

)
= d2

(
Ψ† ◦DV ◦ EV(v)

)
. (3.9)

综合上述关系式 (3.5)至 (3.9),即可直接导出并完成定理 3.1的理论证明.

推论 3.1. 在注记 3.1 所述的偏微分方程数学设定下, 假定解的正则性指
数 α ∈ (0, 1) 保持固定, 并给定有限差分的离散化网格步长 h = 1/N (其中
N ∈ N+). 那么, 必然存在一个网络宽度足够大且参数 θ 经过适当优化的浅
层神经网络模型 ψθ : RNd → RNd

, 使得对于任意满足如下正则性条件的源
项输入 f :

f ∈ C0,α(Td), ‖f‖C0,α(Td) ≤ 1,

以下关于解算子逼近的误差上界恒成立:∥∥Ψθ(f)−Ψ†(f)
∥∥
C(Td) ≤ C hα,

其中尺度常数 C > 0 完全独立于网格步长 h 与源项输入 f .
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: 在如下的放缩证明过程中, 记号 ≲ 表示左侧项小于或等于右侧项乘以
一个既不依赖于 h 也不依赖于 f 的普适正常数. 首先回顾定理 3.1 中的主要
误差估计拆解式 (3.4).

针对等式右侧的第一项 LΨ† d1(v)
β , 利用解算子 Ψ† 的 Lipschitz 连续性

(即取连续性指数 β = 1), 并代入注记 3.1 中针对一致性误差 d1 的控制边界,
可得:

LΨ† d1(f)
β ≲ hα.

针对误差控制的第二项 d2
(
Ψ† ◦ DV ◦ EV(f)

)
, 回顾注记 3.1 中对编码

器­解码器复合算子的显式定义, 可推导出如下范数控制:

‖DV ◦ EV(f)‖C(Td) ≲ ‖f‖C(Td) ≲ ‖f‖C0,α(Td).

借助 Sobolev 空间理论中的经典椭圆正则性估计 [107, 第 5.1 章, 定理 1 (ii)]
并结合 Morrey 嵌入不等式 [82, 第二部分, 定理 4.12], 我们能够获得更高阶
的导数控制:

‖Ψ† ◦DV ◦ EV(f)‖C1(Td) ≲ ‖DV ◦ EV(f)‖C(Td) ≲ ‖f‖C0,α(Td).

由此, 将注记 3.1 中关于误差 d2 的结论代入, 即可得到第二个一致性误差的
严格上界:

d2
(
Ψ† ◦DV ◦ EV(f)

)
≲ h.

至于最后的神经网络逼近误差项 ‖DU‖ ϵ, 首先观察到解码器算子 DU 的
算子范数严格为 1 且始终有界. 此外, 考虑到连续函数 f 本身的有界性以及
编码器算子 EV 的连续映射性质, 编码后的潜在向量 EV(f) 必在欧几里得空
间 RNd 的某个固定紧集内部取值. 受益于多层前馈网络的万能逼近定理 [5],
限制在该紧致区域上的复合非线性映射 EU ◦ Ψ† ◦DV 完全能够被浅层神经
网络以任意指定的精度所逼近. 令此处的逼近容限参数 ϵ = hα, 则可直接得
出结论:

‖DU‖ ϵ ≲ hα.

最终, 依据三角不等式将上述三项的放缩上界予以合并, 即可得出目标定理
中所声明的渐近误差估计.
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针对稳态偏微分方程的算子学习, 注记 3.1 与推论 3.1 为编码器­解码器
网络的理论构建与误差剖析提供了一套数学规范框架. 然而, 将此类静态的
分析框架直接推广至非稳态 (演化型) 偏微分方程时, 其数学处理显得更为
微妙与复杂. 其中的核心挑战之一在于时间变量的离散化策略: 传统的时空
全离散格式通常需要极其谨慎地施加时间步长约束以保证数值稳定性 (例如
严苛的 CFL 条件). 作为一种具备优良理论性质的替代思路, 研究者往往倾
向于采用时间连续的空间半离散格式. 然而, 这种处理方式不可避免地将低
维潜在空间转化为了无限维的函数空间, 进而要求我们在无限维测度设定
的背景下, 寻求并建立更高阶的泛函万能逼近理论. 本文的第二章深入探讨
了利用神经常微分方程逼近连续动力系统的数学理论保证, 这一成果为分
析由常微分方程所驱动的函数空间映射提供了关键的理论分析视角. 依托
上述理论进展, 我们在第 3.2 节中正式面向非稳态偏微分方程构建了新颖的
NODE­ONet 框架. 尽管对 NODE­ONet 框架进行精细的收敛性误差分析错
综复杂地依赖于具体偏微分方程特有的算子结构, 且必然涉及极其繁冗的技
术推导细节, 但其整体的误差拆解逻辑依然遵循定理 3.1 所确立的完备范式.
鉴于对网络逼近误差进行绝对严谨的偏微分方程特异性边界分析已超出本
文目前的探讨范围, 该前沿课题将被留作未来工作的重点研究方向. 基于此,
本章后续的重心将完全聚焦于 NODE­ONet 算法架构的物理编码创新设计,
以及其在求解各类复杂偏微分方程时的大规模基准数值验证.

3.2 NODE­ONet框架体系

本节在上一节所构建的一般编码器­解码器网络架构的框架下, 正式引
入深度神经常微分方程算子网络 (NODE­ONet) 框架. 该计算框架旨在精准
逼近从偏微分方程 (1.7) 的参数空间到其物理真实解空间 u 的非线性算子映
射.

3.2.1 稳态情形的启发

在深入探讨一般演化偏微分方程 (1.7) 之前, 我们首先考察其所对应的
稳态数学模型: L[a](u)(x) = f(x), ∀x ∈ Ω,

Bu(x) = ub(x), ∀x ∈ ∂Ω,
(3.10)
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以期为后续 NODE­ONet 的整体架构设计提供直观且具有启发性的视角. 在
此稳态模型中, 微分算子参数 a 与源项 f 仅依赖于空间变量. 为简化并统一
理论分析过程, 假设有界开区域 Ω ⊂ Rd 为紧集, 且边界条件 ub 固定. 因此,
该设定下的核心输入参数自然退化为 a 与 f . 令 C(Ω) 表示定义在 Ω 上的连
续函数空间. 假设输入参数 a, f ∈ E ⊂ C(Ω), 且对于任意给定的 a, f ∈ E , 稳态
方程 (3.10) 均适定且存在唯一的经典解. 相应地, 我们假定参数空间 V 与解
空间 U 均为 C(Ω) 的闭子空间. 如第 3.1.1 节所阐述, 构建编码器­解码器网络
的关键步骤包括: 选取适当的潜在空间 Vh 与 Uh, 设计用以逼近潜在映射的
神经网络 ψθ, 以及严格定义编码器 EV 与解码器 DU . 首先, 我们将两端的潜
在空间分别设定为维度为 dV 与 dU 的有限维欧几里得空间:

Vh = RdV , Uh = RdU .

令 ψθ 为满足假设 3.1(4) 逼近条件的神经网络. 于是, 针对该稳态情形的编码
器与解码器可显式定义如下:

(S1). 稳态编码 (空间离散化): 给定任意输入函数 v ∈ C(Ω), 其稳态编码器定
义为一映射:

EsV : C(Ω) → RdV , v 7→
(
Lℓ(v)

)dV
ℓ=1

,

其中 Lℓ 代表 C(Ω) 上的有界线性算子. 依据 Riesz 表示定理, 每一个有
界线性泛函 Lℓ 均必然具有如下的积分表示形式:

Lℓ(v) =

∫
Ω

v dµℓ, 对应于某个测度µℓ ∈ M(Ω),

其中 M(Ω) 表示支撑集包含于 Ω 内的 Radon 测度空间. 尤为值得注意
的是, 若选取 Dirac 测度 µℓ = δxℓ , 该积分算子便自然退化为在空间节点
xℓ 处对函数 v 的逐点求值 (Pointwise evaluation).

(S2). 稳态解码 (解重建): 给定核心神经网络 ψθ 预测输出的潜在向量
(ψj)

dU
j=1 ∈ RdU , 其稳态解码器 Ds

U 采用如下的基函数展开插值形式:

Ds
U : RdU → C(Ω), (ψj)

dU
j=1 7→

dU∑
j=1

αj(x; θα)ψj , 其中x ∈ Ω.

在此处, 函数集合

α(x) := {αj(x; θα)}dUj=1 ∈ RdU (3.11)
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既可以代表一组预先设定的全局空间基函数 (如有限元基或傅里叶基)
在空间点 x 处的具体取值, 亦可视为由权重参数 θα ∈ Rpα 驱动的解码
神经网络 Nθα : Ω → RdU 的多通道输出结果.

引理 3.1. 设 V 与 U 为连续空间 C(Ω) 的非空闭子空间. 如上文所定义的编
码器 EsV 与解码器 Ds

U 必然满足假设 3.1(1) 中的线性有界性要求. 此外, 满足
假设 3.1(2) 要求的广义逆算子 Ds

V 与 EsU 可被显式地构造如下:

Ds
V(z) =

dV∑
k=1

zkfk, ∀ z ∈ RdV , 其中满足:
∫
Ω

fk d µℓ =

1, 若k = ℓ;

0, 若k 6= ℓ.

并且相应地有

EsU (u) =

(∫
Ω

u dmi

)dU
i=1

, ∀u ∈ U , 其中满足:
∫
Ω

αj dmi =

1, 若i = j;

0, 若i 6= j.

: 上述恒等关系及正交性质可通过直接的代数计算与积分验证予以严
谨证明.

上述引理严格确立了标准有限差分网格求值算子与 Q1 有限元基插值
算子之间所具备的伪逆性质 (详见下述注记). 这一深层关联也从侧面印证了
注记 3.1 中所给出的稳态椭圆方程示例在理论体系上的合法性与有效性.

注 3.2 (均匀有限差分网格与 Q1 有限元基). 设 Ω 为 Rd 空间中的规则超立方
体, 并令离散化网格集为 Ωh = {xi}i=1,...,Nd , 其对应于空间步长为 h的均匀有
限差分剖分. 选取潜在维度 dV = dU = Nd. 此时, 基于网格节点的点值迹算
子与基于 Q1 有限元的基函数插值算子, 极其自然地构成了一对满足引理 3.1
要求的编码器­解码器算子对. 具体而言, 沿用引理 3.1 中的数学记号, 我们
可作如下具体定义:

µi = mi = δxi , αi(x) = fi(x) =

d∏
j=1

ϕi,j(x), ∀ i = 1, . . . , Nd, ∀x ∈ Ω,

其中 ϕi,j 表示在坐标轴方向 ej 上以网格点 xi 为对称中心, 且局部支撑区间
长度为 2h 的一维标准 P1 帽函数 (Hat function). 依据引理 3.1, 借助如下至关
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重要的离散化点值恒等式:

∫
Ω

αi d µj = αi(xj) =

1, 若 i = j;

0, 其他.

我们可以推断, 假设 3.1(2) 对于由此实例构造而出的算子配对 (EsV , D
s
V) 与

(EsU , D
s
U ) 是绝对成立的.

3.2.2 含时演化偏微分方程情形

现在, 我们在一般编码器­解码器架构所确立的范式下, 正式引出针对含
时演化方程 (1.7) 所量身打造的 NODE­ONet 框架. 具体而言, 我们将系统地
阐明如何科学选取匹配的潜在时空域空间 Vh 与 Uh, 如何构造基于 NODE 诱
导的神经代理模型 ψθ, 以及对时空编码器 EV 与解码器 DU 给出严格的数学
刻画. 为表述严谨起见, 假设空间域 Ω 为紧集, 边界数据 ub 固定, 且偏微分方
程参数满足 a, f ∈ K ⊂ C([0, T ]; C(Ω)), 初始条件 u0 ∈ C(Ω). 首先, 深受稳态情
形下潜在空间构造的启发, 我们对含时系统的潜在空间作如下定义:

Vh = C([0, T ]; RdV ) 与 Uh = C([0, T ]; RdU ),

其中 dV 与 dU 均为给定的正整数常数. 随后, 我们提出由以下三大核心组件
级联构成的 NODE­ONet 计算框架:

(NS1). 时空编码 (纯空间离散化): 给定随时空演化的输入函数 v ∈ C([0, T ]; C(Ω)),
通过在每一时间切片 t ∈ [0, T ] 处对空间场 v(t) ∈ C(Ω) 独立应用前述的
稳态编码器 EsV , 我们便自然地获得了适用于含时演化情形的算子编码
器:

EV : C([0, T ]; C(Ω)) → C([0, T ]; RdV ), v 7→ v = (vℓ)
dV
ℓ=1,

其中其各个分量具体展开为:

vℓ(t) = (EsV(v(t, ·)))ℓ = Lℓ(v(t, ·)), 对于一切t ∈ [0, T ] 且ℓ = 1, . . . , dV .

(NS2). NODE 代理模型 (动力学逼近): 给定连续编码后的特征轨迹 v ∈
C([0, T ]; RdV ), 令高维潜在轨迹 ψ ∈ C([0, T ]; RdU ) 严格遵循如下的神经
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常微分方程 (NODE) 系统:ψ̇(t) = Nθψ

(
ψ(t), Pvv(t), t

)
, 对于 t ∈ [0, T ],

ψ(0) = PuEsU (u0) ∈ RdU .
(3.12)

在此表达式中, Nθψ : RdU × RdU × R+ → RdU 代表一个由可训练权值
θψ ⊂ Rpψ 完全参数化的非线性神经网络, 而 Pv, Pu ∈ RdU×dV 则为网络
中可优化的降维或升维投影变换矩阵 (更为深入的物理编码设计原理
请参见第 3.3 节). 基于此, 我们可以抽象出一个由参数簇 θΨ, Pu 与 Pv
联合参数化的连续时间 NODE 算子, 记作:

NODE (θΨ,Pu,Pv) : C([0, T ]; RdV ) → C([0, T ]; RdU ), v 7→ ψ,

并依靠该NODE模型所诱导出的神经网络泛函ψθ := NODE (θΨ,Pu,Pv)
来逼近未知的真实映射算子 ψ = EU ◦Ψ† ◦DV .

(NS3). 时空解码 (物理场重建): 在获取了 NODE 诱导模型的预测输出轨迹
ψ := (ψj)

dU
j=1 ∈ C([0, T ]; RdU ) 后, 我们定义物理场的解码器 DU 如下:

DU : C([0, T ]; RdU ) → C([0, T ]; C(Ω)), ψ 7→ Ψ,

其在每个时空节点上的重构值显式计算为:

DU (ψ)(t, x) =

dU∑
j=1

αj(x; θα)ψj(t) 对于任意的(t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

其中 {αj}dUj=1 恰为在前述方程 (3.11) 中所定义的空间基函数族.

综合上述所有的核心组件, 针对任意的输入场 v ∈ V ⊆ C([0, T ]; C(Ω)) 以
及时空域内的任意节点 (t, x) ∈ [0, T ]× Ω, 我们所提出的 NODE­ONet 计算框
架可被统一地表述为:

ΨNODE­ONet(v; θ)(t, x) :=

dU∑
j=1

αj(x; θα)ψj(t,v; θψ,Pu,Pv),

其中空间编码 v = EV(v), 且参数集 θ = {θψ, θα,Pv,Pu} 囊括了网络中所有待
优化的可训练参数, 其信息流架构与系统拓扑详见图 3.2.

紧接着, 我们通过如下两个注释, 进一步剖析编码器与解码器之间所内
蕴的伪逆性质, 以及在 NODE­ONet 框架的设计环节 (NS2) 中引入 NODE 算
子作为核心组件的深层物理机理与数学直觉.
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v v =


v1(t)
v2(t)
· · ·

vdV (t)

 NODE (3.12)

神经网络或基函数

ψ1(t)

ψ2(t)

· · ·

ψdU (t)

α1(x)

α2(x)

· · ·

αdU (x)

× ΨNODE­ONet(v; θ)(t, x) ≈ u(t, x)

x

图 3.2: NODE­ONet 的通用计算架构图.

注 3.3. (广义伪逆性). 通过将引理 3.1 的结论推广并应用于上述稳态设定之
中, 我们能够推导出: 此前在环节 (NS1) 与 (NS3) 中所构造的编码器 EV 与解
码器 DU , 均为假设 3.1(2) 下 DV 与 EU 的广义逆算子. 这些无限维泛函空间
中的广义逆可被显式地刻画为:

DV(z)(t) = Ds
V(z(t)), ∀ t ∈ [0, T ], ∀ z ∈ C

(
[0, T ]; RdV

)
,

EU (u)(t) = EsU (u(t, ·)), ∀ t ∈ [0, T ], ∀u ∈ C
(
[0, T ]; C(Ω)

)
,

其中相关的静态逆算子 Ds
V 与 EsU 早在引理 3.1 中便已获得了严格定义.

注 3.4. (NODE结构与半离散化格式的关联). 在框架环节 (NS2) 中所给出的
由 NODE 系统诱导的神经网络代理 ψθ : v 7→ ψ, 其根本数学使命在于高逼真
度地拟合极其复杂的复合映射算子 ψ = EU ◦Ψ† ◦DV . 然而, 相较于简单的静
态稳态情形, 在含时演化系统中确立并证明 ψθ 的万能逼近性质往往面临着
更为艰巨的理论挑战. 其内在困难在于: 映射 ψ 并非单调地将固定输入向量
场的参数一致映射至某个简单的常微分方程 (ODE) 解轨迹. 尽管存在上述
理论阻碍, 通过对原发偏微分方程系统 (1.7) 采用巧妙的空间半离散化格式
(Semi­discrete schemes), 映射 ψ 依然能够获得理论上高精度的逼近解析表达.
为更直观地阐明这一关键点, 我们考察学习从强迫源项到真实解的系统算子
Ψf : f 7→ u. 在该分析情境下, 固定输入 v = f , 进而我们将编码后的低维输
入变量定义为 fh := EV(f) ∈ C

(
[0, T ];RdV

)
, 并为简便起见设定网络维度匹配
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dU = dV . 如此一来, 复杂的复合映射轨迹 ψ(fh) 便能被原偏微分方程 (1.7) 的
半离散截断版本的系统演化解 uh ∈ C([0, T ]; RdU ) 在极高的数学保真度下予
以逼近:

duh
dt

+ Lh[a](uh) = fh, ∀ t ∈ [0, T ], (3.13)

该方程组天然需配备适当的离散初始与边界条件, 且其中 Lh[a] 代表对原微
分算子 L[a] 的空间高阶离散逼近. 值得注意的是, 理论轨迹 ψ(fh) 与半离散
解 uh 之间的残差恰恰完全等同于偏微分方程 (1.7) 进行空间投影离散时所
不可避免的半离散化截断误差. 与涵盖时间与空间的全局全离散差分格式相
比, 该空间半离散误差在量级上通常更为微小且易于进行严密的数学收敛性
分析. 换言之, 在此框架下由 NODE 神经网络逼近所引入的非线性建模误差
ϵ (关于其一般性数学假设, 参见 3.1(4)) 本质上已然包容并囊括了半离散化
截断误差. 这种误差融合现象并不会对算子的整体学习构成任何实质性威
胁, 因为误差项 ϵ 能够在数学上被无缝吸收合并进整体的编码­解码理论误
差控制框架之中, 且绝不会削弱或改变总逼近误差的首阶渐近收敛行为. 针
对这一整体性误差上界的极限严密分析与刻画, 也为本领域后续更深层次的
理论工作指引了极具学术价值的研究方向.

3.2.3 NODE­ONet的优化与模型训练

假设我们获取了包含具有丰富分布表征的不同输入函数特征 {vi} 以及
空间采样节点 {xj} 的离线数据集 {vi, xj ,Ψ†(vi)(t, xj)}1≤i≤Nv,1≤j≤Nx , 那么由
代理模型 ΨNODE­ONet 所诱导的连续时间均方损失泛函可显式表达为如下的
连续积分形式:

1

NvNx

Nv∑
i=1

Nx∑
j=1

∫ T

0

∥∥ΨNODE­ONet(vi; θ)(t, xj)−Ψ†(vi)(t, xj)
∥∥2
2
dt. (3.14)

为了有效抑制并缓解深层神经网络固有的过拟合 (Overfitting) 风险, 我们
在上述均方误差目标函数中额外施加了一个正则化惩罚泛函 R(θ), 以此
对 ΨNODE­ONet 实施稳健的网络参数训练. 在具体的代码工程实现与数值
计算中, 包含在等式 (3.14) 内部的连续时间积分项必须依靠数值求积算
法 (Numerical quadrature schemes) 予以离散化逼近处理. 为此目的, 我们
在演化时间域 [0, T ] 内部均匀或自适应地采样了一组离散时间网格节点
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{tk}Ntk=1 ⊂ [0, T ], 随后调用高精度的常微分方程求解器引擎 (例如显式 Euler
差分法抑或高阶的 Runge­Kutta 算法) 来对潜在动力系统 NODE (3.12) 进行
积分前推, 从而准确求得离散化代理预测集 {ΨNODE­ONet(vi)(tk, xj)}, 其中足
标变量满足界限 1 ≤ i ≤ Nv, 1 ≤ j ≤ Nx, 且 1 ≤ k ≤ Nt. 由此推导生成的适用
于实机训练优化的最终离散损失函数可定格为:

L(θ) = 1

NvNxNt

Nv∑
i=1

Nx∑
j=1

Nt∑
k=1

‖ΨNODE­ONet(vi)(tk, xj)−Ψ†(vi)(tk, xj)‖22 + λR(θ),

(3.15)
其中 λ ≥ 0 是用于平衡重构精度与模型复杂度的超参数 (Hyperparameter).

注 3.5. 值得指出是, 本文所构建的 NODE­ONet 框架完全可以通过更具物
理直觉的物理信息机器学习 (Physics­Informed Machine Learning) 范式来赋
予实现. 具体而言, 我们可以深度借鉴并融合物理信息神经网络 (PINNs)
[20] 的惩罚机制思想: 我们可以抛弃对海量高精度标签数据的依赖, 转而通
过在网络优化目标中直接最小化底层偏微分方程控制方程的物理残差项
(Residuals), 而非仅仅盲目地通过单纯监督学习去最小化数据驱动的经验损
失 (3.15).

注 3.6. 在标准的算子学习实验设定中, 用于充当训练集的输入样本函数
{vi}Nvi=1 往往是从某个预先人为指定的泛函分布空间中随机抽取而来的. 众
所周知, 这种几乎纯粹依赖于数据驱动表征的机器学习模型 (这也同样涵盖
了那些学习所得的偏微分方程神经算子) 其核心优势往往主要体现在数学意
义上的函数插值 (Interpolation) 场景之中, 亦即当测试阶段的输入条件严格
遵循或内含于训练分布域时, 模型将表现出无与伦比的最佳效能与精度 (相
关讨论参见例如 [108­110]). 然而, 在不可预测的现实世界工程应用中, 模型
往往被残酷地要求对外部分布 (Out­of­Distribution, OOD) 的极其极端的测
试输入条件执行长期的外推演化 (Extrapolation) 预测, 而这种灾难性的分布
偏移现象极易导致难以容忍的数值漂移误差乃至导致代理模型的全面崩溃
与失效. 为了有效克服这一横亘在算子学习领域的共性外推瓶颈挑战, 并切
实且显著地提升代理仿真模型的泛化可靠性与稳健度, 我们在未来完全能够
将文献 [110] 等最新研究所开发的一系列前沿外推增强与鲁棒惩罚技术, 深
度整合至当前的 NODE­ONet 基础框架体系之内.
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3.2.4 与基准模型 DeepONets的对比

纵观当前的算子学习学术领域, DeepONets [43] 无疑被公认并尊崇为
最具代表性以及基准性的底层网络架构范式之一. 正如在前文中所推演,
DeepONets 同样可以被非常自然地置于一般的编码器­解码器网络抽象框架
体系内予以统一解释与理解, 相关的文献 [99] 亦从更为宏观的理论视角深
刻强调并佐证了这一观点. 在本小节的论述中, 我们将首先在通用的编码
器­解码器网络框架的宏观背景下, 对经典的 DeepONets 进行统一的数学公
式化重构与表述, 随后将其与本文的核心成果 NODE­ONet 架构进行全方位
且极具深度的对比剖析. 为了确保对比过程的直观性与公平性, 我们作出
了一个合理的简化假设: 即假设 DeepONets 架构内部的特征提取分支网络
(Branch Net) 与时空评估主干网络 (Trunk Net) 均采用极其基础的浅层神经
网络 (Shallow neural networks)来予以实现. 这一极其巧妙的理论假设旨在摒
弃过度繁冗的深层网络设计细节干扰, 使得我们能够更为直观, 清晰且透彻
地从理论本质上剖析 DeepONets 相较于本文的 NODE­ONet 在核心参数特
征复杂性以及底层计算推演成本上的根本性数学差异. 我们在此处统一沿用
与上文第 3.2.2 节中所描述完全一致的符号设定体系. 于是, DeepONets 在处
理含时演化偏微分方程时的编码­代理­解码信息流转流程可被精准重构且
描述如下:

1. DeepONets中的时空编码 (传感器采样): 给定一个随时空演化的动态
输入函数 v ∈ C([0, T ]; C(Ω)), 区别于仅在空间采样的策略, 该编码器被
迫需要在 N2 个离散的时间实例切片与 N1 个固定的空间传感器探头
节点上对 v 进行全局性的时空网格联合交叉采样. 这种全时空耦合的
处理方式不可避免地导致输入特征的嵌入维度急剧膨胀至 dV = N1N2,
其相应的编码映射算子则被强制定义为:

ED
V : C([0, T ]; C(Ω)) → RN1N2 , v 7→ vD = (v(ti, xj))i,j .

2. DeepONets中的神经代理模型 (分支网络 Branch Net): 在接收了高维
度的特征张量 vD 之后, 其发挥代理模型核心作用的是一个输出维度大
小被限定为 dU 的非线性神经网络单元:

ψD
j =

P∑
k=1

wkj σ
(
〈akj ,vD〉+ bkj

)
, j = 1, . . . , dU ,
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其中 σ 表示非线性的逐层激活函数, 而整数 P 则表征了每一个独立输
出坐标分量通道所对应隐层架构中极其庞大的神经元节点总数量.

3. DeepONets中的网络解码 (主干网络 Trunk Net): 在接收并锁定 ψD =

(ψD
j )
dU
j=1 作为网络权重系数之后, 该主干解码器在数学上可被等效视为

一个内部连接权重已被 ψD 彻底固定死的时空耦合计算评估神经网络:

DD
U : RdU → C([0, T ]; C(Ω)), ψD 7→ ΨD,

ΨD(t, x) =

dU∑
j=1

ψD
j σ
(
〈ãj , (t, x)〉+ b̃j

)
,

其中 ãj ∈ R1+d 与 b̃j ∈ R 为主干网络中待优化的基础可训练参数.

经过上述数学重构可以推断出, DeepONets 的逼近误差上限分析理论逻
辑实际上同样可以非常自然地融入落入本文核心定理 3.1 所构建的泛函框
架之中. 然而, DeepONet 模型架构与我们本文所创新性提出的 NODE­ONet
框架之间最为显著的区别, 在于二者在网络架构参数复杂性量级上的差距.
而正是这一底层的维度膨胀差异, 直接导致了两者在实机计算训练效率与
长时间外推预测泛化表现上存在着巨大的鸿沟. 具体而言, DeepONets 框架
在执行预测前, 被迫需要同时获取动态输入函数 v 在整个全局时空域网格
内所有传感器探头节点上的精确点值. 这种时空未曾解耦的强行耦合读取
机制不可避免地引发了一个极高维度的特征输入空间映射嵌入 (Embedding)
dV = N1N2, 从而直接致使前端核心分支网络 (Branch network) 内部需承载处
理的总神经突触参数量以极其恐怖的量级飙升至: P (2 +N1N2) dU . 此外, 通
过简单的代数累加也很容易推导出尾端主干网络内部所蕴含的待优化参数
量固定为 (2 + d) dU . 因此, 宏观综合来看, 整个 DeepONets 代理模型的总体
宏观参数复杂性阶数达到了:

O
(
P dU N1N2

)
.

形成对比的是, 本文构建的 NODE­ONet 架构在其前置编码器模块中,
仅仅只使用了N1 个纯空间维度的离散探头节点来对物理空间域进行低维特
征扫描提取与离散化, 亦即成功将输入特征张量维度压缩至 dV = N1. 而其
核心的时间动力学代理引擎 NODE 的输出特征隐空间维度依旧维持为 dU .
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此时, 倘若我们公平地采用与 DeepONets 内部同等类型规格规模的简单浅
层前馈神经网络来对时间导数向量场系统进行拟合逼近 (事实上这恰恰正是
我们在前文研究所引入构建的半自治 SA­NODE 系统核心架构), 那么经严
格测算我们所得出的 NODE­ONet 系统整体参数复杂性阶数仅为:

O
(
P dU (dU +N1)

)
,

其中 P 同样作为统一衡量基准表示隐层特征空间的神经网络基底宽度. 在
实际数值偏微分方程仿真应用中, 为了保障计算的稳定, 我们所选取设定的
时空特征潜在空间维度 dU 通常会远小于单维度空间网格的密集离散化剖
分节点规模 N1, 从而在乘积量级上远远呈指数级地小于全时空节点数乘积
N1N2. 究其原因, 在于如果试图使用 DeepONets 精确且无误差地捕获并复现
高频剧烈振荡的含时微分动态演化细节特征, 那么在时间轴上就必须被迫强
行选取并设定足够极其庞大的细密离散时间探针节点数 N2. 因此, 在面对相
同计算难度的偏微分演化方程学习任务时, 相比于 DeepONets 极其冗余臃
肿的全连接结构, NODE­ONet 在系统底层模型架构的特征维数复杂性层面
上, 完美地实现了数量级规模的大幅降低.

这种在底层神经网络架构维度与维数复杂性上的降低与简化, 为该算
子模型的实际应用催生带来了一系列优势: (1) 模型的大规模并行离线端
训练收敛过程变得更为快速且具有高效性; (2) 高度精简且参数稀疏优化
的轻量级模型架构, 极大程度上增强了网络模型自身抵抗规避训练过拟合
(Overfitting) 的能力; 以及 (3) 所学习训练拟合得到的非线性偏微分演化方
程解代理模型, 在其进行前向大跨度时间推演预测计算的稳定性 (Temporal
stability) 方面获得了质的提升, 这深刻归功于该 ODE 时序网络机制从微观
数学骨架设计的根本上规避了模型在连续时间连续变量推演过程中去表征
表达出那些缺乏物理意义根据的高频虚假振荡噪音演化行为. 所有这些基于
前沿网络架构改良所推演出的理论算法优势, 均将会在下文第 3.4 节中所给
出的真实物理复杂数值仿真模拟实验测试结果数据中, 得到进一步的验证.

3.3 物理编码的神经常微分方程 (NODEs)

NODE­ONet 框架是一个具有高度灵活性的通用架构, 它并未对其内部
编码器与解码器的具体实现形式施加严格的结构约束. 因此, 现有的多种
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编码器与解码器模型, 例如文献 [101­104] 中所提出的各类方案, 均可直接
整合至该框架体系中. 此外, 通过选取不同的 NODE 核心组件, 我们可以
从该框架衍生出多种适用于求解偏微分方程的 NODE­ONet 变体. 不难看
出, NODE 组件在决定整体网络的计算有效性与数值效率方面起着关键作
用. 然而, 若将现有的通用 NODE 模型直接应用于算子学习任务, 往往会
面临诸多数值上的挑战. 为了克服这些局限性, 本节提出了一种物理编码
(Physics­encoded) 的 NODE 设计思路, 并通过具体算例详细阐述其数学表达
与算法优势. 物理编码的 NODE 包含两个核心设计要素. 首先, 其可训练参
数被设计为显式依赖于时间或完全与时间无关, 这一策略在降低模型参数
复杂度的同时, 有效增强了模型在时间域上的泛化能力. 其次, 我们利用底
层偏微分方程固有的结构特征, 将领域先验知识显式地编码进 NODE 的网
络架构之中. 为使讨论更为具体, 我们将分别针对非线性反应­扩散方程与
Navier­Stokes 方程展开详细论述.

3.3.1 非线性反应­扩散方程

首先, 我们将通用方程 (1.7) 具体化为如下形式的反应­扩散方程:


∂tu(t, x)−∇ · (D(t, x)∇u(t, x)) +R(t, x)u2(t, x) = f(t, x), ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

u(0, x) = u0(x), ∀x ∈ Ω,

u(t, x) = ub(t, x), ∀(t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(3.16)
其中 D : [0, T ]×Ω → R 表示扩散系数, R : [0, T ]×Ω → R 表示反应速率系数,
f : [0, T ]× Ω → R 为源项, u0(x) 与 ub(t, x) 分别对应初始条件与边界条件. 我
们选取集合 v := {D,R, f, u0} 作为学习方程 (3.16) 解算子的输入参数. 偏微
分方程 (3.16) 耦合了扩散过程, 非线性反应机制以及外部源项, 因而展现出
丰富的动力学行为并具有广泛的应用背景. 该方程的解析性质与数值求解难
度在很大程度上取决于上述各项之间的相互作用. 特别地, 我们注意到解 u

对扩散系数 D 呈现双线性依赖关系, 而对反应系数 R 则呈现非线性依赖关
系. 受方程 (3.16) 这些内在结构性质的启发, 我们构造了如下形式的物理编
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码 NODE:
ψ̇(t) =

P∑
i=1

{
(Wi ◦ [PrR(t)] + Vi) ◦ σ (Ai ◦ [PDD(t)] ◦ψ + Ani (t) +Bi) + Pff(t)

}
,

ψ(0) = Puu0 ∈ RdU .

(3.17)
式中, σ : RdU → RdU 为激活函数, ◦ 代表 Hadamard 积 (逐元素乘积). 对于
i = 1, . . . , P , 参数 Wi, Vi, Ai, Bi ∈ RdU 均为不依赖于时间的可训练网络权重,
PD,Pr,Pf ,Pu ∈ RdU×dV 为可训练的投影矩阵, 而向量 u0,D(t),R(t),f(t) ∈
RdV 分别是通过对 u0(x), D(t, x), R(t, x) 以及 f(t, x) 进行空间离散化所得到
的特征向量. 此外, Ani (t) ∈ RdU 被设定为关于时间 t的 n次多项式, 其通项形
式如下:

Ani (t) = a
n
i t
n + an−1

i tn−1 + · · ·+ a1i t+ a0i , (3.18)

其中系数 aji ∈ RdU (1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ P ) 为待定参数.
值得指出的是, 偏微分方程 (3.16) 的核心结构特征——即 D 与 u 的双

线性耦合, R与 u的非线性依赖, 以及源项 f 的加性结构——均在模型 (3.17)
中得到了显式的结构保留. 这种设计确保了神经网络模型与底层物理机制的
一致性. 此种结构保留特性使得 NODE (3.17) 能够更有效地学习方程 (3.16)
的动力学演化规律, 并赋予了 NODE­ONet 在训练时间窗口之外进行外推预
测的能力. 设 {tk}Ntk=1 ⊂ [0, T ] 为针对 (3.17) 进行数值积分的时间离散网格.
用于求解反应­扩散方程 (3.16) 的 NODE­ONet 整体架构如图 3.3 所示, 其中
解码基函数 α := {αj(x)}dUj=1 由神经网络 Nθα 输出生成.

v v =


v1(t)
v2(t)
· · ·

vdV (t)



w w =


w1(t)
w2(t)
· · ·

wdV (t)


NODE Nθψ(t1)

ψ1(t1)

ψ2(t1)

· · ·
ψdU (t1)

NODE Nθψ(t2)

ψ1(t2)

ψ2(t2)

· · ·
ψdU (t2)

NODE Nθψ(t3) · · ·

x 神经网络 Nθα α = (α1(x), α2(x), · · · , αdU (x))
⊤ × × · · ·

ΨNODE­ONet(v; θ)(t1, x) ≈ u(t1, x) ΨNODE­ONet(v; θ)(t1, x) ≈ u(t2, x)

图 3.3: 用于学习方程 (3.16)解算子Ψ† : v(t, x) 7→ u(t, x)的物理编码NODE­ONet
架构图.
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3.3.2 Navier­Stokes方程

设空间区域 Ω = (0, 1)2. 给定时间终端 T > 0, 考虑涡度­速度 (Vorticity­
Velocity) 形式的不可压缩 Navier­Stokes 方程:



∂tu(t, x) + V (t, x) · ∇u(t, x) = ν∆u(t, x) + f(t, x), ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

u(t, x) = ∇× V (t, x) := ∂x1V2 − ∂x2V1, ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

∇ · V (t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

u(0, x) = u0(x), ∀x ∈ Ω,

(3.19)
并施加适当的边界条件. 在方程 (3.19) 中, V (t, x) 与 u(t, x) 分别表示流体
的速度场与涡度场; ν > 0 为运动粘性系数, u0(x) 为初始涡度分布, f(t, x)
为外部强迫项. 利用算子 ∇ 与 ∇× 的线性性质, 方程 (3.19) 中的对流项
V (t, x) · ∇u(t, x) 可被视作二次非线性项 Fu · Gu, 其中 F 与 G 为待定的线性
算子. 此外, 源项 f 以加性形式进入方程. 基于上述观察, 我们构建了如下形
式的物理编码 NODE:

ψ̇(t) =
P∑
i=1

{
Wi ◦ σ

(
Ai ◦ψ + [Ci ◦ψ] ◦ [Di ◦ψ] +An

i (t) +Bi

)
+ Pff

}
,

ψ(0) = Puu0 ∈ RdU ,

(3.20)

其中 σ : RdU → RdU 为激活函数, ◦ 表示 Hadamard 积. 对于 i = 1, . . . , P ,
Wi, Ai, Bi, Ci, Di ∈ RdU 均为不依赖于时间的可训练参数, Pf ,Pu ∈ RdU×dV 为
可训练投影矩阵, u0,f ∈ RdV 分别是通过对 u0(x) 与 f(x) 进行空间离散化
所得到的特征向量. 此外, Ani (t) ∈ RdU 同样由 (3.18) 定义. 模型 (3.20) 继承
了模型 (3.17) 的优良数学性质. 其对应的 NODE­ONet 整体架构与图 3.3 类
似, 故在此不再赘述. 得益于物理编码 NODE (3.17) 与 (3.20) 的引入, 相应的
NODE­ONets 显式地融合了特定物理系统的函数结构信息, 这一特性使其显
著区别于传统的黑箱式算子学习方法. 这种融合策略不仅提升了计算效率,
同时也改善了模型的预测精度. 为了进一步展示物理编码 NODE 的实现细
节, 并验证所构建的 NODE­ONets 在不同应用场景下的性能优势, 我们将在
下一节呈现详细的数值实验结果.
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3.4 数值模拟

本节旨在通过数值实验验证物理编码 NODE 及其衍生的 NODE­ONet
框架的有效性, 计算效率与适用性. 为此, 我们主要考察非线性反应­扩散方
程 (3.16) 与 Navier­Stokes 方程 (3.19). 实验部分包含了与现有代表性算子学
习方法的基准对比.

我们将方程 (3.16) 具体化为

∂tu(t, x)−∇·(D(x)∇u(t, x))+Ru2(t, x) = f(x), ∀(t, x) ∈ [0, 1]× [0, 1], (3.21)

并配以零初始条件与零边界条件. 该算例在偏微分方程算子学习的相关文献
中已被广泛采用, 参见例如 [56, 43]. 遵循文献设定, 我们假设 D 与 f 与时间
无关, 并取反应系数 R = −0.01. 本算例的测试目标包含三个方面. 首先, 在
三种不同的输入配置 (v = f(x), v = D(x) 以及 v = (D(x), f(x))) 下测试物理
编码 NODE (3.17) 学习解算子 Ψ† : v(t, x) 7→ u(t, x) 的性能. 其次, 通过与代
表性算子网络 (包括DeepONets [43] 及MIONet [56])的对比,分析NODE­ONet
在数值误差与计算开销方面的表现. 最后, 检验模型的泛化能力与外推预测
能力.

为了构建训练集, 我们首先生成高精度参考数据集. 在空间域上, 从高斯
过程 GP(0, C) 中采样输入函数 {vi}

Nvtrain
i=1 ,

vi ∼ GP(0, C) , C(x1, x2) = exp
(
−‖x1 − x2‖22/(2l2)

)
, (3.22)

其中 l > 0 是高斯协方差核的长度尺度; 较大的 l 对应更平滑的样本 vi. 依
据文献 [111] 的理论, 此类对输入函数的均匀采样可确保泛化误差随样本
数量的增加而收敛, 进而在一定程度上缓解维数灾难. 对于每个 vi, 我们在
由 1001 个等距节点组成的细剖分空间网格上使用有限差分法求解 (3.21),
从而获得对应的高分辨率数值解 ui. 为了在目标空间分辨率 Nx 下提取训
练数据, 我们定义网格点 {xj}Nxj=1 并获取这些位置上的 ui 值 (必要时进行插
值), 从而生成数据元组 (vi, xj , ui(xj)). 集合 {(vi, xj , ui(xj))}1≤i≤Nvtrain , 1≤j≤Nx
构成了用于学习解算子 Ψ† : v 7→ u 的训练数据集. 针对每个输入函数 vi,
借鉴 DeepONets 的构造, 我们将编码器 EV : V → [0, T ] × RdV 定义为: 对
于任意 t ∈ [0, T ], EV(v) = v(t) := {vℓ(t)}dVℓ=1 ∈ RdV , 其中 vℓ(t) = v(t, xℓ), 且
{xℓ}dVℓ=1 ⊂ Ω 为一组固定的传感器采样点. 神经网络 Nθα 采用包含 2 个隐藏
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层的全连接架构 (FCNN), 每层宽度为 P = 100, 激活函数选用 ReLU. 在方程
(3.17) 中设定 Ani (t) = a1i t. 所有的 NODE 模型均使用 ReLU 激活函数, 并采
用具备 Nt 个时间步的显式欧拉方法进行离散求解. Nθα 与 NODE 的输出维
度统一设定为 dU = 50. 除非另有说明, 我们采用学习率为 10−3 的 ADAM 优
化器, 对设定 λ = 0 的损失函数 (3.15) 进行 1× 105 个 epoch 的迭代优化以训
练 NODE­ONet. Nθα 和 NODE 的参数通过 PyTorch 的默认机制进行初始化.
在精度测试阶段, 设定 Nx = Nt = 100, 并按照与训练集一致的采样流程, 随
机生成 Nvtest 个全新的输入函数 v. 本文采用如下两种指标来量化测试误差:

绝对误差 :=

 1

NvtestNxNt

Nvtest∑
i=1

Nx∑
j=1

Nt∑
k=1

‖ΨNODE­ONet(vi)(tk, xj)−Ψ†(vi)(tk, xj)‖22


1
2

,

相对误差 := 绝对误差/

 1

NvtestNxNt

Nvtest∑
i=1

Nx∑
j=1

Nt∑
k=1

‖Ψ†(vi)(tk, xj)‖22


1
2

.

(3.23)
接下来将给出利用物理编码 NODE (3.17) 求解方程 (3.21) 的具体实施

过程, 并报告针对各类输入设定下的数值结果.
实验 1: 学习具备单一输入函数的解算子.
我们首先考察源项到解的算子逼近 Ψ†

f : v = f 7→ u. 为此, 在方程 (3.21)
中固定 D(t, x) = 0.01, 输入函数 f 通过设定 l = 0.5 的式 (3.22) 随机生成. 考
虑到系数 D 与 R 均为常数, 物理编码 NODE (3.17) 可相应退化为如下形式:

ψ̇(t) =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(Ai ◦ψ + a1i t+Bi) + Pff ,

ψ(0) = 0 ∈ RdU .

(3.24)

我们设定 dV = 20, 并选取不同的 Nx, Nt 与 Nvtrain 参数组合来训练
NODE­ONet. 随后, 采样 Nvtest 个新的输入函数 f(x) 以评估学习得到的算子
Ψ∗
f . 表 3.1 汇总了不同参数设置下的测试绝对误差与相对误差. 图 3.4 展示

了随机抽取的一个输入函数 f(x) 所对应的数值预测结果.
为进行基准比较, 我们遵循文献 [43] 的设定实现了非堆叠 (Unstacked)

DeepONet 模型. 特别地, 在 DeepONet 的训练阶段, 我们为每个 f 随机抽取
K 个时空节点作为主干网络的输入. 为保障公平比较, 本实验中所有算例训

· 69·



吉林大学博士学位论文

训练分辨率 可训练参数量 训练输入 f 数量 绝对误差 相对误差

NODE­ONet
Nx = 10
Nt = 5
dV = 20

27,550 100 4.248× 10−3 7.370× 10−3

NODE­ONet
Nx = 100
Nt = 10
dV = 20

27,550 500 1.368× 10−3 2.675× 10−3

DeepONet

Nx = 100
Nt = 10
K = 50
dV = 100

40,600 100 6.352× 10−3 1.230× 10−2

DeepONet

Nx = 100
Nt = 100
K = 1, 000
dV = 100

40,600 500 1.313× 10−3 2.582× 10−3

表 3.1: NODE­ONet 与非堆叠 DeepONet 在学习方程 (3.21) 源项到解算子 Ψ†
f :

f(x) 7→ u(t, x) 时的误差比较.

练步数均为 5× 105; 测试分辨率均为 Nx = 100, Nt = 100; 测试输入 f 的数量
均为 10, 000. 误差结果已列于表 3.1 中, 针对同一随机输入函数 f(x) 的数值
结果如图 3.5 所示. 表 3.1 的数据表明, 在学习源项到解算子 Ψf 的任务中,
NODE­ONet 在较粗的训练分辨率与较小的参数规模下即可达到相应的误差
水平, 而 DeepONet 则需要相对更精细的离散化与更大的模型容量来获取相
似的精度.

图 3.4: NODE­ONet 学习方程 (3.21) 源项到解算子 Ψ†
f : f(x) 7→ u(t, x) 针对随

机 f(x) 的测试结果. 训练参数: Nx = 100, Nt = 10, Nvtrain = 500. 测试参数:
Nx = Nt = 100, Nvtest = 10, 000.

为了进一步考查模型的计算代价, 我们将 NODE­ONet 的性能与传统
的基于网格的数值方法进行了对比. 基准参考解采用空间有限差分与时间
Crank–Nicolson 格式在细网格 (Nx = 1000, Nt = 1000) 上离散求解得到. 粗
网格下的参考值由该高分辨率解均匀降采样生成. 作为比较基准, 我们考察
了两种传统格式: (i) 结合显式 Euler 时间步的有限差分法, 以及 (ii) 结合隐
式 Euler 格式的有限差分法. 对于 NODE­ONet, 我们使用在 N train

x = 100 且
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图 3.5: DeepONet 学习方程 (3.21) 源项到解算子 Ψ†
f : f(x) 7→ u(t, x) 针对随机

f(x) 的测试结果. 训练: Nx = 100, Nt = 100, Nvtrain = 100. 测试: Nx = Nt =
100, Nvtest = 10, 000.

N train
t = 10 数据上预训练的模型直接进行推理, 无需二次训练. 表 3.2­3.4 报

告了在不同 Nx 与 Nt 网格设定下, 各方法在相同硬件环境中的 CPU 运行时
间以及相对于参考解的 L2 误差. 结果均为 100 次独立实验的统计平均值.
观察可知, 在粗网格设定下 (如 Nx = Nt = 10), NODE­ONet 表现出了较低的
绝对误差与较少的推理时间. 在较细的网格设定下 (如 Nx = Nt = 100), 显式
Euler 有限差分格式因违反 Courant­Friedrichs­Lewy (CFL) 稳定性条件而出
现失稳现象, 此时 NODE­ONet 则保持了数值推演的稳定性.

Nx Nt 显式 Euler 有限差分 隐式 Euler 有限差分 NODE­ONet
10 10 0.086 0.283 0.007
50 50 0.090 2.499 0.023
50 100 0.092 2.691 0.053
100 100 0.210 13.035 0.101

表 3.2: 求解 CPU 时间 (秒) 比较.

Nx Nt 显式 Euler 有限差分 隐式 Euler 有限差分 NODE­ONet
10 10 8.597× 10−3 9.558× 10−3 2.797× 10−3

50 50 4.524× 10−3 5.234× 10−3 6.579× 10−3

50 100 2.643× 10−3 2.584× 10−3 7.053× 10−3

100 100 nan 2.932× 10−3 7.386× 10−3

表 3.3: 绝对 L2 误差比较.

接下来考察扩散系数到解的算子逼近 Ψ†
D : v = D 7→ u. 在方程 (3.21)

中设定 f(x) = sin(2πx), 并利用取 l = 0.5 的式 (3.22) 生成输入函数 D(x).
在此情形下, 物理编码 NODE (3.17) 转化为 (3.25) 的形式. 式 (3.25) 中的
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Nx Nt 显式 Euler 有限差分 隐式 Euler 有限差分 NODE­ONet
10 10 1.748× 10−2 1.943× 10−2 5.690× 10−3

50 50 8.848× 10−3 1.024× 10−2 1.289× 10−2

50 100 5.217× 10−3 5.103× 10−3 1.393× 10−2

100 100 nan 5.722× 10−3 1.442× 10−2

表 3.4: 相对 L2 误差比较.

f := {f(xℓ)}dVℓ=1 为已知函数 f(x) 在离散点上的向量化表示.
ψ̇(t) =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(Ai ◦ [PDD] ◦ψ + a1i t+Bi) + Pff ,

ψ(0) = 0 ∈ RdU .

(3.25)

训练阶段参数设定为 Nx = 100, Nt = 10, dV = 20 以及 Nvtrain = 1, 000.
测试阶段在网格 Nx = Nt = 100 下对 Nvtest = 10, 000 个全新的输入函数
D(x) 评估算子 Ψ∗

D. 最终测试的绝对误差和相对误差分别为 1.276 × 10−3 与
3.919× 10−3, 随机输入函数 D(x) 的预测表现如图 3.6 所示.

图 3.6: NODE­ONet 学习方程 (3.21) 扩散项到解算子 Ψ†
D : D(x) 7→ u(t, x) 针对随

机 D(x) 的测试结果.

• 实验 2: 学习具备多输入函数的解算子. 现应用 NODE­ONet 求解具备
双输入函数的算子映射 Ψ†

m : v = {D, f} 7→ u. 依据文献 [56] 的设计, 令
D(x) = 0.01(|g(x)| + 1), 其中辅助函数 g(x) 与源项 f(x) 均由取 l = 0.2 的式
(3.22) 独立生成. 相应的物理编码 NODE 表达式如下:

ψ̇(t) =

P∑
i=1

Wi ◦ σ(Ai ◦ [PDD] ◦ψ + a1i t+Bi) + Pff ,

ψ(0) = 0 ∈ RdU .

(3.26)
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在 dV = 20 且采用不同网格参数组合的条件下进行训练. 为考察模型
能力, 将其与多输入算子学习基准网络 MIONet [56] 进行性能对比. 依照
原文献设定实现的 MIONet 结构包含两个处理输入 D 和 f 的分支网络, 以
及一个处理时空域 (t, x) 的主干网络. 为保障公平比较, 本实验中所有算
例训练步数均为 1 × 105; 测试分辨率均为 Nx = 100, Nt = 100; 测试输入
{D, f} 数量均为 5, 000. 各模型的测试误差数据汇总于表 3.5, 一组随机输入
对 {D(x), f(x)} 的拟合结果分别见图 3.7 与 3.8. 在有限训练数据与粗分辨率
(Nx = 50, Nt = 10, Nvtrain = 100) 的设定下, NODE­ONet 取得了相对较低的误
差指标. 上述测试反映出模型在多输入算子学习场景下具备一定的计算可行
性.

训练分辨率 可训练参数量 训练输入 {D, f} 数量 绝对误差 相对误差

NODE­ONet Nx = 50
Nt = 10

28,550 100 2.362× 10−2 5.297× 10−2

NODE­ONet Nx = 100
Nt = 10

28,550 1,000 4.626× 10−3 1.032× 10−2

MIONet Nx = 100
Nt = 100

161,600 100 1.212× 10−1 2.661× 10−1

MIONet Nx = 100
Nt = 100

161,600 1,000 9.491× 10−3 2.072× 10−2

表 3.5: NODE­ONet 与 MIONet 学 习 方 程 (3.21) 双 输 入 解 算 子 Ψ†
m :

{D(x), f(x)} 7→ u(t, x) 的误差比较.

图 3.7: NODE­ONet 学习方程 (3.21) 双输入解算子 Ψ†
m : {D(x), f(x)} 7→ u(t, x)

针对随机输入对的测试结果. 训练: Nx = 100, Nt = 10, Nvtrain = 1000. 测试:
Nx = Nt = 100, Nvtest = 5000.

•实验 3: 解码器 α的重用与泛化. 框架内的时空变量相互解耦, 使得预先训
练好的空间解码器 Nθ∗α 有可能直接迁移至结构相近的其他偏微分方程学习
任务中. 为考察此特性, 首先在原方程 (3.21) 设定 D = 0.01, R = −0.01 的条
件下, 训练 NODE­ONet 学习源项到解的算子 Ψ†

f . 利用 l = 0.5 生成的 500 个
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图 3.8: MIONet 学习方程 (3.21) 双输入解算子 Ψ†
m : {D(x), f(x)} 7→ u(t, x) 针对

随机输入对的测试结果. 训练: Nx = Nt = 100, Nvtrain = 1000. 测试: Nx = Nt =
100, Nvtest = 5000.

样本提取训练好的空间网络 Nθ∗α . 随后,设定新的物理参数 D = 0.2, R = 0,使
得偏微分方程退化为线性纯扩散方程. 以预训练的 Nθ∗α 固化为空间解码模
块, 仅针对新算子优化 NODE 部分方程 (3.24). 利用 l = 0.3 的分布重新采样
500 个样本用于重训练, 并在 10,000 个独立测试集上进行评估. 得到的测试
绝对误差和相对误差分别为 1.836× 10−3 与 7.670× 10−3. 图 3.9 报告了对应
的随机输入重建效果.

图 3.9: 固化预训练空间解码器 α 学习方程 (3.21) 源项到解算子 Ψ†
f : f(x) 7→

u(t, x) 的测试结果.

•实验 4: 外推时间域的预测演化. 我们在扩展的时间区间 t ∈ [0, 2] 内测试已
训练模型 (Ψ∗

f 与 Ψ∗
m) 的推演表现, 注意模型的原始训练域仅为 t ∈ [0, 1]. 表

3.6 列举了各模型的外推测试误差. 图 3.10 – 3.13 直观对比了部分模型的外
延推演过程. 结果显示, 在 t ∈ [0, 1] 的内插区间内, 几种模型均保持了较低的
残差水平; 而在 t ∈ [1, 2] 的外推区间, 引入了物理结构约束的 NODE­ONet 所
累计的预测偏离相对较缓.
•实验 5: 空间基底选取的灵活性. NODE­ONet 框架并未对空间解码过程施
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图 3.10: NODE­ONet 学习的源项到解算子 Ψ∗
f : f(x) 7→ u(t, x) 针对随机输入在

扩展区间的外推结果. (测试时间域 t ∈ [0, 2]; 训练时间域 t ∈ [0, 1])

图 3.11: DeepONet 学习的源项到解算子 Ψ∗
f : f(x) 7→ u(t, x) 针对随机输入在扩

展区间的外推结果. (测试时间域 t ∈ [0, 2]; 训练时间域 t ∈ [0, 1]).

图 3.12: NODE­ONet 学习的双输入解算子 Ψ∗
m : {D(x), f(x)} 7→ u(t, x) 针对随机

输入在扩展区间的外推结果. (测试时间域 t ∈ [0, 2]; 训练时间域 t ∈ [0, 1]).

图 3.13: MIONet 学习的双输入解算子 Ψ∗
m : {D(x), f(x)} 7→ u(t, x) 针对随机输

入在扩展区间的外推结果. (测试时间域 t ∈ [0, 2]; 训练时间域 t ∈ [0, 1]).
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训练输入函数数量 训练时间域 测试时间域 绝对误差 相对误差

Ψ∗
f

NODE­ONet 500 t ∈ [0, 1] t ∈ [0, 2]
6.839× 10−3 7.113× 10−3

DeepONet 2.302× 10−1 2.360× 10−1

Ψ∗
m

NODE­ONet 1,000 t ∈ [0, 1] t ∈ [0, 2]
1.392× 10−2 1.732× 10−2

MIONet 1.012× 10−1 1.251× 10−1

表 3.6: 方程 (3.21) 在扩展区间 t ∈ [0, 2] 内的预测误差. Ψ∗
f : f(x) 7→ u(t, x) 为单

一源项解算子, Ψ∗
m : {D(x), f(x)} 7→ u(t, x) 为双输入解算子.

加严格的结构约束. 在此前的测试中, 空间解码算子 α由神经网络 Nθα 参数
化生成. 此外, 根据第 3.2 节的定义, 亦可直接采用经典的解析基函数族替代
网络输出. 作为验证, 我们将解码部分替换为截断的傅里叶基函数族, 在其余
设定保持不变的条件下重新学习算子 Ψf : f 7→ u. 该设置下的测试绝对误差
与相对误差分别为 9.734× 10−4 和 1.908× 10−3. 图 3.14展示了使用解析基底
进行预测的结果. 上述测试反映了该计算框架在空间基底选取方面具有一定
的灵活性.

图 3.14: 结合傅里叶基函数的 NODE­ONet 学习方程 (3.21) 源项到解算子 Ψf :
f(x) 7→ u(t, x) 的测试结果.

3.4.1 二维 Navier­Stokes方程

本节通过测试二维 Navier­Stokes 方程 (3.19), 进一步验证 NODE­ONet
框架的计算可行性. 实验中, 设定运动粘性系数 ν = 0.001, 并对涡度 u 施加
周期边界条件. 依照文献 [42, 75] 的设定, 假设外力源项 f 不随时间变化. 基
于此, 我们主要考察以下三种算子的学习任务:

• 初始条件到解的映射算子 Ψi : u0 7→ u, 其中源项固定为 f(x1, x2) =

0.1 sin(2π(x1 + x2)) + 0.1 cos(2π(x1 + x2));

• 源项到解的映射算子 Ψf : f 7→ u, 其中初始条件固定为 u0(x1, x2) =
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0.1 sin(2π(x1 + x2)) + 0.1 cos(2π(x1 + x2));

• 具备双输入函数的映射算子 Ψm : {u0, f} 7→ u.

上述算子学习任务的训练集由文献 [42] 提供的开源代码生成. 输入函
数 u0 与 f 从如下的高斯随机场中采样获得: u0 ∼ GP(0, 73/2(−∆ + 49I)−2.5)

且 f ∼ GP(0, 33/2(−∆+ 49I)−5). 在所有实验中, 空间解码网络 Nθα 均采用包
含 4个隐藏层的全连接架构 (FCNN),单层宽度设为 2, 000,并使用ReLU激活
函数. 在 NODE 模型 (3.20) 中, 设定 Ani (t) = a

1
i t以及网络宽度 P = 2, 000. 所

有 NODE 模型同样使用 ReLU 激活函数, 并利用含 Nt 个时间步的显式欧拉
格式进行积分演化. 网络 Nθα 与 NODE 的输出潜在维度统一设为 dU = 200.
训练阶段, 我们依次采用 ADAM 与 L­BFGS 优化算法最小化经验损失函
数 (3.15), 其中正则化项设定为 R(θ) = ‖θ‖1 且 λ = 10−5. 网络参数均采用
PyTorch 的默认机制进行初始化. 模型的测试精度依然通过式 (3.23) 中定义
的绝对误差与相对误差进行量化. 具体的实验参数配置汇总于表 3.7.

训练步数 学习率 训练分辨率 测试分辨率 dV dU Nv

Ψi
ADAM 5× 105

LBFGS 100 10−4 Nx = 502

Nt = 10
Nx = 1002

Nt = 100
502 200 1000 (训练)

200 (测试)

Ψf
ADAM 5× 105

LBFGS 100 10−4 Nx = 502

Nt = 10
Nx = 1002

Nt = 100
502 200 1000 (训练)

200 (测试)

Ψm
ADAM 5× 105

LBFGS 100 10−4 Nx = 502

Nt = 20
Nx = 1002

Nt = 100
502 200 1000 (训练)

200 (测试)

表 3.7: 学习方程 (3.19) 解算子的实验参数设置.

训练 测试 [0, 10] 内的 [0, 10] 内的 [0, 20] 内的 [0, 20] 内的
时间域 时间域 绝对测试误差 相对测试误差 绝对测试误差 相对测试误差

Ψi t ∈ [0, 10] t ∈ [0, 20] 1.396× 10−2 3.053× 10−2 5.860× 10−2 8.491× 10−2

Ψf t ∈ [0, 10] t ∈ [0, 20] 2.751× 10−3 3.180× 10−2 7.379× 10−3 7.167× 10−2

Ψm t ∈ [0, 10] t ∈ [0, 20] 1.320× 10−2 8.827× 10−2 1.208× 10−2 8.857× 10−2

表 3.8: 学习方程 (3.19) 解算子的测试与预测精度误差.

三个算子 Ψi, Ψf 与 Ψm 的数值测试结果分别汇总在表 3.8 以及图
3.15−3.17 中. 结果表明, NODE­ONet 能够学习方程 (3.19) 的非线性演化算
子, 并在内插时间域 t ∈ [0, 10] 内输出稳定的数值结果. 此外, 在外推时间域
t ∈ [10, 20] 内的评估中, 模型亦保持了一定的预测精度. 上述测试数据初步验
证了该计算框架在不同参数设定下求解含时流体偏微分方程的可行性.
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图 3.15: 学习方程 (3.19) 初始条件到解算子 Ψi : u0(x) 7→ u(t, x) 针对随机输
入函数的数值结果. 从上到下依次为: t = 2, 6, 10 (在内插时间域内测试), 以及
t = 12, 20 (超出训练时间域的外推预测).
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图 3.16: 学习方程 (3.19) 源项到解算子 Ψf : f(x) 7→ u(t, x) 针对随机输入函数的
数值结果. 从上到下依次为: t = 2, 6, 10 (在内插时间域内测试), 以及 t = 12, 20
(超出训练时间域的外推预测).
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图 3.17: 学习方程 (3.19) 双输入解算子 Ψm : {u0(x), f(x)} 7→ u(t, x) 针对随机
输入对的数值结果. 从上到下依次为: t = 2, 6, 10 (在内插时间域内测试), 以及
t = 12, 20 (超出训练时间域的外推预测).
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第 4章 总结与展望

4.1 本文总结

本文围绕神经常微分方程 (NODE) 对动力系统的逼近理论与求解偏微
分方程的算子学习展开了系统的理论分析与算法设计. 整体研究工作与主要
贡献可归纳为以下两个部分:

第一部分为针对动力系统逼近的半自治神经常微分方程 (SA­NODEs).
这部分提出了 SA­NODEs 这一用于刻画与逼近动力系统的新型网络框架.
在理论层面, 我们确立了 SA­NODEs 的万能逼近性质与收敛速率, 从严格的
数学意义上证明了其对复杂动力系统的逼近能力. 同时, 明确了 SA­NODEs
的训练过程可自然转化为一个最优控制问题, 即通过调节网络参数来重构生
成数据的潜在动力学演化方程. 在数值计算层面, 我们在各类常微分方程以
及传输方程上对该框架进行了测试. 实验结果表明, 依靠参数显式的时间依
赖性设计, SA­NODEs 有效降低了模型复杂度. 相较于经典 NODEs, 该方法
在所需参数量与训练轮次较少的情况下, 能够在精度与计算效率上保持稳定
的数值表现, 并在训练数据规模受限时展现出一定的泛化鲁棒性.

第二部分为针对偏微分方程解算子学习的深度神经常微分方程算子网
络 (NODE­ONet). 该框架通过将神经 ODEs 整合到编码器­解码器架构中, 实
现了空间与时间变量的解耦, 这一设计理念与求解含时偏微分方程的传统时
间步进数值方法相吻合. 其核心机制在于物理编码 NODEs 的设计, 能够将
底层偏微分方程的内在结构性质显式编码至网络架构之中. 围绕该框架, 我
们的主要贡献包括:

• 理论基础: 建立了一般编码器­解码器网络的误差分析范式, 为无限维
算子逼近提供了误差分析, 并为 NODE­ONets 的架构设计提供了理论
指导.

• 物理编码机制: 通过在可训练参数中引入显式的时间依赖, 并嵌入特定
偏微分方程的领域先验知识 (如项间非线性依赖关系), 构造了低复杂
度的物理编码 NODEs.
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• 计算效率: 数值实验表明, 在学习非线性反应­扩散方程与 Navier­
Stokes 方程的算子映射 (尤其是多输入函数算子) 时, NODE­ONets 在
数值精度与模型复杂度方面相较于 DeepONets 和 MIONet 等现有方法
具备一定的计算优势.

• 外推与泛化能力: 借助物理结构约束, 模型实现了超越训练时间域的稳
定外推. 此外, 框架内部的时空解耦设计允许预训练的编码器/解码器
在不重新训练的情况下迁移至结构相似的偏微分方程任务中.

4.2 未来展望

尽管本文在动力系统逼近与偏微分方程算子学习方面取得了一定的理
论与计算进展, 但相关领域仍存在若干值得深入探索的开放性问题. 结合本
文的两个主要部分, 未来的研究工作可围绕以下方向展开:
针对第一部分 (SA­NODEs)的后续研究:

• 保结构动力系统的针对性逼近: 针对具有特定物理约束的动力系统 (如
梯度流, 哈密顿系统, 自治系统及具周期性轨道的方程), 现有的逼近理
论仍有改进空间. 未来的工作可研究 SA­NODEs 能否内生地捕获这些
特定的结构先验. 例如, 在哈密顿系统设定下, 可结合近期工作 [112] 的
结论, 在概率意义上寻求更紧锐的逼近界限.

• 长期预测能力与理论边界: 鉴于 SA­NODE 的系数不随时间演化, 其解
轨道可自然延拓至数据可用时间 T 之外. 评估模型在 t > T 阶段追踪
真实物理演化的能力退化速率是一个重要问题. 这一任务与处理离散
时间序列的回声状态网络 (ESNs)存在联系 [113]. 借助于 Lyapunov指数
理论, 并参考 [114­115]的分析框架, 未来有望建立 SA­NODE在连续无
限时间区间上的理论预测误差估计.

• 广义动力系统的降维建模: SA­NODEs 的应用不局限于精确的 ODE 系
统, 亦可用于复杂非确定性数据的插值拟合. 当观测数据源自受随机扰
动的复杂物理系统时, 利用 SA­NODEs 重构出底层的确定性主导动力
学成分, 或开发适应随机行为的混合型 SA­NODE 扩展架构, 是科学机
器学习领域极具潜力的应用方向.

· 82·



第 4章 总结与展望

针对第二部分 (NODE­ONet)的后续研究:

• 误差分析的深化: 第 3.1.3 节建立的误差分析主要针对一般的编码
器­解码器架构. 对包含连续时间积分的 NODE­ONet 框架开展针对特
定偏微分方程的整体误差分析 (涵盖半离散截断误差与非线性网络逼
近误差) 具有较高的数学技术难度, 仍需在未来的理论工作中予以完善
(参见注记 3.4).

• 物理编码架构的寻优准则: 实验中所采用的物理编码 NODEs (如方程
(3.17)) 并非唯一构造. 例如, 针对多输入问题 (3.26), 一种等效的物理编
码 NODE 可设计为:ψ̇(t) = −PD · Diag(D) · P⊤

D ·ψ +

P∑
i=1

{
Wi � σ

(
Ai �ψ + a1i t+Bi

)
+ Pff

}
,

ψ(0) = 0 ∈ RdU ,

其中 Diag(·) : RdV → RdV×dV 为对角矩阵算子, PD ∈ RdU×dV . 该替代形
式在模型复杂度与数值表现上与式 (3.26) 相当. 因此, 建立严格的数学
准则以指导并确立针对特定偏微分方程的最优物理编码结构, 具有重
要的理论价值.

• 复杂应用场景的扩展: 首先, 将 NODE­ONet 框架扩展至偏微分方程
最优控制与反问题求解是一个自然的研究方向. 此类问题通常涉及正
向状态方程与反向伴随方程的耦合, 设计能够同时稳定捕获双向时间
演化规律的 NODE 架构是该方向的核心挑战. 其次, 针对包含波传播
特性的双曲型偏微分方程, 探索并引入二阶 NODEs 架构 (可借鉴文献
[116] 的相关思想) 亦是完善该算子学习框架的重要一环.
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深深影响着我. 对我而言, 每一声 “老师”, 都包含着最深的敬重与由衷的钦
佩.
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方程这一研究方向, 才有了本文的主要工作. Zuazua 教授在科研学习中给予
我极大帮助, 并督促我系统学习控制论及新型计算方法相关知识, 极大地拓
宽了我的学术视野, 也让我对交叉研究有了更深的理解.
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姐, 师弟师妹. 与你们相处, 讨论与合作的过程, 使我的求学之路始终充满温
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谢吉林大学金鑫老师, 张与彪老师, 张凯老师, 佐治亚大学胡薇薇老师, 勃艮
第大学刘康老师, 复旦大学王玥老师, 李运章老师, 南洋理工大学宋永存老
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与爱, 托举我一步一步走到今天. 对你们的感激, 远非 “感谢” 二字所能尽述.

最后, 谨以本文献给一路陪伴我成长的恩师, 父母与朋友. 正因为曾收获
如此深厚而真挚的爱与支持, 我才更懂得以郑重之心表达敬意与感恩. 愿这
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