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RESUMO

Neste trabalho, consideramos a homogeneizacio da equacio hiperbolica com um
termo de pressao, com condigoes de fronteira de Dirichlet homogéneas, em dominios com
“pequencs” buracos.

Equagoes do tipo considerado sao um modelo simples de equacoes de elasticidade
dinmics para materiais ineompressiveis. Elas também aparecem em problemas acoplados
de termo-clasticidade onde um dos pardmetros acoplados (relacionado a propriedades de
compressibilidade) tende a infinito.

Nos também consideramos a homogeneizacio das equacoes de Navier-Stokes, com
concigoes de fronteira de Dirichlet hbomogéneas, em dominios com *pequenocs” buracos.

Para estes problemas, demonstramos a eonvergéncia do processo de homogeneizacio,
¢ para a equagho hiperbolica com um termo de pressio demonstramos resultados de
COTTECAC.

Para os resultados de corregao hipoteses especials sio necessirias sobre as condighes
tmieiais, que implicam a convergéncia das energias.

As demonstragoes sao fundamentadas no quadro funcional abstrato introduzido
por G. Allaire, para o estudo da homogeneizagio das equacoes de Stokes estaciondrias, em
dominios com “pequenos” buracos, que ¢ baseado no uso de funcées adequadas adaptadas

a peometria do problema.
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ABSTRACT

In this work we consider the homogenization of the hyperbolic equation with a
pressure term with homopgeneous Dirichlet boundary conditions in domains with small
holes,

Equations of the type considered are a simple model of dynamical elasticity equa-
tions for meompressible materials, They also appear in coupled elasto-thermicity problems
where one of the coupling parameter (related to compressibility properties) tends to infin-
Ity

We also deal with the homogenization of the Navier-Stokes equations with homeo-
zeneous Dirichlet boundary cornditions in domains with small holes,

For these problems we prove the convergence of homogemzation process, and cor-
rector results for the hyperbolic equation with a pressure term. For the corrector results
special requirements are needed on the initial conditions, which imply the convergence of
energies. The proofs are performed in the abstract framework introduced by G. Allaire
for the study of homogenization of Steady-state Stokes equations in domains with small
holes, which 15 based on the use of suitable test functions adapted to the geometry of the

problem,
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NOTACOES

DN} - espago das fungies de classe O™, com suporte compacto em §1,

Seja p € D11},

SET N S TP—
?ph(ﬂh-a‘rg"“‘ﬂmn , @ o gradiente de p.

L S,
Ap= ¥, E—IE ¢ o laplaciano de p.

m] i

-

Seja u € [D(0)]",
T
V-.u= 3 — ., #&a divergéneia de u.

L) - aderéncia de D), com a seguinte norma:
161220 :fﬂfﬂ_

LA /R - o conjunto guociente de L7101} pelo conjunto das constantes reais. E o conjunto

dns funcoes de L1 definidas a menos de uma constante.

HJ}(8}) - aderéncia de T{Q), com & seguinte norma:
||'|i"-"||§f;[m - j; |v¢|:1'1.||3d.r+ L'.‘-"‘i{-r}d'-lﬂ

H=1{f1) - dual de H} ().

alwv)= fp Vu-Vvdz, Yu,ve [HQ)"
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INTRODUCAD

{0 metodo de homogeneizacio ¢ uma técmica que possibilita vanas aplicagoes
destacando-se entre elas a modelagem de fendmenos fisicos. Esta técnica permite modelar
fendmenos de transporte e difusfio numa escala macroscopica atraves de informacoes numa
escala microscopica. Como exemplo, o escoamento de um fluido, em um o ou um lago,
com obstaculos, onde estes obstaculos seriam constituidos por uma regiao com arvores.
Numa escala “microscopica” . de alguns metros, as equagtes que deserevem um tal escoa-
mento, sio as equacoes de Navier-Stokes, numa geometria muito complicads. Entretanto,
tendmenos de grande interesse ocorrem numa escala de quilometros, escala macroscopica,
As equagoes desse escoamento nesta escala podem ser bemn mais trataveis quando escritas
e termos de grandezas medias, onde os efeitos locais de flutuagoes sao incorporados a cer-
tos parametros desses novos modelos. Busca-se obter exatamente, o correto tratamento,
na escala macroscopica, de efeitos ndo lineares deseritos pela equacao de Navier-Stokes
auma escala microscopica.

O Tratamento Matemédtico, em geral, do método de homogeneizacio se di em duas

abordagens. Um exemplo da primeira é visto em J.L. Lions [27], onde estuda-ge o problema:

- Au,=f. em L

w u, satisfazendo a certas condigoes de fronteira,

em que {}; denota um dominie aberto limitado “perfurado™ do R", obtido de {1 por
extracao de um ecerto niumero de orificios distribuidos periodicamente com periodo ¢ > ().
Problemas deste tipo aparecem ne estudo da torsao elastica de wm tronceo cilindrico com
¢ cavidades ou furos. E claro que, para eada ¢ > 0, poderiamos resolver o problema (1)
usando métodos variacionais; no entanto, o procedimento dependeria de 2. ou melhor, o
espago no qual se aplicariam os métodos dependena de &0 Por outro lado, & obtengao de

uma solucao aproximada de (1}, para £ suficientemente pequeno, demandaria muito esforco



ponto de vista da analise numerica e computacional. E necessario, portanto, wm método
e nos proporeione uma solugio aproximada do problema (1) & que ndo dependa de =

FPara 1210 fazemos uso do método de homogeneizacao.
Para que obtenhamos a homogeneizaciao do problema (1) realizamos um desenvolvi-

mmento de ordem qualquer em £ para u,:
weld) = uglz,y) + sz, y) + e uala, ) +- -+ Fuj{z,y) +- -

mde y = I, r representa uma variavel macroscopica e y uma variavel micrescopica.
As fungoes wug, ), ug, ... sdo construidas independentes de £, de tal forma gue se

renha algum controle de erro, 1.e.:
F|H= — (g +ety + - F Emﬂm]”h’l{ﬂ,} < e,

on pinds, o erro seja de ordem ™, mun espaco de Sobolev sobre {0, para todo m € N.

Aszsim podemos afirmar que a solugio aproximada do problema (1) sera:
ug ety + o0+ Mg,

A determinacio das fungdes u; da expansio assintdtica se dd impondo-se a condigio de gque
u, seja solucio do problema (1) e com isto resolve-se, para cada poténcia de =, problemas
similares ao problema (1) com a vantagem de estes problemas sgora serem definidos nio
mais em §l, porém em todo §I. Assim sdo construidas as funcoes u;lr.y) da expansio
assintOtica com ¢ € 0 (Le., definidas em todo 01).

Esta seria a abordagem atraveés da expansac assintotica. Para uma referéncia ver
tambem E. Sanchez Palencia [34]. Fazendo-se uso desta abordagem obtém-se alguma cor-
relacho entre os efeltos microscdpicos ¢ macroscopieos de fenomenos envolvendo escoamento
de fluidos,

Um exemplo da segunda abordagem ¢ visto nos trabalhos [11] ¢ [9], onde nao se
utiliza wma expansao assintotica para u,,

Em [11], em 1982, Doina Cioranescu ¢ Frangois Murat, no estudo abstrato da ho-

mogeneizacio do problemas elipticos consideraram o seguinte problema:
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Encontrar v, solucio de:

—Au,=Ff em (I,
u. =0, sobre TI..

onde f é dado em H '),
Denotando-ge por @, a extensio de v,, a todo §1, definida por:

U, em f§,

B o Nie)
[ ]
0, nosburacos T, = | | T,

fem ]
fol mostrado nesse artigo gque:
i, —u, fraco,em H(81), quandoe— 0,

omde i, & a anica solugio do problema (2), para cada £ > (), fixado, estendida por zero nos

buracos, & u & a dnica solugao do problema homogeneizado:

—Butpu=fFf, em 0
|E|-:|
u=10, sobre T,

onde g ¢ uma medida ndo-negativa de Radon pertencente a #'(11), Esta medida aparece
neste estudo abstrato e estd ligada ao comportamento da capacidade do conjunto T,
quando £ — 0, Impde-se para isto a condigio de que os buracos sejam “pequenos”, 1e.,
ayy, o diametro dos buracos seja assintoticamente menor ou igual ao “diametro eritico”

.. dado por:

a, =Cpe™™ 2, para n>3
g =4, EIFE—*CQJ"':EJ-_ para n =2
ande Cp = 0 estd -fixado, e £ log 8, — 0, quande ¢ — 0. Esta condicio possibilita a

construcan de um quadro funcional de hipdteses, sobre os buracos; que ¢ fundamental na

demonstracao dos resuliados. No caso acima, pserd uma constante estritamente positiva,
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quando o didgmetro dos buracoes for o eritico. Neste cago, o termo de ordem zero adicional,
IV, ApPATECE TA equagio [imite,

Mostra-se ainda, em [11], resultados de corregio, ou seja:
fle = weti+ Re. com Re—=0, forte,em Hj(0Q),

Le, weu @ uma boa aproximacio para a solugio de {2),
No artigo apresentado por D. Cioranescu, P. Donato, F. Murat e E. Zuazua em 9],
de 19591, estuda-se a homogeneizacao da equacao da onda:

|uf —Au, =f, em R x(0,T), T>0
ug =10, sobre I';x (0,7}

{0 =ul, em 9.

ufr.0)=u;, em 9,

com ul € H}(Q), ul € L3Q,), f. € L0, T; L*(2.)), e

;:E_' = Ty 'ﬁ'ﬂ,ﬂn., e11 H[: EEEJ,

u! — uy, fraco,em L3(Q),

fe— f. fraco.em LYD,T:L%SH)

Em [9], mostra-se também que;
it, — u, fraco-estrela, em L0, T; HIQ) nwhe(0, T; L3(Q)),

onde 1, € & unica solugio do problema (4}, para cada £ > 0, fixado, estendida por zero nos

buracos, e u & a tinica solugio do problema homoegeneizade:

u —Autpu=f em Nx(0,T) T>0
u=0, sobre T x(0.T)

wr, 0l =uy, em 0

fu."l[.r,L'I} =u;, em £
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onde u @ uma medida de Radon ndo negativa, sendo positiva quando o digmetro dos

turacos ¢ o diametro enitico. Estuda-se ainds, neste artigo, resultados de correcio, ie. :
R.—0, forte, em CO[0, T} W] (Q)).

U outro exemplo interessante é visto em G, Alaire [1], de 1980, e em [2], de 1990.
onde se faz a homogeneizacao de problemas envolvendo escoamentos com obstdculos.

No trabalho apresentado em [2] considera-se o segninte sistema de Stokes:

Encontrar (u..p.) € [Hj(2.)]" = [L}{(Q.)/R));
Se) Ve = Au,=f, em [,

divu, =0, em £,

() sistema (5,;) di-a descrigio do fuxo de um fluido viscoso, incompressivel. no dominio
tl,. sob a acao de uma for¢a extersor [, com condigbes de fronteira de Dirichlet, sem
deslizamento. A viscosidade e a densidade do fluido estao sendo considerados iguais a

1. A velondade do fluxo é representada por u,, e & pressio do fluide por p.. A forca
Nieh
f e [LAQ)"; sendo € R™, um aberto limitado regular, e @, = Q= || TF, TF C 0

=1
conjuntos fechados (huracos),

Considera-se ainda o seguinte sistema, definido em todo dominio 2, que descreve a

Let de Brinkman:

Encontrar (u,p) € [Ha(f)]" = [L*(R2)/R]};
(5p) Vp—Au+Mu=f, em £

divu=0 em £

onde M ¢ uma matriz simétrica e positiva que depende da forma dos buracos TF, Mu ¢

um termo near de velocidade de ordem zero.

Considera-se também, em todo dominio (), o sistema de Stokes:
| Encontrar (u, p) € [Hi(0)]" = [L3(Q)/R)];
(59 Vo—Au=f em 0
divu=0, em



E por fim, considera-se o sistema definido em todo 12, que desereve a Lel de Darey:
Encontrar (u,p) € [L3(Q)]" = [HY{Q)/R]
u=M"Yf-¥p), em 0

(D]
divu=0 em

wrn={0, em I.

{) Problema Homogeneizado consiste em se tomar o limite do problema {5, ) quando £ — .
{Obtém-se os seguintes resultados, considerando-se o tamanho dos buracos e com algumas
nipoteses sobre os mesmos:
Definindo-se a, come o diametro “critico” dos buracos, e ap» como o didmetro dos
buracos, em suma, temos trés situagoes:
1) Quando o dimetro dos buracos € da mesma ordem que o didmetro “ecritico”, 1.e.,

e = dg, temos:
(e, Pelpe)) = (u,p).  fraco, em  [Hy(f)]" = [L3(Q)/R],
onde (u,p) é a unica solugdo de {Sp), Py € uma extensiio da pressio p,, ¢ i, ¢ a
extensao por 0 em {! — £, ou seja, sintetizando teriamos:
S —+ 5y (Lei de Brikman), quando & — 0.

i) Quande o didmetro dos buracos e assintoticamente menor que o “eritice”, Le.,

ars < a, (buracos pequenos ), temos:
(fe, Pelpe)) — (u,p), forte, em [Hg(@)]" x [L*(R2)/R],

onde (u, p)} é a linica salucan de {5).

Sintetizanda, teriameos:

S — 5 (Stokes), quando £ — (0,

1) Quando o didgmetro dos buracos e assintoticamente maior que o “eritico”, Le.,

ars > @, porém reservando-se determinadas proporcoes (buraces grandes), temos:

(2 Pp)) = (wp), forte, em [LH)]" x [LA(Q)/R),

3
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onde (u,p) & a inica solucio de (D), ¢ o, = ﬂ—‘T'.—

Sincetizando, teriamos:
S — D, (Lei de Darey), quando ¢ — (.

0 trabalho que desenvolvemos aqui segue nos moldes de [11] e estd fundamental-
mente baseado nas referéncias, [1], [2] e [8].

Neste trabalho estudameos a homogeneizacao de dois problemas de contorno com
condigies de fronteira de Dirichlet em dominios perfurados com “pequenocs™ buracos. Para
sto seja £ um eonjunto aberto, conexo, limitade do B (n > 2}, localmente localizado
de um mesmo lado de sua fronteira I'. Seja {} um net de reais estritamente positivos

que tende a zero, enquanta N(g) tende a infimto. Para cada ¢ consideramos a familia de
Vi)

conjuntos fechados (T7 ) 2" (o8 buracos). e definimos um conjunto perfurado {1, , por;
Mid)
a.=r- | )T

=1

Admitimos que £}, seja também um conjunto aberto, conexo, imitado do R"  (n = 2),
wealmente localizado de win mesmo lado de sua fronteira I',. O primeiro é o problema

ansto para a equacao hiperbolica com um termo de pressio:
uf — Aug+Vp=fi. em Q. =0,%{(0.T). T>0
d.ll\.r e = ﬂ‘ P17 Q‘

u, =10, sobre T, =(0,T)

iz, 0)=u), ul(z,0)=ul, em 1,

onde as fronteiras I' e T'; 880 de Lipschitz,

Esta equagao ¢ obtida de J.C. Saut [35], e foi estudada por J.L. Lions em [23], onde
¢ ahorda a existéncia e a unicidade para tal equacio. Equacdes deste tipo aparecem em
modelos simples de equagoes de elasticidade dinfmica para materiais incompressiveis, ¢
rambém em problemas acoplados de termo-elasticidade, onde um dos parametros acopla-

dos, relacionado a propoedades de compressibilidade, tende a infinito.
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0 segundo, ¢ o problema misto para a equacio de Navier-Stokes:

= v+ (v Vin +Vpe = fo, em Qo= x(0.T), T>0
divu. =0, em @,
=10 sobre [ x(0.T)

.z, 0)=u;, em I,

onde as fronteiras de T e Iy, sdo de classe C*, en=2ou 3.

{) estudo da homogeneizacao de tals problemas € feito pela utilizagio de algumas
rérnicas estabelecidas, desde 1977, por Lue Tartar (cf. [38]).

Em toda a apresentagiao do presente trabalho, os conjuntos {1, serfo supostos satis-
fazerem as condigies do gquadre funcional abstrato introduzide por G. Allaire em [1] e [2]

ver hipotese (1.2.1) abaixo) para o estudo da homogeneizacio dos problemas de Stokes,
e donunios perfurados com “pequenos” buracos, com condicoes de fromteira de Dirichlet
nomogéneas. ) caso modelo, para o nosso estudo. ¢ provido por um dominio periodica-
mente perfurado (com um periode 2= na direcio de eada cixo-coordenada) por buracos de
diametro r,, onde r, € assintoticamente igual ao “didgmetro critico” a,. Esta condicio €
mundamental na construgao do quadro funcienal de hipiteses sobre os buracos. As demon-
stracoes contidas neste trabalho estao baseadas na existéncia de tal quadro funcional de
npoTeses,

Este trabalho ¢ somente concebido para dados de fronteira de Dirichlet homogéneos,
Uhservamos que o caso de condigoes de Neumann, homogeéneas, conduz a resultados com-
oletamente diferentes, com o didmetro eritico sendo neste caso a, = £ (ef. D. Cioranesen
« P. Donato (8], para homogeneizagao deste problema ).

() presente trabalho esta organizado como segue: () Capitulo 1 estd dividido em
quatro partes. Na Secdo 1.2 relembramos o quadre funcional abstrato de [1] e [2], sobre
n weometria dos buracos, Na Segiio 1.3, apresentamos o principal resultado do Capitulo
I. o Teorema 3.4, que nos da a convergéncia do processo de homogeneizacio da equacio
taperbolica pom um termo de pressao (6), A semicontimuidade inferior da correspon
dente energia € tambem demonstrada, Na Secho L4, generalizamos o resultado obtide na

Secho 1.3, enfraguecendo a hipotese (1.2.1};..

8



() Capitulo II, apresenta apenas uma segiio, que trata do resultado de corregao,
Pari = obtencao de tal resultado ¢ necessario se fazer hipoteses especiais sobre o dadoe
sieial ul.

(O Capitulo 111, constituido também de somente uma secao, apresenta o resultado
de homogeneizacao para a equagio de Navier-Stokes (7).

Finalmente, o Apéndice A é dedicado & apresentagao de alguns resultados neces-
sarios. Na Segdo A.l, alguns resultados de compacidade sio enunciados. Na Segio A2,
o revistos resultados obtidos eom a homogeneizacio da equagio de Stokes estacionaria,

na mesma situagio em que neste trabalho. Na Secao A3, alguns resultados basicos sdo

enunciados.




CAPITULO 1

Homogeneizagao da Equagao Hiperbdlica com um termo de Pressio

[.1. Introducgao

Neste capitulo estudamos a homogeneizacio de uma equaciio hiperbélica com wm
ermo de pressao, para materiais incompressivels, com condicoes de fronteira de Dirichlet,

e dominios perfurados com “pequenos” buracos.

Consideremos o problema misto para a equacio hiperbdlica com um termo de

SRS RO
luy = Au, +Vp, =f., em Q. =10, x(0,T)
di‘-’ U, = '|_-!1 ETIL Q:
ul’ e ﬂg Hﬂhﬁ E; = Fg b4 “]., T}I F‘ . —. ml.

wel®, 0] = uf ullz 0)=ul, em IL

ude as fronteiras I e T, sdo de Lipschitz, e w'{x, ) = ug(z, ).

Nosso objetivo é descrever a convergéneia das sulugdes w,. para identificarmos a

suacan satisteita pelo limite u.
Como uma primeira hipdtese sobre os dades em (1.1), admitimos que:

we € Ve N[EAEA™ vl eVe e foe WWY 0, T2

£

I ——_ fraco, em V1 [H*(0)]"

£

ul — u', fraco, em V

)

fe—f. fraco,em L'(0,T;[Z30)")

fi— ', fraco, em LD, T5[L3001™)

Fol0) — f(0), fraco, em [L* ("

10




Como ¢ naturalmente ssperado, a extensao i., da solugio u, de (1.1}, converge fraco-estrela

em WHee((.T; V) para a solugao ¢ do problema:

v —Au4+Vp+Mu=f, emn x(0T)

divu =0  sobre $x(0.T)

(1.3)
u=10 schre T x(DT)

w(z,0) =uu'(z,0) =2', em £,

onde M & nma matriz simétrica e positiva cujos elementos sao medidas de Radon,
Este resultado ¢ demonstrads no Teorema 3.4 da Secio 3. A semicontimndade

inferior da eneérgia ¢ também demonstrada no Teorema 3.3,
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1.2. Situacao Geométrica

Em vez de fazermos hipoteses geométricas diretas sobre os buracos T, adotamos
agui o quadro funcional abstrato introduzido por G. Allaire em [1] ¢ [2]. onde a hipétese
sobre a geometria dos buracos ¢ feita admitindo-se a existéncia de wma familia adequada

de funcoes testes. Precisamente, suporemos que: existem fungoes (wi, g, pk)yepe, 1818

que:
() whe BN L=, (whlis=p < Moot € L)
Vg =1[. em 12
(11)
! wy = (}, nos buracos T
- wi — eg, fraco, em [H(Q)]", & qs. em 11
(i) |onde ey ¢ o k-fsuno vetor da base canoniea do R",
lgi = 0, fraco, em L*}{Q)/R
(iv) pe € W)
{v] Para cada seqiiéncia v, e para cads v tal que:
2.1) e — . fraco, em [H{Q)]"

ve = ), sobre os buracos T,
e para cada ¢ € TH}) temos:
(Wi — Awg, ey — (o vy
(vi) Existe uma aplicagio hnear K, tal que:
R. € L{H ()" [Hy (2 )]")
u € [HIQ)" = R.ii=u, em 1,

Vau=0, em{l =V [Ru)=0, em [},

||R!"|i[|"fﬂ[ﬂ:¢ im E E“'IJ-”[”J{EJPH e © iAo dFPmE]-F de .

Em {2.1), e daqui em diante, {- , ), denota o par dualidade entre [H=1(Q)]" e [H1()]".
eiquante (-, -} denotard o par dualidade entre [H-Q )™ e [HL{S]™.

12



Observagio 2.1: Pama exemplos onde as hipoteses de (2.1) sio satisfeitas ver [1] e [2],

Observagao 2.2: Nos exemplos acima o diametro dos buraces a, < £, & satisfaz:

(2.2}
' —mnfn-2

floga, = —C,, se n=2
T, sen=3

i, £
para um dado C', > (.

(} didgmetro a. € critico no seguinte sentido: quando o diametro dos buracos ¢ ag e,

com ar. £ < a., i.e., quando:

£* logr, — —og, 88 n=2,

|2-3:| ~nfn—=2

— 400, e n > 3
Te

a hipotese (2.1) ¢ satisfeita, mas, em (iii}, w] agora converge fortemente para e;. em
[HYE", e em (iv), {Vgj — Awj.du. ), converge para 0; e assim pp = 0, neste caso.
Por outro lado, se ¢, € er;¢ (o que corresponde a substituir ¢ por 0 em (2.3)), pode-
se demonstrar que no existe seqiiéncia satisfazendo as hipdteses (i), (i) e (i) de (2.1},
0 tamanho a, dado por (2.2) é, portanto, o tinico para o qual (2.1} ¢ satisfeita com

convergéncia fraca (e nao forte) de w$ para ey, em (1),

Lema 2.1. Sejam (Wi, q5, 45 ), < g, UnGOes que satisfazem as hipdteses (i) a (v} de (2.1).
Seja M o matriz definida por suas colunas (pg ), ., ., € por seus elementos 1114 Cp——

definidos por g} = py.e,. Entdo para cada ¢ € D), temos:

! ! —_ . ! IE 5
(Mhe B) s ey = Ef:.':,/"‘?v“k'v“?
Assim, M € uma matriz simétrica e positiva no seguinte sentido;
2.4) {Mﬁ*@}n-l,h‘;’{m =0, para cada ¢ € [D{1)]".
Demonstragao: Da hipotese (2.1}, obtemos:

ve =uwi —w=¢;, fraco,em [H'{Q)"

13



Deduz-se entao que:
(2.59) (Vgp — Aol o — (e Piti)gy Y € DRT).

Mas, integrando-se por partes:

(Vi — ooy = - [ abuf Vet | VupuiVeit [ oivupvul
i 1 1

pois Vowf =0, em {3

Além do mais:

f gy Ny = 0,
1

vois gf — 0, fraco, em LYHQ)/R, e wf — e, forte, em [L3(0Q)]", gragas ao teorema de
Rellich (inclusio compacta de HY() em L#(02)).

Temos também que:

f V. ¥iz; — 0,
f

pois Wuwf — 0, fraco, em [LAQ)]™, e w? — ¢, forte, em [L3(Q)]".

Assim resulta que:
2.6) fn.;,?wf.."?'tr.lf — (k. 258 )
o

De (28] deduz-se que a matriz M definida por Me;, = ug € simétrica por ser limite de

:na seqiléncia de matrizes simeétricas (V. .Vwf) . . . . Por outro lado, tem-se que:

LB B g gy oy = B E fu,:.-a,:;'ﬁ?'mf."ﬁ"u-i =
=11

e—0.
f z
1 s n L
—.:!l_lﬁ 4 E peVuy| =0, Yoe [P ®=1(e.... .¢a)

Dionde M & positiva no seguinte sentide:
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Além disto, deduz-ge de {2.6) que:

i = e = Eiﬂ?wﬁ.?wf. em D'(£Y),

nde (V. Viet) & uma seqiiencia limitda de L!'(2). Donde p} ¢ uma medida de Radon.

1.3, O Resultado de Homogeneizagao para a Equagao Hiperbdlica com um

Termo de Pressao

()} objetivo desta Secho ¢ demonstrar o resultado de homogeneizagio para a equagio

wperbohea com um termo de pressao (Teorema 3.4). A semicontinuidade inferior da

energia € tambem demonstrada { Tecrema 3.5).

Considere um dominio limitado £ de R (n = 2) ¢ o dominio £, (como na In-

Mz}
rrodugao, pagina 7), obtido removendo-ge de £} um conjunto T, = | ] T! de “pequenos”
=1

aracos para os quais a hipotese (2.1) & satisfeita. Seja T > 0 um namero real dado.

Considers o problema misto para a equagao hiperbolica com um termo de pressio:

u:," - A, + Vo =fe, em ,=8, %(0,T)
divu, =0, em Q.
. =, swobre F;=T_.x(0,T)

u,[r,ﬂ]:uﬂ.ui{r,ﬂ}:ui, em 2,

ade o2 dados «?, ul, f, 880 supostos satisfazerem:

ul e VA [HAR)N uwl eV, fie WHHO.TILHQI™),

Lod
1

V. = {wmve [HN Q)" dive=0, sobre .}.e
H, = {v;v e [L*(0.)]", div v = 0, sobre {,,v.v = 0. sobre T},

1o



sendo ¢ o vetor unitario normal a T, dirigido para o exterior de {2, O3 espacos V. ¢ H,

rambém podem ser descritos da seguinte maneisa:

LA . Halg "
Hr:}; - I$=1_"[;GI: ]I

onde V. = {iz7e € [P, div ¢ =0, em 2.}
Umn resultado devido a Lions (ver p.ex. [23]) garante a existéncia e a unicidade de

wolucio fraca w, = u.(x, 1) da equagio (3.1} homogenea que satisfag:

3.3 g € ([0, T} Vo) nCH([0, T]; He),

Além disto, definindo para qualguer ¢ € [0, T] a energia E.{ « | por

34) Eu(t) = SO foanye + 2V, e
2 2 (1}

rem-se a seguinte identidade da energia

LA
il

t
.E'__*[t‘]-=.E,I'L1]f]+fl:I A Telm, 8)u lz, 8)ds,

5 em [0, 7.
Tearema 3.1. Suponha que
W eV, AHYRI", wleVi foe WH{OT[LAR)").

Tario., existe nma tinica funcio u, satisfazendo:
u, & L0, T; V)
% u, E L0, T V)
T u” € L=(0, T: Hy)

' — Au.+Vp,=f., em LY 0O, T [H Y™

u,(:,ﬂ]:uﬂ, u:{.r,ﬂ}=u£, em f1,

Demonstracao: Procederemos a demonstracac em seis etapas,
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Etapa i: Estimativas a priorni,
Considere o espaco 'i:'. = V. N[H{11, I, Ir_:} & um subespaco separavel de 1, por-
"anto existe (wi] ... base de f'., livre e tatal em V,. Considere agora 0 subespago mi-

smensional denotado por Vo, = [wi.wd, ... ,wt ], gerado pelos m- primeiros vetores w?,

= 1.2....,m. Entdo propomos o seguinte problema aproximade:

g

[u:m{”r“} a1 ﬂ{ll;m[ﬂ.'ﬂ] = {.fe[t]:-ﬂ']:- Yo = lI:"ll-.:111
Ak tem(0) = ul,, —u’, forte,em V. [H?* Q)"
Um0 =ul, —ul, forte,em V,

oae o) = fn: YV - Vo de,

Estimativa 1:

Fazendo ¢ = 4%, (1) € Vem. resulta que:

1d

5 (B + alucm(8)]} = (felt), ul(t)), O<t<T,

regrandode D at, 0 <t < T, chtemos:

]

e el = [+ 168l + 2 [ (Fuls) () <
K}
T f

£=+fu I.ﬂt-ﬂldﬁfu )] ut ()P ds.

=« gy e |« =1 lgsmy=
Do Lema de Gronwall, segue-se gue:

Uem € hmitada em L™(0, T; 1V, ). independentemente de m. e

u,, ¢ hmitada em L™(0, T; H,). independentemente de m.

S ortanto, existe subsucessio, ainda denotada pelo mesmo simbolo, tal que:

iy u,, fraco-estrela, em L™(0,T:1.)

tpm — Uy, fraco-cstrela, em  L°(0.T: H,)

17



Estimativa 2:

Fazendo ¢ = (), na equacao aproximada [3.10) obtemos:

.12 (Um0} 0) + ((tem(D), 0]} = (fel0)0), Vv E Ve

Visto que f, € WUO, T2, foo€ €00, T); [L3(R2,)]") e portanto faz gentido
alcular (0}, e fo(0) € [L3(50]™
Tomando-ge v = ul_(0) em (3.12), resulta que:

[uEn (O} = (At e (0] + (fel0), i, (0)).

13 [ulm (0} < |Atg,, |+ [ f(0)] < ¢

wdependentemente de m,

Agora, derivando em ¢, a equagao aproximada (3.10), obtemos:

3.14 (g (t) 0} + ((upmlt) 0)) = (Filthv), Yo & Ve,

omando-se v=ul (1), em (3.14), resulta que:

Al eml)1" + [l ()| ) = (F2t) wlm(£)):

Bxd | et
tl-uln_

crando-ge (3.15) de 0 a t, obtemeos:
Lr L :II
e () + e ()P S el (03 4 [|ef | +f | Fels]| da+
o
+ [ 15206 (o) .

Do Lema de Gronwall, de (3.13) e (3.10)3, resulta que:
|t (O + upu{t)I* < ¢,

= oeteniientemente dE‘ .
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Portanto, u,,, ¢ hmitada e L™00, T; V. ), e uy,, & hmitada em L™(0, T; H, ], inde-
nendentemente de m.

Logo, existe subsucessio, ainda denotada pelo mesmo simbolo, tal que:

ub,, — ul, fraco-estrela, em L¥{0,T;V), e
3.16)
uh — ub,  fraco-estrela, em L0, T H,)
Etapa ii: Passagem ao limite.
A Estimativa 1 ja4 era suficiente para a passagem ao limite, assim. fixando-se i,
msiderando-se m > m,, multiplicando-se a equagio aproximada (3.10) por # € TX0.T),

ntegrando-se de () a T, obtém-se;

ad
=

T i T
f (ult (£), 0 )0() dt + f @{tiem (1), v)0(t) dt = f (Fu(t), v)6(E) dt
[ 0 a

nata tode v & V-

Integrando-se por partes a primeira integral, obtém-se:

T T i
318 = f (o (t), 0)8 (1) dt + j aftem (), v )B(t) dt = f (felt), v)0(1) dt
K] a 8]

Lcmando-ge o limite quando m tende para o infinito, observando-se (3.11), conclui-se que:

T T T
13 - [ woewaas [ awoonnd= [ goesnd
K} i] 1]

sara todo » € i:',mo.
Sendo o5 Vem, densos em Vi, conclui-se que (3.19) é valida para toda v € V.. e
= Di0T).

Lindd de {3.19), temos

T T 3
320) - f (uylt), v)'(t) dt + f (—Buelf) vy, 5, B(t) dt = f (fe(t),v)(t) dt,
a o ¢
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ara toda v € Ve, el € D(0,T). Entéo, definindo-se g.(f) = f.(t )+ Bult) € V), de (3.20)

[H eI
T T
a1 —f u',(t}ﬂ'[fj.:ﬁzf gelt)B(t) dt, em 17,
u 0

o que w, € WHS(0.T: Ve f, € LYO, T [L#{02.)]", segue-se que u! e g, € L0, T; V)

.21)

satisfazem (3.21). Entao, pelo Lema 1.1 de Temam, [39), resulta que:

i
u.{t) =L 1-] gAs)ds, ¢ &V, constante, t £ [0, T].
I

i o N

Portanto,
u, € CO([0, T V).

3.3
Linda de (3.22), obtemos que:
124 (u”, 8 = {g.,8) . paratodo @& D{0.T),
e implica em que uf € L0, T; V) e «! = g, em LY0O,T; V), ie
W' — Au, = f., em LY0,T;V)).

=

F =i

Erapa iiil: Introducio da pressio.

D 13.19) temos quee:

d f O, Nt P
5 5t ( e _.:.J) +efug,v)=(fv), Yeel,, qgs em |0,T)

Definamos agora:
U_:{t}-:f w.(s)ds, F,{t]=j fels) ds.
[ i

m. U2 OY[0, T Ve By & CY[0.T): [L3(92,)]™ ). Integrando {3.28) de 0 a £, obtemos

(%{” s Hi:-'l.l) + ':.[Ue[ﬂ. Tf].] = ':,-F'e[”J-'}l.- Yo e 1":: Vit e [D'T]
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Dai, segue-se que:

<ﬂ;‘ (t) —ul — AUt — Felt), ::-> =0, ¥uveW., ¥ie[0,T)

F-tl "

Pela Proposicio 1.1.1, Temam [39, p.14], para cada t € [0, T], existe G,(f) € D'(1},)

ral que:

3.27) Euﬂ;t; - ul = AL (t) = F.{t) = grad G, (t).

Pela Proposicio 1.1.2-ii, Temam [39], G.(1} € L*(f}.) pois D,G.{1) € H'{5.).
Assm,

grad G. € CU(10,T); [ 1{Q.)]™)

¢ BOTTETLLG
G € ([0, T]; L3R
ot nos possibilita diferenciar (3.27), na variavel 1, no sentido das distribuicoes em ;.
Colorando-se p, = — 28 resulta que;
1.28) ul —Au, +Vp, = fo, em DO, T;[D(00]")

Jols regulandade dos termos que aparecem em (3.28), obtemos que:
20 ul —Au, 4+ Vpo=fo, em LY0,T;[H(Q)]").

Erapa iv: Verificacio das condigoes inicials.

Pelo Coraldrio A1.2, e (3.11), temos que:
|:.H-' ".:m{i:l:l k.r:_li_.l. e {ﬂ-. u:{i:l:l F'I _L.ll -

quaiquer # € V7, e para qualquer ¢ € [0, 7],

Em particular, para i = 0,

{ﬂ.-“m'[m}v;.b; =t ':Hn“r':n}}v;.v; 1
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=aia -.'I_’..IH-]q'I.IE"T L= I‘";-
Alag, de (3.10),,

ueml(0) = ul,  fraco, em V.,

(8 em(OPh v, — (B0t y v,

ara qualquer 8 € V.
Dz unicidade do limite segue que u (0) = u]. Ainda pelo Corolario A.1.2, e (3.16),
e THS rl"ilﬂ;

18 2 ':f]'}v;,t; —+ {8, “Hﬂ}w.ﬁ ’

= qualquer 8 € V| e para qualquer ¢ € {0, T]. Em particular. para t =)
|:-H1 ﬂ;mfﬂj:' 1-":..!-;: =4 {ﬁ.. t.l::. rﬂ':l:' ||.-r.- "

wra gqualguer 8 € V.
Llas de (3.10);,

ul (0 —u!, fraco, em Vi,

(B ulm Oy v, = (85t iy vy

=2 gqualquer 8 £ V.

D unicidade do limite segue que ul(0) = ul.

Eiapa v: Unieidade,
Para provarmos a unicidade, consideremos (ue, p ) & (e 8. ) duas solughes dadas

= Teorema 3.1, Entéo o par (w,.q: ) = (4 — tie, pe — P:} € uma solucio de;

wf — Aw, + Vg =0, em L'0.T;[HY(R)]")
divuw, =0, em @,

w, =10, sobre I,

we(0) =w, (0) =0



Temos que T.:."E e L0, TV, ) = L0, T [H,;,l (i?;]'[":l. portanto faz sentide compor

1 30 com w, e assum:
¢
f |:1.L': o ﬂ.'l'.['z. A "'?'li'n w;}ﬂ: da=0, com 0<i< T
0

Dk gue resulta

I f*d, o 1 ftd, . ‘ o
= e - — |feer (5}]|* ds — . div wl )ds = 0.
Ej.; d'.a-lw*“]l ds + Ej; d.sliw (5)]|* ds juiq v, ) ds

ntemos e
lul(t)]* + ||w(t)]|* = 0,

wmndo que w, = 0, em [0, T]. Resulta também que p, ¢ dnica a menos de uma adigao

rma funcho de 1.

Etapa vi: Final da demonstracan.
Demonstramos que, pela extracio de uma subsequéneia ainda denotada por (wepy |,

eqUerncin (Uem ) sastisfaz (3.11); e (3.16), on seja:
Uy — U, [raco-estrela,em W'™{0.T:1V.),

i satisfaz (3.9).
L unicidade da solucio de (3.61-(3.9), permite-nos deduzir que toda a seqiencia
risfnz (3,11) e (3.16).

isro completa a demonstracio. J

Teorema 3.2. { Regularidade da solucao).
4 =olucao do problema do Teorema 3.1 possui a seguinte regularidade:

u, € C([0, T} Vo) n (o, T); H.).

Parn demonstrarmos o Teorema 3.2 necessitaremos do seguinte lema,




Lema 3.3 (Gronwall),
Seju m € LYO,T:R) tal que m > 0 g.5. em |0,T[ e ¢ > 0 constante real. Suponha
e g & L0, T), g = 0, sobre |0, T, verificando a desigualdade:

I
%gm* <3 o +2£ mis)g(syds,

ard todo ¢ €0, T|, Entaoc:
f
glt) =<2 (n +f ml[s]ld.s) , em [0,T].
!

Demonstragio: Ver Brezis [5]. Gomes [13] ou Medeiros (28],
Demonstracio do Teorema 3.2: Consideremos f.., € C{[0.T]; Y1) tal que:
32 fem — foo  forte,em  L'(0,T;[L*(R)").

Seja agora (Uem ),y & Segiiencia de solugies aproximadas que aproxima a solugio

Entao, se m,n € N, m > n, da equacao aproximada (3.10), temos:
L33 I::“,;m (1) — wen(th v} + ((tem(t) = ten(t), 0]} = (fem(t) — fenlt), v),

ta todo v E f-_',,n.

Tomando-se v = ul (1) —ul () em (3.33), obtemos:

1 d

gﬁﬂuim (1) = uln () A+ [lemlt) = venlt[*) = [ fem () — fenlth tlm(t) — 1L, (1)),

sreerandode Q at, 0 <t < T, obtemaos:
g (t) = wen{t)® + |Jem(t) — vealt)|* =
t
= [l — tlal® + |[uem — wenll* +2 f (Fem(8) — Fenls )ty (8} — il (5)) ds.
i
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Dha: resulta que:

3.34 | (e () — g (11 o+ |em(t) — tien(2)]|?) <

L
e T Tl L L | +zf (fem(s} — fenlsh wpmis) = up(a)ids) <
[}

- gy I:lujm = u:':nl .z ”uﬂm == .”_III l ]i : . i
< /2L = o | +4-[ |.|L:m|:="":'_..|r-:n|:-*:'| |T-!;m|:ﬂi'—ﬂ]_,1,|:-ﬂ|d-5-
0

V2

= definirmos:

git)= |""';m|:£:' — ()] + [|uzm{t) —ugnlt)|],

f?'t{i] — |furrl|:f'-:| = Jrzn{f-::ll-

“etnos da desigualdade (3.34) que:

f
S9(1 < Vaa* 2 f m(s)g(s) ds,

e = Uen| + ”“2@ — ugy ||
i)

we=itn. do Lema 3.3, segue gue:

|“i-m = “rmi' + |htem(t) — uanl(t)|| <

T
= L‘[|l-!:.,,, = '”.::nl * ”“Em - ui:n“ +f Waem(2) = fon(t)| dt),
K]

ento. das convergeneias (3,100, (3.10)5 e (3.32), e de (3.34), segue gue:

ﬂ'éﬁ}ir.h*;m{ﬂ —up (t) =0, quando m,n— ac

l.'ll;'_llia‘i:xT ||tbem(#) — tien(t}|| = 0. quande m.n — oo

S e ) ey € uma seqiiéneia de Cauchy em CU([0,T1:V,), e (ulp), cp ¢ uma

=cuencia de Canchy e C°([0, T]: H.).



lsto implica em que:

Ugy — £, em  C([0,T]: V%)
336
ul, —+£ em C[0,T}; H,)
Logo, de (3.11), concluimos que { =u,, E=u.. |
Apos termos obtido a solugho da equacéo hiperbolica com um termo de pressao,
ominio £, para £ > (0, fixado, vamos agora obter a solugio desta equacao em todo
comnio R0 Vamos, para isto, fazer £ — 0. Isto € o que chamamos de resultado de
mogeneizacao, que e dado no seguinte teorema.
Teorema 3.4. Suponha que (2.1} seja satisfeita e considere uma sequénecia de dados
=at1sfazendo:
ud —u", fraco, em V0 [HQ)"
ul = u! fraco,em V

fe— f, fraco,em L'(0.T;[LY{Q)]")

I f' fraco,em  LMO.T:[LY{Q)™)

fol0) — f(0), fraco,em [L*(S)]"

A seqiidneia de soluches u, do Teorema 3.1 entao satisfaz:

- — L]

u, — u, [raco- estrela. em WI'W[U.T; V), e
Pip;) —p, fraco,em L'(0,T;L}R)/R)

F. # o operador, prolongamento da pressio, definide na Proposicin A.2.2 do
o= dice. ¢ (u,p) ¢ atinica solucio do sistema homogeneizado:
i —Au+Mu+Vp=f, em @=0x{0T)
dive=0 en @
u=10, sobre I=Tx(0T)
u(l) =u" ' (0)=u', em

uwe CY[0T;EVIn GJ{EE T H)
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Demonstracio: Procederemos a demonstracio em seis etapas,

Etapa I Estunativas a prion.

Temaos, de {3.11), (3.16), ¢ do Teorema de Banach-Steinhaus, gue:
el o= vy E]il;l_l__i-!éf||ﬂ.=mr|r.mm.nr,] <6 vVeEO
10 [P El;inr!i‘igfliﬂ‘m||wm.i‘:r.] <é¢, ¥e>0
| ||;E||L-=-={n,T;.!L=m]]“] =3 i}nﬂ;'lj-}_lﬂ|”:ml|r.~{n,ir',-[u[n. e Y0

Assim resulta que:
e e limitade, em L™(0,T; V), independentemente de ¢ > 0,
u! & limitada, em L=(0, T; V), independentemente de ¢ > 0,
uf & limitada, em L™(0, T: [L*(0)]"), independentemente de ¢ = 0.

_ 2o existe subsucessho ainda denotada pelo mesme simbolo, tal que:

E

i, — u, fraco-estrela, em L™(0,T:V),

ul = u', fraco-estrela, em L™(0.T;V), e

£

i

u? = u", fraco-estrela, em L™({0.T;[L*(2)]")

Apora, de (3.29), obtemos que:

T
2 IV pell oo -ty = L‘] Jue (2 )]z 2pm, ypm i
0

T T
te [ lhu®llmgrane dt+e [ elful®laaaye e
o £l
TEITIOE ques

3 |lpell 2g0, Tip2tm Ry < el VPellprio, mpp-1inmy) = 6

Farenido-se uso do Teorema de Dunford {Teorema A.3.1) vamos mostrar que
wimmto K = {Pup.),z > 0} & relativamente compacto na topologia fraca de

T: L /R).
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Vamos fazé-lo em trés etapas:

K ¢ limitado em L0, T; L3 Q)/R).
Com efetto, do Teorema A.2.2-ii, e de (3.43), temos:

NPelpe llpviorpzimmy = ellpellpsio.mreim, s = €

ndependentemente de £,

v = [ P(pe ()| 12¢q)m € uniformemente integravel, 1e.,
f |Pelpelt))|pzinym dt = 0, quande p{E)— 0,
Ll

miformemente em K.

Com efeito, do Teorema A.2.2-13, de {3.42] e (3.43),

ILW-:EP:U}HL*:R}IH‘?:‘E53Lﬁ(ﬂ|umam¢££

- ﬂfﬂ IV pelt ) |prr-1 g, g ot =

<e fE (8 g dt [E ot gyt + fﬁ el ligaa, e dt <
< () + cu(E) ¢ [E Tz dt.

las de (3.37)3, tem-se que 0 conjunto {_,IF,.,E = 01} é relativamente compacto na topologia
- de N0, T [L3(Q))" ) e portanto as funghes ¢ |_il’r:,{t‘j||1,=|m]n sao uniformemente
-egraveis sobre [0, T, (ver [12, Teorema 4, p. 104]}. Assim temos a afirmagio satisfeita,
| [ Pe(pe(t))dt. e > 0} € relativamente compacto na topologia fraca de LM VYEC

T . mensuravel.

Com efeito, novamente do Teorema A.2.2-11, e de {3.43),

‘LPEEPEHTJ&E] £L|F,;p,{f]]|”m] dt <

L)

T
< ﬂf |pelt)| L2,y dt = ﬂf lpelt)|p2iq,  dt < e,
E i
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ntiormemente em £, Portanto,

{f Felpe(t))dt,c > EI}
£

olativamente compacto na topologia fraca de L*(Q), ¥ E C [0, T], mensurivel,

Dias trés afirmacdes acima obtém-se que K = {F{p,),¢ > 0} é relativamente com-
=010 na topologia fraca de LU0, T L*(1)/R). Logo, existe subsucessio, ainda denotada

<0 mesmo simbolo, tal que:

34 Pip)—p, fraco,em LY0,T;L%2)/R).

Erapa ii: Pasagem ao limite,

Do Teorema 3.1, temos que:

Tlir - Atr, ‘f"'l-_-"'P-:' =f:'- £ LI{D--T; I.H_:{ﬂ" ]]“]

divu, =0, em Q.

Compondo a equagac (3.45) com w(thei{rleir), onde v € D(0.T), ¢ € D12} €

| romo no quadro abstrato de hipoteses (2.1), obtemos:

{ul lwi(ehe(e))g, + (~Aue, d(thwilz)elz)g,

+ (Ve vithoiizlelz)lg, = e vthoglzleizllg, |

Yt g, #qui e dagui em diante, denota a dualidade entre L0, T [H=H(0:))") &
T: [H3 (9]

Integrando por partes, na variavel x, o 2%termo de {3.46}, obtemos:

Ly {-au,‘r;rw;wqt =L Vi - V{thele)dzdt =

i

=f Vu, - v Vugpdedt + | Vg - vl Vededt.
0 QI
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Por outro lado temos gue:

3 48] (—Aw, Yiuep)g = f Vg Vivupjdrdt =
' L4
= Vuf « V.o dedt + Vg - 4pu, Vi dzdt,
&5 o
Dai resulta que:
3.49) Vu, - vVulpdedt = {—ﬁ.wi.ﬂlu,r,:::lqt - VD +u, Vi dzdl.
QI Ql‘

Substituindo (3.49), em (3.47), obtemaos:

3.30) {—ﬁu..i.bwi:,d:l-q‘ = (—Awi, dusp)g, —

Vuwj - yu, Vipdedt + Vi, - pwi Vi dodt,
Qt Q-:

Integrando por partes, na variavel =, o 3? termo de (3.46), obtemos:

3.51) (Vpe bug ¢lg, = —f pew - Vg drdt,

oats div wi =0, em &

Substituindo (3.50) e (3.51), em (3.46), obiém-se que:

(=]
Pl

(u, pugelg, + {(—Awg, Yup)g, —f Vg - pu, Vo dodi+

+ f Vi, - v Vuwl Vi drdd —f Py « Vipdadt = ([, :,fﬂuli_-.,-;}qr .

Agora multiplicando (3.45); por ¥qje e integrando em ;. obtemos:

3.53) f PV - u  dadt = 0.

Integrando por partes, na varidvel x, obtemos:

[
[}
i -

(Vah, ez, + f Ui Vi - e drdt = 0.
Q.
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Somando (3.52) € {3.54) resulta gue:

3.55 {uf,nﬁm:pﬁul + (Vg — Awp )y — f Vuwf - vu, Vo drdt+

Vi, rw Vi dodt — pe e - Vi drdi+
Q: ql

s .[ q;ﬂ}“‘ Vg drdt = {fhi-'-l’witplllﬂu ¥
Q.
Analise dos termos, em (3.55 )
Termo: Apds integrarmos, em ¢, duas vezes por partes, ¢ aplicando Fubini, obtemos

5 (g thug el =f u, -t whe dedt =

T
= f Wi (f T dﬁ) dr.
i 1]

Mas, da hipdtese (2.1.401)y, ¢ do Teorema de Rellich-Kondrachoff, para uma sub-

=ssq0 pinda denotada pelo mesmo simbolo, temos gque:
wh —+ e, forte,em [LA{Q)",

3.40),

T T
f v dt — f " wdt, fraco, em [Hg(Q]",
] 1]

moin para umna subsucessac, temos que:
1 T
25 f 0 e dt — / Pudt, forte, em [LEO)™
[ i
Assim, de (3.57) e (3.58), obtemos a seguinte convergéncia em {3.56);

T
T fﬂtk"r'-"" (f " n!'i) dzr.
1
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2° Termo: Temos que:

T
3.60) (Vaf — ﬁiﬂiﬂ-’*“ﬂ-’-‘}q, = <?q; — Aoy, ([ T tﬂ) :,.:> ;
B
0

Agora, defimindo U (z) = _jr“T v, di, resulta gue:

s
E-I'EI:I:I—‘-[ tudt, fraco, em [Hj(2)]", e
1

Assim, de (3.61) e da hipotese (2.1),, obtemos a seguinte convergéncia em [ 3.60):

T
3.62) (Vi — ﬂ"“‘ir‘-"“-!‘r?:'q, — <.f-"-'=1 (f t,i:u.r!i) |.|,c> .
0
0

3 Termo; Aplicando Fubini, obtemos que:

T
3.63) j V] - vuVeodedt = f Vg « (f :I:-ﬁ,dt) Vipd,
P i i

Da hipdtese (2.1);, para uma subsucessao ainda denotada pelo mesmo simbolo
SLue-5¢ que:

Vui — 0, fraco, em [L3(Q)]",

3.61);, do Teorema de Rellich-Kondrachoff, para uma subsucessio ainda denotads

<o mesmo simbolo, temos gue:
T
54 H,(z) — f pudt, forte, em [L3(00))".
i
Assim, obtemos a seguinte convegencia em {3.63):
s f Vg - wuVipdedt — 0.
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4® Termo: Aplicando Fubini, obtemos que:

i
13.66) f "::"HE-ﬁllﬂiv@dr{ff=ju';v;}-?(j Wi, df) dz.
v i

De {3.61);, para uma subsucessio ainda denotada pelo mesmo simbelo, temos:

T T
| 3.67) v (f LT di) -V (f P dt) , fraco, em [L%ﬂ}]n“.
1] i

Assim, de {3.46) e {3.67), abtemos & seguinte convergéncia em (3.66):

T
3.68) Vu, « ¢ Vg dedt — f Ve 'V (f ﬂl*udt) dx,
o 2 I

5% Termo: Aplicando Fubini, obtemos que:

3.6} f

pois, Qe(pe(t)) = pelt), em Q. g5 em [0.T], e w} =0, em 0 — 12,
Mas, de (3.37 )2, segue-ze que:

T
pevow - Vipdrdt = f w§ - Vip ( f w@...tpndz) de,
{1 il

T T
3.70) f Wl { oy el — f wpdt, fraco. em L3(12).
0 0

Assim, de (3.57) e (3.70), obtemos a sepuinte convergéncia, em {3.69):

i
3.711) f Pty « Vo drdt — j Eg + Wig (j ﬁrp{ﬂ) dr,
. 1 ]

" Termo: Aplicando Fubini, obtemos que:

T
3.72) f g, « Viededt = f G Ve (f Wil g rﬂ) dr.
{3 L]
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Mas, da hipdtese (2.1.i1};, ¢ de (3.64), obtemos & seguinte convergéneia, em (3.72

.73) f gy, - Viededt — 0.

Termo: Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos que:

T
i f Je ' wipdrdt = f wie - f v fedt ) dz,
48 ] i

: nipotese (3.63)3, resulta que;

T T
-= f;,-::-_ﬁ.d:—tf wfdt, fraco,em [L*(0)]".
¥ {

Assim, de (3.57) e (3.75), obtemos a seguinte convergéncia, em (3.74):

T
T f o - twhip drdt — f ﬁw-( f airfn!i) dr.
Q. 0 B

Agora, passando ao limite da eguacio (3.55), fazendo ¢ = 4, somando em &
<derando B = (p1,409,... , ¢n) € [D{)]", combinande (3.59), (3.62), (3.65), (3.68)

CD 0 13.73), (3.76), e aplicando Fubini, obtemos:

= ol . |
<:1Ff? (L v 111.5.!1) 1w>1&' Dlo.T) +{{M®,u)q Wl ooy +

k: <f Vu. Vi ﬁfi_-‘.l"> o {{‘F‘p,ﬁ':lﬂ b ¢}p-.ncn.T5 ==
i1 oo, T

= ([ -odnv)
i i, T

Visto que M é simétrica, resulta que:

42
. (. @)+ (Mu, )y +((1,2)) + (Vp, 8)g = (£, ),

em TH0O.T), Y&e[DQ)"
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Como D() é denso em H{ (), segue-se que (3.78) € vilida para todo v & [HJ (0",

Etapa iii: Verificacio das condigoes iniciais.
Pelo Corolario A.1.2, e de (3.40); e (3.40);, temos que:

Wrﬁ-e{ﬂ:‘w,b' =¥ {ﬂr”“:‘}w,v 1
nara qualquer # € V', e para qualquer ¢ € [0,T]. Em particular, para £ = 0,
{ﬂj:[“:'}'w,v — (Bl y

mara gqualquer # € 17,

Mas, de (3.36),,
a0} — u", fraco,em V,

'[H:-E'E{D}}L",V s {&1“0}1“,I—-’ !

para qualquer # € V',
Dia unicidade do limite segue-se que u{0) = u”. Ainda pelo Coroldnio A.1.2, e de

4,16}, temos gue:

() = u(t), fraco,em V, ¥te [0.7].

Lssim, do Teorema de Banach-Steinhaus, obtemos que;

[E()llv = [hea(e)llv, < Bminf [l @)lly, < e,

m—

©¢ £ |0, T, independentemente de &.
Portanto, para uma subsucessao ainda denotada pelo mesmo simbolo, resulta que:

wl(t) — u'(t), fraco,em V. ¥te [0,T),

(b)), | = BBy
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nara qualquer 8 € V', e para qualquer ¢ € [0, 7). Em particular. para t = ().

(6.20),, , — 6Oy -

vara qualquer # € 17,
Mas, de (3.36)z,

w0} —u', fraco,em V,

fEtena,

—_ {E’uljl-".v' 3

(6.0200))

Ve

para qualquer 8 £ V',

Da unicidade do limite, segue-se que u'(0) = u'.

Etapa jv: Unicidade.
Para provarmos a unicidade, consideremos (wy,py) e (ug, p2) duas solugdes dadas

selo Teorema 3.4, Entéio o par, (1, ¢) = (u; — tz, py — pe), é uma solugio de:

w" — Aw+ Mw+Ve=0, em L'Y0,T;[H Q)"

divw =10, sobre Q
3.79)
w=10, sohre I

wil)j=w(0)=0, em

Temos que w' € L0, T V) — L=(0,T; [H (1)), portanto faz sentido compor (3.79),

om ', e assim:
[
3.80) f {w" —Aw+ Mw+Vew)gda=0 ecom 0<t<T.
[l

Jo gue resulta:

N - S 3 o T
3.81) E_/.; Elw (5} d.s-:-Ej; EHM_JJH dat
-+ .S j! L (Mrw(s) wls)), di— fll:q[s]l div w'(s)) ds =0
2 i} ds e i ﬂ. ! :
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Visto que div w' =0 em @, de (3.81}), resulta que:
! (£)[* 4 |Jlt)]|* + (Muw(t), w(t))y =0,

srovando que w = {1, em [0, T]. uma vez que (Mw(t), w{t)) = 0. Dai resulta que p & unica

1 menos de uma adicio de uma funcéo de ¢,

Etapa v: Regulandade da solugao.
De (3.36), obtemos que U, € C°([0,T]; V) e ul € C*([0,T); H). Assim, das con-
vergencias (3.41) e (3.42);, segne-se que:

e CUN[0,TEV) e o € C¥[0,T); H).

Etapa vi: Final da demonstracio.

Demonstramos que, pela extragao de uma subseqiencia {ainda denotada por £), a
subseqliéncia (w., pe ) satisfaz (3.38), com o lmute (u, p) satisfazendo (3.39).

A unicidade da solugao de (3.39) permite-nos deduzir que a seqiiéncia inteira satisfaz
3.38).

Isto completa & demonstracio. [

Temos o seguinte resultado de convergéncia pontual (no tempo) e propriedade de

-cipicontinmdade inferior da energia.

Teorema 3.5. Suponha que as hipdteses do Teorema 3.4 sejam satisfeitas. Entdo, para

malguer ¢ € [0, T, fixado, temos:

3.82) g(t] — uft), fraco,em V
3.83) wl(t) — t'(t), fraco,em H
3.84) f [Vu(z, t)|®ds + (Mulz, t}ul(z, 1)), <
2
lim inf IWu,l =, |!:|-|2 dr
g=sll ﬂr
3.83) f |’ (. t)) dx < liminf | |uifz, )" dr
L1 = 01,
3.86) E(t) < 'r_i.ll'lf E.(t),
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onde & energia E.( ¢ ), para qualquer ¢ £ [0, T}, é definida por:

1 ; 1
Eit) = El“:—'[”lfi,!{n,j]" T El?u,[illﬁr_;{m jim

1 : L 1 , .
E(t) = 5 |u'(t)ifpzqp + Ewu(f}ﬁ,‘gm”"z + 5 (Mu(t), ulthg

Demonstracao: Temos que

U, — u, fraco-estrela, em L=, T:V)
;T, = u', fraco-estrela, em L¥00,T;V)— LY0.T:H)
Portanto, pela Proposicao A 1.1, resulta que:

fi (t) — uit), fraco,em V, ¥tel0,T],

ooque nos da (3.82).
De {3.16), e pelo Corolario A,1.2, resulta que:

e bf) — ug(t), fraco, em V., ¥te[0,T]
Dat, pela convexidade e semicontinuidade inferior da norma, segue-se que:
g (t)llv = Thee(tHllve < bminflugn (t)lv = e

mdependentemente de £, Vit £ [U,T].

Assim, para uma subsucessao ainda denotada pelo mesmo simbolo, obtemos que:
ul(t) — u'(t), fraco, em V, Vte[0,T],

o gue nos da (3.83), uma vez que V' — H,
Para a obtencao de (3.84) observamos que:
tigl -, 11 €V
'3.87} tiglr,t}=0, sobre T,, e
figl v ) —uf+ b}, fraco,em V, ¥t [0.T]
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0. pelo Teorema A.2.1, segue & desigualdade (3.84),

Agora, para a obtencao de (3.85), observamos que, de (3.83), resulta imediatamente

Ol < Uaigh oo

f"lif}lfz,rm;]n Ay “iﬂi&]ﬂ“;[i”[ﬂm;]“]i = H—Pﬂg‘ﬂ“;(tﬂhzm]]u '

ue nos da {3.85),
Agora, somando as desigualdades (3.84) e (3.85) obtemos:

f|u"{m,_£:]|"'dz+f|?u{:,t}]3i::+{Mu{:r:,f}. u(z, 1)), <
02 0

= liminf] ]u',[:r,f]|"!d:r+liminff |V l{z, 1) dr <
e—0 i, w—sil 0,

= limiélf' (f |u:|::r.1*,'|,JT dr +f |"E'-r:r[;s_,::||i dzr) 3
i ", i,

=sim obtemos gue:

E(t) < liminf E.(t)

e nos da (3.86).

-4 Enfraguecimento da Hipdtese (2.1},
Nesta seciio vamos mostrar que a hipdtese 2.1}y, & saber:
N ™ px € (W1 (R))", 1£k<N,

4o & necessaria para demonstrar os resultados que foram enunciados. Mais precisamente,

:hstituiremos (2.1}, por (2.1),

LN p € [H™I )", 1<k =N,

facil ver que a hipétese (2.1)], ¢ suficiente parn fazer sentido & hipotese (2:1).
q v P
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Agora apresentamos um lema de 1950, devide a J, Deny, que ¢ fundamental Para o

ue pretendemes.
Lema 4.1. Seja 2 um aberto qualquer do R", ¢ y uma medida positive de Radon tal que

= H=Y(N). Seja u € HY(Q), entdo tem-se que 4 € LY, du), e

{g,ujn=-£;udp.

Demonstragao: (cof. H. Bresis e F.E. Browder [6. Th. 9, p. 256]).

Definigdo. Uma medida de Radon é positiva no seguinte sentido:

Vi € C(fl), com >0, flpdpED.
i1

© C.(f2) € o conjunto das fungdes continuas com suporte compacto em £
A prixima proposigho permite fazer sentido (M, uvyn;: quande M € [H™YH(0Q)]", e
= [Hg ()", Isto nos possibilitard obter resultados similares aos da Secao 3.

“roposigio 4.2, Suponha que as hipdteses em (2.1) sejam satisfeitas apenas substituindo-

- i por (2.1}, Seja uma seqiiéneia z, € [HI(1]" tal que:

2y — %, fraco, em [H(0})]"
Ve, =Tz, forte,em L)

= e |

|z, =0, sobreos buracos (T° .'Ef]

O TEem-Be que:

-LPF:F-{—.[ Z zizydp; ‘Eﬁﬂlf/!; |2 )"

L 1< %n

0< | 3 zizdel <o,

i =i <n
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ou seja, £ € L0 dM). onde

L3 dM) = {z € [L3m™ |_£2 S zizdil| < +m}-

1<i,j<n
Demonstragae: (cf. G. Allaire (1, Lema 1L.6.2, p. 68]).

Teorema 4.3, Suponha que as hipoteses do Teorema 3.4 sejam satisfeitas, apenas
substituinde-ge {2.1);; per (2.1);,.
Entao, a sequéncia de solugoes u, do problema de Teorema 3.1 satisfaz:
e — u, fraco-estrela, em WU, T; V), e
P.(p.) — p, fraco,em LY0,T;L*02)/R)
=c= P, ¢ o operador, prolongamento da pressio, definido na Proposicio A.2.2, e o par
¢ uma solugio do sistema homogeneizado:
u"— Aut Mu+Vp=f, em D(0,T;[D(Q)]")
* w(l)=u", v'(0)=u', em 0
uE CD':[U:-TL FJ N E]I:[H,T];H:I
Demonstracao; Praticamente ¢ a mesma do Teorema 3.4.
Temos também o seguinte resultado de convergéncia pontual no tempo, e pro-

swcace de semicontinuidade da energia,

Seorema 4.4, Suponha gue as hipoteses Teorema do 4.3 sejam satisfeitas. Entio, para
0, T, fixado, temos:
te(t) — u(t), fraco,em V

. o

4]

& :L‘;-{ﬂ — u'(t), fraco,em H.

'z L|?uf:ﬂ.ﬂ|?d.r+—/r; Z u.[.r,i:]uj[:.t]d#} <

1< r<n

< l:i.n:linnf |?u,(.z‘_.t}|ﬂ dx,
e LT
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4.9 f|u"{r,f}|2d:‘£1iminff lul(z. )] dr
n =—l ﬂl

£.10) Eit) < lim inf E,{t),

smde a energia E,( - ), para qualquer ¢ € [0, T, € definida por:

] :
Ec(t) = Ghee(tlifpama + IVl )pag, e

1 ; ;
-E[ﬂ = El!-l' {E:Jl[:‘Lr{ﬂJ]'ﬂ + EW”HJF[:LHH]]J +L E Hi[-’l’-,fjﬂjfl,i] d.u}

1<, jEn

Demonstracio: E analoga & demonstragao do Teorema 3.3, apenas sendo diferente no

= dir respetto & (4.8). Assim, para & obtengio de (4.8), observamos que:

-t EV

Nie)

i=1

=11 i (r,t) =0, sobreosburacos (T7)

Tl - t)— ul - #), fraco,em V, ¥t eE[0,T]

Logo. da Proposigao 4.2, segue-se a desigualdade (4.8, 1
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CAPITULO T

Resultados de Correcio

Este Capitulo ¢ dedicado ao estabelecimento e demonstragao do resultado de
correcio, para isto algumas hipdteses rspeciais sio feitas sobre o dado inieial u?. A demon-
stracao segue ao longo das linhas de S. Brahim-Otsmane, G.A. Francfort e F. Murat 7],
e de D). Cioranescu, P. Donato, F. Murat ¢ E. Zuszua [9], que adaptaram para a EQUACHn

Ca onda as idéias introduzidas por Lue Tartar |38] no caso eliptico.
Hipdtieses
Com relacie ao dado inicial «? admitiremos e

(uepi) € [Hy(52.)]" = [L3(9, )/R]
3" € [LA]® tal que

. |"FpE' —Aug =", em 0,
|‘F-HE=D, em [,
Como uma conseqiiénein do Teorema 4.2.3 deduzimos que;
.3 (ul, Folp?)) = (uY, ), froco, o [H3 ()] = [L¥()/R]

ade ! =ul{r)e ' = p%z) éa solucao de:

V' —Au" L My = " em 0

ek
Vou'=0, em 0
= 2 ) I
1.4) |‘-?T:E|'[L=m;],.= = [Vl sy + (Mu,u)y .

Uma das principais etapas da demonstracao do resultado de COTTECAD € A con-
“terncia da energia em CY([0. T), assim que antes de smimeciarmes tal resultado passamos

remonstragio da convergéneia da energia.
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Proposicao 1.1. Supenha que as hipdteses do Teorema 1.3.4 sejam satisfeitas e considere

n seqiiencta de dados uf satisfazendo a hipotese (1.1) e

1.5 foe— £, forte,em  LY0.T; [LA({1]"),
enLac;
1.6) E.(f) = E(f), em C{[0,T]).

Demonstragao: Temos as seguintes identidades:

1.7 E;[f}=.£-',l[ﬂ}+j felz, shullz, s) dads,
o Ja,

. E{t) = E(D) +f Lf{ma}u‘(:.a}d:d&,
n

1 1
1.9 E.(0) = Ef feifde+ = [ [Wulide
ﬂ‘ ! ﬂ.

. 1 , 1 ; 1
L0 E(0) = EL;UHE dx + 5 js; |Vu"|* dr + 5 {ﬂ'fun_t.[ﬂ}ﬂ

Em virtude de (1.3.41)y, e da hipdtese {1.5), temos:

/u-: j!; felz, slul{z, s)deds — j:-/‘; flz, a)u'(z, s} deds.

Yor outro lado, (1.4} e (L3.37 }s, devido & imersao compacta V Pl IL'*![ﬂj]"1 immpli-

para uma subsucessio, que:

. E (0] — E{0).
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Portanto, de {1.11) & {1.12], temos que;
1.13) E.{t)— E(t), pontualmente, em [0.7].

Além disso. dado qualquer ¢ € [0, T], e i > 0 suficientemente pequeno temos:

L i
|E,{:+h}_E:,|:f}|i:f flf,{z',.sﬂ |l 8)| deds <
i £
e+
EJIE¢IILu[u.ﬁ[L¥rna]naf | fel = jragay- ds.
[ 3

Visto que i} élimitadaem L*(0, T [L3{0)]") « f: converge forte em L' (0, T; [Z=(2)")

sto imphea em gue:
1.14) |Eq(t+ h)— E,{1)] — 0. quando i — 0, uniformemente em =.

sue mostra que a familia de fungées {E,. ¢ = 0} ¢ equicontinua,
Logo, de (1.13), (1.14} e do Teorema de Arzeld-Ascoli, segue-se (1.6). §
Detfinamos agora,

A 1 ; 1
ol E_,-{TJ:I[I] = Elu'{ﬂlfﬂﬁ[ﬂ.j]“ - Elvﬂ{ﬂlliﬂiﬂ.]]“’ i

e v € O[O0, TT; [H ($0)]™) n € ([0, T]; [L3(0,)]™), &
e{v)(t) = ll't-"{ill xa)pn + l!‘?l'ffﬂ Yios (Muw(t), v(t))
T )= 9 [EE{f)]n 5 [E2ign)m® g 1 plt), vl Mo

© £ CU[0, T): [Ha ()™ ) n € (o, T [Z* ()],

A partir destas definigbes, apresentamos o seguinte resultado:
Froposigao 1.2, Suponha que as hipdteses da Proposicao 1.1 sejam satisfeitas. entao:
f-:'[u-!' = ﬁ"E';F:I = El.r?": — ), em CUHU‘T]L

e toda o € D{0, T [DIM), onde a matriz W, é a matriz formada pelos vetores coluna

K % T
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Demonstragao: Temos que:

esluy — Wep)(t) = eo(ue)(t) + e (Weep)(t) — _/‘; i, t) Wl )i, )
1.18])

1 f Vil (x, 1) - V(Walz)olz, 1)
0

Passaremos sucessivamente ao limite em cada termo do lade direito de (4.23).
Primeiro Termo: Visto que e (u.}(t) = E,(t), temos da Proposicao 1.1, que:

1.19) eefued{ - ) —elu) - ), em €%[0,T)).

segundo Termo: Derivando-se no tempo mostra-se que a funcio ¢ limitada em

W=(0.T) S ©%([0, T)), pelo Teorema de Rellich-Kondrachoff.

Assim, usande (1.2.1%;, obtemos que:
120 |ﬁrf_- ';Frl: - ]l[z_[.?{ﬂ‘}l!l = |IF|' FT g :Ill?j;z'l:'n'?;n = |5|-':"{ '][[ELE[H]]ni

= CY{[0.T]):
o outro lado;

LTS €3] e AT (-

= — (AW,p(t), Weplt))q — 2 fﬂ VW, Vi(t) - Wop(t)dz — f WL |2 e (t) A (t)de.
£

Em wista de (L2.1)i; e (L2.1}y podemos passar o limite em cada termo do lado

seto. e observando que cada termo é limitado em WH9(0, T'), obtemos:

v . f Wol o) Aw(t)do — — j olt) - Ap(t) de,
0 LT

- _zfvw,wm-w,-,.nq:}m—..m em ([0, 7))
11
= — (AW, plt), Wt = (Mo(t), p(t))y, em C([0,T))
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Com efeito,

— (AW, plt), W.plt)) = — <z il ]ﬂwf,zn,::lj[ﬂwj> =
1=1 1=1 it

=— 3 (pdt)Auf, pithwf), =

i j=]

= E I{‘Fil:f]quf — At ), lF_T[fJﬂ'-';:'ﬂ ad [:'Fd'“:'v"?f1 H"i':f’}wj}ﬂ]'

i;fes]
Mas. de (1.2.1),, temos que:
‘:l"':'ll‘i'rF _ﬂu'?'-‘::‘ﬁdi“’;jn = ff-'h"'g!'i‘:.r".f}n ’

=5k L:It {I.E.I}ii.r
e — pipje;,  fraco em  [HHRQ)",

e (1210, @ipjw =10, nos buracos T},

Por outro lado, temos que;
- (Vat. oyl = [ of divtppyuf)da =
i

o (2.
Assim resulta (1.23).

Combinanda (1.20}-(1.23) deduzimos que:

L33 el Weg)( - ) —ele) - ), em CO[0,T]),
Terceiro Termo: Devido a Proposigao A.1.1 temos (ver 3.41):

fu’f[.t}w{::]d':-ﬂfu"{:r]y[n[:}du:: em C°([0,T]),
i, o
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para todo o € [L™(0)]", do que deduzimos:

1.25] f ;E{E:':I s Welz () dz — f w'{z;) - v(z) dr, em CU(j0,T]),
it E1]
VIStO gués
sup | [ (e 0)Wila) = 1poi) da| <
te[n,T] | /0

< [l | g go,rzz ey = e | We = I pagayper — 0,

e virtade de [L2.1 ).
!
Agora, aproximando (£, 1) em C*([0, T); [L*{$2)]") por funcoes da forma 3 no#vs(x),
=]

ande 7, s&o funcdes continuas sobre [0, T), e as o € [L™=(Q)]™, V1 € {1,... , k}. deduzimos,
de (1.25), e da limitacio de W, em [L=(2)]™ que:

1-26) fﬁ,l::l:.f]WEI:I]-;pr[I,!]du: u-+fullz.n,f}i,'.='{3:,!]d:t, em CV([0.T]}.
it i

Quarto Termo: Considerando o altimo termo em (1.18), temeos:

fﬁﬁ;(:,ﬂ V(Welx)els, t))dz = (= AWep(t), L(t))g

[ EV]
-=q
=

—zfﬁ.(m,ﬂJ:?ﬁ-;{rw.-p{m,mz-fﬁ_,f:_.ﬂ~ﬁ-',[a~.}.—1~.¢[a-,r3dm
12 it

Apora consideremos a fungao:

il—i—Ef ﬂ,{;r:,t}l-T-"W_,[:'.,'l"?'r,:a(::,t}dm—fzi;i:l:,f}-H-',{Ijﬂl,-:{:r,_f}d;-.
L1 1

Do Teorema 1.3.4, @, ¢ limitada emn WH{0, T [L*{0)]" ) assim a familia de fungoes
- consideracio é limitada em W1{(, T}, sendo relativamente compacta em C°([0, 1]},

bevido & imersio Wee(0, T) <. [0, T]). Isto implica em que:

—E]ﬁ,[.—:,i]-?H’,{m]?gﬁ{rfﬂdm—fﬁ,[.ﬂ:,t}‘[ﬁ{z}ﬂw(r,tjtﬂr —
it L1

1 IR _j 11{-1'-'1” ‘ﬂ#(;tj{jr L f ?u{r,t}-?hﬂ[-ﬂ:i}ﬂs
it L

em C'{[0, T]).




Considere agora o termo restante (AW, {zha(2), d,(t)),. Temos que;

1.29) (—AW,o(t), fa(thlg = — <E p;{zmw:.a,m> -
i

=1

=Y [lpilti—Awf + Vi), iultlhy — (it Vb, i (t))g].

=}l

Mas. de (1.2.1)y, temos que:
£.30) W=Bad + Vol )ielt)ie(t))g — (i wilthult))g

~oi= da Proposigio A.1.1,

wilie(t) — wilt)ult), fraco,em [HF(Q)]" « [H'YM)]", ¥ite[0.T].

« =yt hiig(t) = 0, nos buracos TF.

Por outro lado temos que:

131 UL j; ot divleilt)a())dz =

= ] q; Vit hi.(t)dz,
13

32 qu‘? Vigilt)i (f)dr — 0,

e (121} e do Coroldrio A.1.2, pois V < [LHQ)]",

Combinando (1.29) a (1.32) deduzimos que:
33 {(—AWegidielg — (Mg u)n, em C%[0,T)).

L18), (1.19), (1.24), {1.26), (1.28) & {1.33) obtemos (1.17),
A demonstragio da Proposigao 1.2 estda agora completa, |

A seguir apresentamos o resultado de correcio,
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Teorema 1.3. Suponha que as hipoteses da Proposigao 1.1 sejam satisfeitas, se u denota
a vinica solucio da equacio homogeneizada (1.3.39), entio a seqiiénca de solugoes (u, ) de
(1.3.1) satisfaz:

——

134) Tl em OO0, T [TAHQ)
{1.35) i, =W.u+H;, com
(1.36) Re— 0, em C([0, 7], [Wy(a)]")

Além disso, se u £ C°([0, T] [C(F)]"), entéo:
1.37) R.—0, em C%0,T]; [Hy ()]
Observacao 1.1, Observemos que combinando (1.3.84) e (1:3.85) com {1.6) temos pare
qualguer ¢ € [0, T,

'1‘“; ff”[zumr]]n =3 E”J[fH[E.r_sm]]n
sty 2 3
|v“'f|'|'L'.|‘n‘}|n? =¥ 11':"':"'[_,[.?“]]]& + f‘wuru‘}ﬂ

Por ontro lado, de (L3.83) e (1.38],. pelo Teorema de Riesz, em [32], obtemos que
1.39) wiit) — u't). forte, em [L(Q)]",

~nra qualquer ¢ € |0, T) fixado. Esta afirmacio nao é tao forte quanto (1.34), mas ¢ nu

Jrimeiro passo nessa diregio.

Demonstracio do Teorema 1.3: Do Teorema 1.3.4 sabemos que:

.40) w € CU[0.T); [HA )™ ) n €2 ([0, T (3],
“onsidere uma seqgiiéneia wp em D0, T; [D(R)]") tal que:

1a41) e —u, em G0, T [H Q8™ nci{o, T): [L32)]" ),

rando & — oo,

il



Da Proposigio 1.2 temos:
L sup Hie — W) =0, iz + [V — Wegs Hliwiu.:r';[ﬂm}|"‘] }
= 2“5{“ = Ft]‘”i.w[ﬂ.:"]
¢ AsEi
(1.42)

Jim limsupd || = Wea)'llp= o, mezme) + |1V(8e = Weerl g o, r 2y } =0

=
A EOTR nbwnmmua quae

11.43) HNée =t p=go,rpromyy < e = Wewkll g0, minagay+

+ [1We = Debllz=qo,mezeayy + ek = w'lle=qo, 72202y

Combinando {1.41), (1.42), (1.43) e a hipotese (1.2.1);; facilmente deduzimos que;
T T em GO0, T TEA (SN,

Portanto (1.34) esta demonstrado.

Por outro lado, temos:
1.44) Ve = Weh )| oo g g paagpety + 1V (Welien — u:'}||,{.n-u[u_;r-;1,[,|fm|»l] =
= ell Ve = Wen)llpoo o, mpamypey + 1V Welier = )] oo 120 i)
< ol |V — Wewidll oo oy 2imypty + IVWall gz e — vllego myeeiaym)
= I Wellpgzqypes lew — ulleogo mygagaipe)

Por (12.1), (1.41), (1.42) e (1.44) concluimos que:

VR, = V(. — Weu) = 0, em C°[0,T);[L' ()] ).

seem (1.36) estd demomstrado.
Vamos finalmente considerar o caso onde w € CU(J0, T [CYR)]"). Em tal caso,

wouencia aproximante v pode ser escollida de modo a satisfazer, além de (1.41). a

i

er =, em  C[0, T

al



Neste caso podemos estimar V{i. — Wou) em L(0,T;[L%(Q)]"") e nao somente em

L=(0, T; [LMR)]™"), como em (1.44). De fato temos:

IV (Welpr = ulllpe o, 1zscon=) <
'E ||?“r:|:‘|“‘k - u]”f_m “LT:[LII:H]]"I:l + ”ngtiﬁ'k ™ u}”ﬁ,m[ulri[ﬂztn}]n]

& ”quH[LIm]]n" & — u“r‘.““f[n,'f‘];fﬂ'{ﬁ]]“] + “W-.'”]:.w.;njlrrt’”‘r'-"& - “”LWW,T";[H;{I!J]“:--
Similarmente a [1.44); sto imphea:
VR, = V(i — Weu) = 0. em C[0,T);[L3Q)]"),

o que da o resultado desejado (1.37). 1

A demonstracio do Teorema 1.1 estd agora completa.

Observagao 1.2, De (1.6), (1.34) e das definicoes de E, ¢ E, tem-se realmente que:

LI
P

{lﬁ:’[ ez e = 0 Wipagays em €°([0,T7)
]

IVitel  Migsmapse = V30 Nfgag,yper +1Mu( - (- g, em €°([0,T]),




CAPITULO 111

Homogeneizagao da Equacao de Navier-Stokes

Neste capitulo estudamos a homogeneizacao da equagao de Navier- Stokes, para
fuides incompressivels, com condicdes de fronteira de Dinehlet, em dominios perfurades
com “pequenos” buracos. Nosso objetivo e demonstrar o resultado de homogeneizacao para
a equagao de Navier-Stokes {Teorema 1.7). A semicontimidade da energia serd também
iemonstrada (Teorema 1.9).

Seja {1, um conjunto aberto, conexo, limitado do R" (n = 2 ou 3), localmente

wocalizade de um mesmo lado de sua fronteira I, de elasse C°, obtide removendo-se de

Mle)
!um conjunto T, = | T7 de “pequenos” buracos para os quais a hipotese ([,2.1) ¢
=1

sansfeita, Finalmente seja T > (. Consideremos o problema misto para a equacao de

“avier-Stokes:

u, —vdue+{u Viu, +Vpo=f,, em @Q.=0, x(0,7T)
diviu, =0, em @

U =0, sobre L,=I,%x(0,T)

ulz,0)=ul, em 0,
e sA0 feitas as seguintes hipoteses sobre oz dados:
2 W e VN[HAR® LeL®0T:H,): el 0.T:F)

Resultados clissicos apresentados em Temam (cf. p.e. [39]) garantem a existéncia

. anicidade de solugio de (1.1),
()} teorema seguinte apresenta estes resultados, para v suficientemente grande, ou
., suficientemente pequencs, quando n = 3. Antes, porém, enunciaremos alguns
“Tas TECMICOS que Serdo necessarios na demonstragao do Teorema. Estes lemas podem ser

= etrados no Capitulo [I1, de Temam [39]. juntamente com as suas respectivas demons-

—



Para enuneiarmos tais lemas definamos uma forma trilinear continua. b sobre |7,

dada por:
Bl 1 wr) = E fu,{ﬂ,-r.—jju'_, dx.

1, §=1

Se u & V. entao
blu,p,v) =0, ¥Yve|Hj(Q)"

Para u, v em V', denotamos por Biu, v o elemento de V', definido por:
(B{u,v)w) = bu, v, w) =blu,v,w), Yuwel
£ COlOCAMOS
Biuj=Bluu)e V', YuelV
Lema 1.1. Suponha que {} C R" (n =2, 3) seja limitado e de classe 2, Se
u € VN [H(N)]", entdo Bu € [L3Q)]", e
|Bu| < e |uf'? ||ul| |dul?, 58 n=2

|Bu| < "32”31!"3""'2 |.-4.1‘.I|L|“- 1] n=3

Lema 1.2. Se n = 2, para qualquer conjunto aberto 0,

1/2 1,73 I F
Wllzogm < 2478 (o ilq, | arad olilg,. Yo € HY(R)

Lema 1.3, 5S¢ n =2,

blu, v w)| < otz _~1'1|”'2 -|1¢||”3 el |1.|'|1"IE ||r.r.l||1"'2. Yu.,w e l'Hﬂl{ﬂ]-""

Lema 1.4. 5e u, converge para u, em L*(0, T; V'), fracamente, e em L*(0, T: K. forte-

mente, entao para qualquer funcao vetorial w com componentes em C'(0),

T 1
f Bl g(t), wal2). wit))dt —f Bou(t), u(f), wit))dt,
i a

od




Lema 1.5. Se n = 3, para qualquer conjunto aberto (&

|;'I"'||L“[ﬂ] = Euzrﬁlfl_:;:;njgrad“liﬂ’t;u . YUrE |H¢[ﬂ}]“

Teorema 1.6. Suponha quen=20ou 3, e
ul € Ve N[O, f.e L=(0,T:H,), fl €lL*0,T H.).

Entao, existe wma unica funcio u, satisfazendo:

(1.3) ue € L%(0, T; Vo n L300, T [
{1.4) u, € L=(0, T; H,)n L*{0, T; V)
..

, — v, +(u, Viu. +Vp. = f.;, em @
(1.5)
(0] =u’, em Q,

Demonstragao: Procederemos a demonstracio em seis etapas.

Etapa i: Estimativas a prion,
Sejam (w} | ons (A5 ), e Fespectivamente, as auto-fungdes e os auto-valores do prob-

lerna espectral:
(1.6} ((wfiv}) = Al{wi,v), paratodo vel),

associado ao problema estacionario de Stokes.

Problema aproximado: Consideremos o subespago m-dimensional de 1, =
Ve 1 [H*(£2,]]™ denotado por Vi = Wi ws,. .., ws,], gerado pelas m primeiras auto-

fungoes wi, v =1,2,.., ,m,.., . Entdo, propomos o seguinte problema aproximadao:
Encontrar u,,(t) £ V.., tal que:
({8, 05) + wl{vem (), 0])) + Bltem (), tem(t), wf) = (felt). w}),
(17) | i=1l....m; te[0,T),
tem(0) = uly — uy, forte, em Vo [H Q)"

)




Estimativa 1: A primeira estimativa a prion ¢ obtida da seguinte maneira, Multiplicamos
a equacao aproximada (1.7); por gjemif) © somamos estas equagoes para 7 = l.....m,

Tomando em conta que b(u, v, v} =0, Yu,v € [H} ()], obtemos:
(1.8) (e (th e (1)) + vl [mgm(B)] P = (felt)ouem(t)).

Entac escrevermos:

2 el O + 2 tar (D) = 2(Lel2), tem(2)) €
F
< 26l () e < Plluem(OIE + SILOF,
portanto,
d 3 2 i 2
(1.9} E}'l“tm“:‘l + vl|uemlt)]]” = = |fe(2)]"

Integrando (1.9) de 0 a s obtemos, em particular, que;

: = i
uem) < Il + = [ R00P bt <
a

<ttt + < [ inepa

isto se¢ projetarmos u. em H, sobre o espago gerado por wi. ... . wl. Assim,
I'.'2 T
(1.10) sup |uemla)|® = [ulP + —f \fe(t)[* at,
aE[0, 7] ¥ dn

o que implica em que:
{1.11) e © limitadaem L™(0,T:;H.) independentemente de m.
Agora integramos (1.9) de 0 a T para obtermos:
T . g T .
tem@)F +v [ lluem @ dt < il + S [ 1007
n 0
&
<l + < [ ifceat,
H Jdp
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& ARsIm:

(1.12) Uem & limitada em L*(0,T; V%)

Estimativa 2: Devido a base especial, podemos escrever (1.7}, como;

(1.13) (uhm(t)w)) + ol Auem(t) w}) + (Buem(t), wj) = (felt). w]),

pois por (1.6],

(1.14) ({we, o)) = (Awt,v) = Mj{wh,v). Voe V.

Tem-se entio gue, apos a multiplicacio por A;. podemos escrever (1.13) como segue:

((wpum () w} }) 4 o Augm(t), Aw]) + (Buem(t), Awl) = (fe(t), Awy).

Multiplicamos esta relagao por g,.m(t) € somamos para j = 1,... ,m; e obtemos:
1d 4 3
[1-15] :._:El!IUEm[t]” = i i"'f-i‘q-utm{ﬂl + E-Eu:ml:_t]ﬁ -;lurlﬂl':.”} = i.-rllif}' 1"!'T'l:l:ﬂtl-l:.f}.:I'

Consideraremos primeiro, o caso n = 2. Do Lema 1.1, temos que:

|Buemit)] < c1lmem(t)M? [fuem(t)]] | Auem{t)]* 2,

e assim deduzimos de (1.13) que:

1 d .
;E”ﬂ:m(t}”z + vl Auga(t) <
< |£o(t}] | Attem(t)] + €1 tem(E)? ||eem )] | Auem ()P <

B 1 i : y
< g1 Auem(Of + = Ifl)* + Tl AuenO + czluem (O luem{DII*-
Portanto.

i) a i 2 o
(1.16) E”“tm“Hr +”|J‘iuem{:j|‘l = ;lf:“l'lz +Eﬂtlurm{ﬂll””tm“}”qr

av



Em particular, fazendo oem(f) = 2ea|tiem| )2 || teml 1)|[*, obtemos:
d I 2 4 2
E”'—ﬂnﬂ(f}” = ;lfr{ﬂl 'E'ﬂ'lm[tmuem“:'ll +

Como ., € L0, T; H,) 1 L0, T; V.} independentemente de m, segue-se que:

.
j Gem(t) dt < c,
i

e dai resulta que:
(1.17) Uem ¢ limitadaem L™({0,T;V,) independentemente de m,
Voltando a (1.16), obtemos apos integrarmos de 0 a T

i
Huzm(THP +r-*j; |Auym(t)]? dt < ||ul, P+

¥ T
+ %f |..|F-=|::E:]|1 di+2ﬂ1j; |H,m|{i}|lllu‘m“]“l dt

1

De (1.17), e da equivaléncia da norma |Aujz2¢n, )~ & norma induzida de [H* (0. )]",

sobre 1, M [H*{11,)]", segue-se que:
(1.18) Gem @ limitada em L%(0, T [H*(Q)]™).
Agora consideremos o caso em que n = 3. Novamente, do Lema 1.1, temos que:
|Bugm{t)] < ealluem(t)][* | Auem(B)'F2,

e assim deduzimos de (1.13) que:

1d 5 n
5 = tem (D)1 + | Au () <

2 () A m(t)] + ealltem(B)] 772 |Au . (2} <

< S Auenlt)? + LA + FlAuen(8) + cslluen(0)["

ks |

aB




Portanto.
d z g .- 2 2 i
1.19) Ell“um“}” ""'“l-’iutm“:‘l = ;lf-:{fjl +2':3H“'zm|:ﬂ“ '

Temos que,

ellullizm e < lAulizzmae:  Yu e Vo N[HHQ)"

e assim, (1.19) fica
3 i 2 2 2 3 6
1-21]] E“H.m[t}” + Ei‘u"H'l'-I!;mllrf]-H[H?{ﬂ_H- E ;J"Irl:f;} 4 Eﬂﬂlucm{f}” 4

onde N[ f,} = | felr=o, 0.
Agora desejamos gque:

3
degpt

—i

21} Netem(t)* S, 0<t<T, onde T)=

desde que ||u? || = ||?||, sendo isto satisfeito se ul,, = Pnul for a projecio de u” sobre

o espaco gerado por w},... ,wh,, em V;. De fato, seja
I ;
z = max (&, [[uen(®)]I*)

prde
po=d4max | ||[u?]]*. — N(f)?].
=] & . [

Entdo, por um resultado bem conhecido de G. Stampachia [36], a fungdo z é em q.t.p.

iiferencidvel e:
ds _
o
E
dt

Portanto, de {1.20), e da defimgao de g, temos:

0, se |luemit)|F <

i =g

= Edt-{”u,m{t}fﬁ}, caso contrario




= modo que:

1 41 =egtp? 1 3
TE—‘:;HE—T pars £ = —s
p i % deypu”

Lesim temos que (2.21) é satisfeita e portanto a seqiéncia wem € limitada em L%(0, T.: 1. |,
~dependentemente de m, onde T° = min(T, T ), e entéo, como antes, U, ¢ também
~mtada em L#(0, T,, [H*(51.)]"), independentemente de m.

Escolhendo-se u' e f,, de modo que ||ul|| seja suficientemente pequeno, e, N{f,)
w1z suficientemente pequenc ou ¢ suficientemente grande, segue-se que T) > T e portanto

=Ty

Estimativa 3: Multiplicamos a equacio aproximada (1.Th por g,,,(t] ¢ somamos as

wuaches resultantes para § = 1,.., .m. Isto nos da:
[ 8)F 4 ¥ (et e ()} + Blaem{t), wem(t) e (2]) = { felt). wo (1)),

—m particular, no tempo t = 0,

29 s (00 = (£l 0), 2l (00) 4 v Atel s e (00) = Bty ©igns M (D)),
O tAanto
123 it (O] < | £o(0)] + w|Aul,, | + |Bug,, |-

= claro de (1.7)7 que:
1.4 |Aug,| £ | < ol |ug |
124 U | = Col{tem |l #2in 0 = collull[a2m, ) -

“asta para isto escolhermos u? | como a projecio ortogonal, em Vi N{H*{12,)]", de u! sobre
sspago gerado por wi, ... W

Agora, para Bu® | temos, pela desigualdade de Hélder,

EFE"
L iI;| (1 K] 4f = | a || || El.d u':l H ||| <
= Eu:mrutmrl‘} = 1 |1"|':-m LA || ET em 1L ] =

< eglfulnl| fugmllasgny lvl,  pasa v e [LP(€L)]",
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¢ pelo. Lema 1.2, se n = 2,

el 0 (1fz o sz
-l ”uzumillf-"{nr] i: Elﬁlutml_ﬂ_};[n'jlya’d u:ml{j:[ﬂ.]

“ele observacio da pdg. 313, de Temam [39], esta mesma desigualdade é valida em
=)™, assim:

= 2
iy | grad “:]ml < ¢({1)| grad T‘Emrl{{ﬂ_; “Emll}j:r'.!:fn‘; :

z0. de (1.26), (1.27) e da imersdo de H'(9,) — L3, ), segue-se {1.25}, e dai obtém-se

i x o I | I 2
<] |Bug,| < ea I, || ”“Emllh"iﬂ.] = fﬂll“E“Hi‘m,] :

Finalmente, (1.23), (1.24) e (1.28) mostram que:
-.29) Uem(0) € limitada em H,, independentemente de m.
Podemos derivar a equacio aproximada (1.7);, na variavel ¢, e como
. = L*0,T; H,), obtemaos:

30) (g (8,25 ) (2 (), 5] + Bt (1), g £), 105 )

+ Bugm(t), g (1), wh) = MR, F=Laaom;

Multiplicamos (1.30) por Fiemt) © somamos as equaghes resultantes para | =

TR B ENCONETAIMOS:

{f i ¢ ]
-31] Elu;m{g}lg + Eylluem{tj”‘! + Eb{u:m“]'u!m[t}' “Lm':'!}'} =

= 2(fe(t), u n(t)},

ma ver que Mu.v.v) =0, Yo € [Hi(Q)]", Do Lema 1.3, se n = 2, temos que:

Bt (£ )y beiml T ) ulm(2))] < 2M2 |l (4] - eam (2] |- | |eenl(2]]]:

Gl




Dai. obtemos que:

Il': |ﬂ;-m |:. t _I I:.E ;

i [ i E I
(b2t g () e (2], i (1])] < vl (2)]|% + - lluemit)

Assim. deduzimos. de {1.31), que:

dl P i i’ 2"'3 ] § 3 r
1.32) (O + 5 k(DI < SR + emlt) - el ()2

onde gem(t) = %Hu‘mi_ﬁ}ﬂ"!.

Entio, segue-se que:

1 7 f
i{luim[f];‘g exp (—f amialﬁ!‘s) } < —e*| fi{t)]* exp (—f mmia]d—s)
dr o i )

< I .
< =c’|f2(t)*,
I

DOTLANLO,

15 el <O + 5 [ 10 e} oxp ([ sunis) )

Visto que & fungio wem ¢ limitada em L*{0,T.V,), independentemente de m. e

ievido a (1.29), o lado direito de (1.33) é uniformemente lmitado, parat £ [0.T|, e m

L]

A351m;
1.34) tem € limitda em L™(0,T; H, ), independentemente de m.
Com (1.34), concluimos facilmente de (1.32) que:
1.35) Uy & lmitada em L*(0,T; V,), independentemente de m,
Agora consideremos o caso n = 3. De {1.23}, (1.24) e (1.28), temos que:
136} e (0)] = dy = (0} + venlul gz, - + eallug[Fpraq, o -

Usando o fato de gue:

LT blu. v, w)| < ellu]| ||o]] - w]l, Yupwe Ve s
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deduzimos da equacao (1.31) que:
':'il i 2 I 2 il (]
[1'3'5] Eﬂam [.t.]i b P E':.I"' = "-"”ul'l'ﬂ{t]”j”u;m“}” = El.fe{t:ll |“‘rm|:“|'
De (1.9) e {1.10). temos que:
ﬂ:!
(1.39) plluem(t)|* < ;lf,(tn‘ = Auemlt) uln(t)) €

c‘.!
;u.{ﬂ.!2 — 2ugmlt)| [ufm(t)] <

d . Tip% 1
< —+2 (IuEF + T’) [wemlE)];

1A

onde
| 1.40) dy = ":ilelE.““tﬂ.TiH.J'
Usando (1.36), concluimos de {1.38) que, em ¢ = 0,
i 142
1.41) Auen(O)P < 2 +26, (Judff + T2) 7 =gy

A hipotese mencionada na apresentacio do teorema ¢ que v ¢ suficientemente

grande, ou, f, e ul suficientemente pequenocs, isto &
d 4.\ 12 T 3
ke di= f +{l+d) (luﬂ[? - E) = (,[ [Fiislds | < =,
H 0 e

Visto que dy < dy, obtemos, como uma consequéncia de (1.41) e (1.42}, que:

1-"3
”"”uzm'[m”: <dy=dy < E_J:

= entao

v — | {tem(O)]] = .

6



Deduzimos desta desigualdade que ¥ — ¢|upm(t)|| permanece positiva em algum

intervalo com a origem em . Denotemos por T, o primeiro t < T tal que:
v — e|uem(t)|] = 0,
ou, se isto nao acontecer, T,.,, = T. Entéo,
(1.43) v=clfuem(t)|| 20, D=tETim.
Com {1.43), concluimos de {1.38) que:
2 (O < AU (2]

d
Z{L+ Im(DF) < LI+ e (21F).

d % : e
E{II + iultm“]i'] EXpP (_./:l |f¢{5]r'ﬂ!-5) } < (L

t
1 [l (B < (1 + [l (0)?) exp ( l (o)) ds) ..

Assim,

e por {1.36),
T
(1.44) L+ [upm(t)]* = {1+ d})exp (f If:[s}l-:fs) i BErETa
1]

De {1.39), (1.42) e (1.44), obtemos que:
”ll“em“j”i =iy 05ts Tem,
ou ainda,
dy
M _Cllﬂum[”rl Zv—i ';1 D€t Tim.

Entao T,m = T, e {1.38) implica que:

I--'||- i 2 =3 @ #  § ¥ ¥
E.qum[.t]l =2 (“ W ) |[em (B < 20f () [ue(t)], 0=t<T,
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e facilmente deduzimos desta relacio que:

(1.43] ul, &limitadaem L0, T:V.)nL>=(0,T;H,),

Em

Etapa ii: Passagem ao limite da equagao.

Temos das Estimativa 1 e da Estimativa 3 que:

. Uem € limitada em L*(0, T; V), independentemente de m, e
1.46)
: ¢ limitada em L*(0,T; H,) — L*{0.T; H, ), independentemente de m.

W

Assimn, do Teorema de Compacidade de Aubin-Liens. obtemos para uma sub-

seqilencia ainds denotada pelo mesmo simbolo que:
(1.47) Uem — Ug, forte,em L%0.T:H.).

e das limitagoes em (1.46), ainda para uma subsequéncia denotada pele mesmo simbolo,

SeguUe-5e que;

Ugm — U, fraco, em L0,TiV.)

(1.48)

u, — u,, fraco-estrela, em L™(0,T.H.)

Oz resultados de convergencia (1.47) e (1.48) possibilitam-nos passar ao limite da

EQUACAD.
Seja agora ¢ € D(0,T). Multiplicamos & equacdo aproximada (1.7); por (1), ¢

isto resulta na equagao:

T T
(1.49) fu (1 (), 05 )5 (8) dt + [ﬂ ((uem{2). 1) () di+

T T
+_£ b[u,m{tj,u,m{tj-wj]a,b{ﬂdi=j; (felt),wwd Jp(t) dt.

Passar ao limite dos termos lineares ¢ facl, porém para o termo nao linear necessitamos

fazer uso do Lema 1.4 que garante que:

T ra
f M uemlt) demlt), U?;:I'I!.'.-’l:'f.:lvl:l!f - f Blugth ualt), u.'j-}'l,.'llft}df,
u] ]
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Assim. no imite quando m — o0, obtemos a equagao:

T T
{1.50) f{u:{i]..w;]i;'-"'[ﬂdf.—l-uf (et wi) ol t) dt+
il Ll
' i T
# [ dtthud w0 = [ (e
] il

que ¢ satisfeita, por linearidade, para qualquer combinagao linear finita de wj, e pelo
argumento da continuidade, (1.50) ¢ ainda verdadeira para qualquer v £ 15,

Assim, de (1.50}, temos gue:
T T
{1.51) fn!_u',{t],u]-a.i*'[t}dt+uf {{uft), v){t) di+
[ o
1 ’H
+f Iilu,I:E:I,u,{E].L']l,i?[f]r.if=f (F(t), v () dt,
0 i

para toda v € V; e ¢ € {0, T). Portanto, de (1.51), conchumos que:
r.:"¢ —vAu, +Bu, = f,, em £{I?f1]. T ‘rf';:l

Mas, como v, & L0, T: H,), Au, € L=(0,T;[H™"(Q)]", Bu, € LY0O, T: [L*(Q, )"} e
fe € L™{0.T; H, ), obtemos que:

I:].--EIE} u: _”ﬂue +.EH-: =.|re'| £1m L‘!-[:}_-]':]_';}

Etapa iii: Introdugio da pressio.

De (1.51), temos que:
(1.53) (. (8), v) + w8, 1)) + (Bunlt) v) = (fult),v),

q.5 em |0,.T], Yv e V.,
Definamos agora:

T t ¢
U(t) =f ucla)ds, Bt} =j Bu,(s)ds, F.t)= f fels)ds,
u 0 0
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ASSim. 1PMOs que;
U B Fe e C°[0, T} V. )

Integrando (1.53) de (0 a 1, obtemos que:
(weft) — ul, v+ e ((Te{2) v)) + (Belt)v) = (Felt)v), Yve V. ¥ie[0.T].
Dai. segue-se que:

{uelt) — u® — AU (1) + B,(t) = Fo(t), v) Vi = i,

Vo eV, Yie |0,T].
Pela Proposicio I.1,1, de Temam [39, p. 14, para cada ¢ € [0, T, existe G, (t] €

D'(51,) tal que:
(1.54) w (1) — u) — vAU(t) + B.(t) — F.(t) = grad G,it).

Pela Proposicao 1.1.2-ii, de Temam [39], G.(t) € L*(f), ), pois D;G.(t) € H™'{f, ). Assim,
grad G, € CU([0.T]; [H (R )|") e portanto &, € CU([0, T): L3(52,)). Isto nos pessibilita
derivar (1.54), na varidvel 1, no sentido das distribuictes em @, Colocando-se p, = =32«

resulta que:

(155)  wl(t)— vBut)+ Y (ue Vhu, + grad p. = f., em L0, T: [H~1(Q)]").

LE_

Etapa iv: Verificacio da condicio inicial.

De {1.17) e (1,21), na Estimativa 2, témos que:
{1.56) Uer — U,, fraco-estrela,em L*(0,T;V.),
e de (1.34) e (1.45), na Estimativa 3, temos que:

(1.57) Wy — ub, fraco-estrela, em L%(0,T;H,) < EH(0. T H,):

i)




Assim, de (1.56) & (1.57). pelo Corolarnio A.1.2. temos que:
Wotem(thh y, — (Bouelthp g, -

para gualquer & £ V., e para qualquer t € [0, T

Em particuiar, para t =0,
(W tem {00 ey, — iﬂ.ue{ﬂ.‘lﬁu;,v, 1

para qualguer § £ 17,
Mas, de {1.7}s,
Hem|0) — 1.1?, fraco, em 1.
1sto &

'[E-'“Fm(m:'-.’;.v. — (B (0))y

para qualquer # £ 1.
Da unicidade do limite, ¢ do Teorema de Hahn-Banach, segue-se que u,(0) = ul.

Etapa v: Umadade.
Vamos primeiro ao caso n = 2. Sejam u, e U, duas soluches nas condictes do

Teorema 1.6, e seja w, = u. — ii,. Entao:
(1.58) (wplt) o)+ ef{we(t), v)) + Bult), ult), v) = bla 1) Q1) v) =0,

¥v £ V, no sentido de D'(0, ¢},
we(0) = 0.

Temos que,
{1.59) Blug, e, v) = bty G, v) = Hw,, ugv) + by, we, v) — blw,, w,, v),

Assim, substituindo (1.59) em (1.58), e fazendo v = w, (1), obtemos que

L,

(1.60} EE!w.uJF 4 vl ()] * = =b{awe, e, ) <

2

< % gl i |

= erlisine | Bz, |
e i lzxe,)

|Wn|1.'-m.| 1
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pela Desyrualdade de Hoider.
Argora, pelo Lema 1.2, temos que:

[llzam.) < 2% vl ioa, grad v}, Y€ HA(Q,).
Assim, de {1,60), obtemos que:
)

lwa{t.}F + I""lllt"":'[tjllg =t E |1-""'¢'_;|11I|I1!“.1'-"-'1:_1"!""'E ”1"1.1'” |?-'!"-54'|]"Ir:r ||w-.*1“1'lll?-

1.0=1

=

{1.61)

3| =
=

t

Temos que:
Heeillmrny = [|uellvey Wae = (ver,uea) € Ve, &

1,2 2
|w:ji;:;m.] = |W¢|}i ' Vi, = (W, wea ) € Ay,

Logo, de (1.61), concluimos que:

(1.62) 5 heetOIF + vl )F < el e e
Portanto,
.|
2 el + 2vlfwnd O < 20w I + o) e (e,
ol Seja,
d a 7 E:] 2
(1.6 Sl tF < Be(Olwelt)’, onde .(6) = - fluclo)|”.

De (1.62), pelo Lema de Gronwall, resulta que
welt) =0, em [0,T]
Agora, vamos ao caso n = 3. Temos de {1.60), que:

o a0+ 2el O = =2,
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Entao limitamos o lado direito de (1.64), por:
[1.65) B wre s e we )| = ellwel|aga, i || wel | pogn, 1| el
pela desigualdade de Holder, ¢ usando o fato de que
b, e Wy ) = — bl g, g, g ),
Agora, pelo Lema 1.5, temos que:
(1.66) wlgan,y € 2wl || ared viig,, . Yy Hy(R).

Assim, de (1.63) e (1.66) obtemos que:

14

(1.67) T R TRy | = e LA | P | L P

< wllwe(t)][? + elwe (1) |luelt)|[Laga,)-
Dai. resulta que:
d
E.w;[ﬂﬁ < B:(1)|w.(t)]*. onde B = cfluc(t)|{jon,)

Como u, € L0, T; V) — L¥0,T;[L* (2, )]"), tem-se que a fungéo ¢ — ““‘“}”?ﬂ‘mﬂ é

integravel e a demonstragio se conclui como no caso n = 2.

Etapa vi: Final da demonstragao.

Demonstramos pela extracio de uma subsequencia ainda denotada por uem. que a
subseqiléncia u,, satisfaz (1.56) e (1.48)s. com o limite u, satisfazendo (1.5].

A unicidade da solucio de (1.3)-(1.5), permite-nos deduzir que toda & sequéncia
(them ) satisfaz (1.56) e (1.48);, e uma vez que u, € LAH0.T:V, n [HAQ)]") e ul €
L0, T: V,) concluimes que u, € C([0,T]; V).

Teorema 1.7. Suponha que (1.2.1) seja satisfeita e considere uma sequencia de dados

satisfarendo:
w — ¥, fraco,em V0[HYQ)"

f. = f, fraco- estrela, em L%(0,T:H)
(1.68) =
fi — f'. fraco,em L*0,T;H)

L

7.(0) — f(0), fraco, em H
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Entan. a seqiiencia de solugdes do problema do Teorema 1.4 satisfaz:

U, — u, fracoeestrela, em L*(0,T;V)
(1.89)
Pipe) — p. fraco, em L0, T; L*(0)/R)

onde (J, é o operador, prolongamentio da pressio, defimido na Proposicao A.2.2, ¢ (u,pl e

a unica solucio do sistema homogeneizado:

t =vdu+(u-Vu+eMu+Vp=f em @
divu=0, em §

(1.70) u=0, sobre I

W =u, em 0N

u e C%[0,T); V)

Demonstragao: Procederemos a demonstragio em seis etapas.

Etapa i: Estimativas a priom.

Temos da Estimativa 2, e da Estimativa 3, do Teorema 1.6, que:

Uem — Ug, Iraco-estrela, em L™{0.T:1,), e

— b, fraco,em LY0.T:V.)

1
=™

iL

Assim, do Teorema de Banach-Steinhaus, temos que:

| l|&ellzeeqo, vy € iminf(ugm|l Lo vy =6 Ve >0
|

@) |
| Huilleago vy < liminf|[ugm|lzz0 v £ 6 V2> 0

Assim, resulta que:

t, ¢ limitada, em L™{0,T; V), independentemente de = > 0
u & limitada, em L0, T; V'), independentemente de 2 = 0

il




Logo, existe subsucessiao, ainda denotada pelo mesmo simbolo, tal que:

fi, — u, fraco-estrela, em L(0,T:1)
(1.72} =
w — ', fraco,em L0, TV
Agora, de {1.33), obtemos que:

{1.73) Vp, = —u’ + vhu, — Bu, + fi, em L0, T;[EFH Q)™ n L0, T; [L320™)

Da limitacao de cada termo do lado direito de (1.73), em L4{0, T; [H=1Q0]™ n
L*{0,T:[L*0.)]"), independentemente de £, segue-se que Vp, ¢ limitado nesse espago, em
particular:

”?P"”L"W:Ti[ﬂ_"':ﬂr ¥ =, iﬂdtpﬁ:ildt’nﬁtmentﬂ de =,
Mas, como,
et} zrin,ym < ellVee(t)lin-ringps.  qs em tE[0,T]

(ef. Temam [39, Lema [.2.-ii, pag. 13]) e ainda do Teorema A.2.2-ii, temos que:

QelpAt))|eagn,ym < cllpelt)l|Lzimym: a5 em ¢ €[0T}
Assim, obtemos que:
|QetpedllLoto.rmarinim = ellPellescoresimm) < ellVedl oo mim-1nam = &

mdependentemente de £,

Logo, existe subsucessao, amnda denotda pelo mesmo simbolo, tal que:

{1.73) Q.ip.) —p, fraco, em LY0.T;L%QV/R)

Etapa ii: Passagem ao limite,
Do Teorema 1.6, temos que

u, — Vi, + Bu, + Vp, = f,. em @,

(1.76)
divu. =0 em Q.
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Compondo a equacio {1.76) com (¢ pwi{r)e(z ). onde - € TN0.T), € D1} & uj

como no quadro funcional abstrato (1.2.1), obtemos:
(1.77} (uy. itwg{z)e(z)) g, + v {—du., lEhi(zle(z))g, +
+ {Bu b{thwi(z)e(z )l g, + (Vo vltheilzleiz)lg, =
= o, pltheilz)p(z))g, |
onde { -, « g, . aqui e daqui em diante, denotard a dualidade entre L0, T [H ()]} e

L*(0, T;[H}(9.)]"). Procedendo como na passagem ao limite do Teorema L3.4, obtemos

que:
(1.78) {“;:1 Y ‘F’}q_ + 1 {Vgi — Awg, 'E-';’“r‘r:}:;l‘ -

—¥ Vul.vu, Vpdodt + v [ Vu..twi Vi dodi+
Ql | 3

+ {Bug, Yuielg, — f pevw. Vi drdt

+ yj qzﬂjﬂr.?l‘ﬂ d-Id-t = {fl’1 ﬂrwillp}qg ;

Analise dos termos, em {1.78):

17 Termo: Aplicando Fubini, obtemos que:

T i
{1.79) (g, PUiplg, = f wi 2. (f wu’tdt) dr.
i i

Mas, da hipotese {1.2.1-iit);, ¢ do Teorema de Rellich-Kondrachoff, para uma sub-

sucessao, ainda denotada pelo mesmo simbolo, temos que:
(1.80) wi — ey, forte, em [L*{Q]™.

e de (1.72):,
ey T
jwu;dt—-f gu'dl. fraco,em [HA(Q)"
1] 1]
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# ainda para uma subsucessao, temos que:
) T
(1.81) f Wl dt—-f wu'dt. forte, em [L*[)]".
1] 1]

Assim. de (1.80) e (1.81), obtemos a seguinte convergéncia em (1791

&
(1.82) (g, Yk plg, — f £ ki (f ﬁru'dt) dz.
it a

O dinico terma, além do primeiro termo, que € diferente, em relagio & equagio do Teorema

[.3.4. é o quinto termo, assim analisaremes apenas mais este termo.
5° Termo: Temos que:
i
{1.83) (Bug, virpig) g =] Yoblt, Uy wiw ) db:
0
onde

bi_ﬁn ﬁl'1 w::: 'F,:' s {[ﬂr'v}ﬁll 'IJJE ':F:Iﬂ A

Para analisarmos a convergéncia deste termo, necessitaremos do seguinte lema.
Lema 1.8, Suponha que n = 2 ou 3, e seja uma sequencia (. | tal que:

e — 2, fraco,em [Hy(". e

1"'._"'11-,'-'-‘5 == {L el ﬂ

Entao,
(¢e- Vige — (9.V)g, forte,em [H-HQ)"

Demonstracio; Cf. G. Allaire [1, Lema L.7.1].
De {1.T2). temos que:

i, — 4, fraco-estrela,em L%(0,T:V)

— ', fraco.em LY0,T:H)

el

(£
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Assim, da Proposicao A.1.1. obtemos que:

dglt) — u(t), fraco,em V — [H{Q)", ¢

1 1.84)
' Vi (ti=0, em 0, paratodot € [0,T]
Logo, pelo Lema 1.8, temos que:
(1.85) (e(1).F ) {t) — (u(t).Viu(t), forte,em [H™YQ)", ¥Vie[0,T]
11.86) wie — exp, fraco, em [H;(02)]",

de (1.2.14ii)2.
Portanto, de (1.85) e (1.86), obtemos que:

wit) {(@e(t) V]de(t). wi wg — it) ((ult). Viult). e ¢lq .

vt € [0,T).

Como, do Lema 1.1,
(1) V)ic(t), whelg | = [blae(t), Zelt) wi. )| < lolt)* € L', T),
logo, pelo Teorema da Convergéncla Dominada de Lebesgue, obtemos a seguinte con-

vergencia em (1.83 )%

T
(1.87) (Bue vwiy)g, -*j; W ([u. V), eew)g dt,

Agora, passando ao limite da equagio (1.78), fazendo ¢ = ¢y, somando em F,
considerando ® = (1. ¢2,... ) € [D{)]", combinando (1.82) ¢ (1.87), e aplicando

Fubini, obtemos:

< j u‘jr.-j;ﬂa) + (v (M®, 1) B prors +

1) B, T

s <uf T’u.?"i'd:.w> + {{Bu. Plg s W p peo.1y
0 oo, Th

(V5 ®)e » B piory = ( [ pods)

DT
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Visto que A é simétrica, resulta que:

(1.38) (W'®) + v (Mu, ®) + vl (u. ®)) + (Bu. &)y + (Vp. B}y = (£ 8),
em TH0.T), V& e [DIQ)]™

Como D) é denso em H] (), segue-se que (1.88) ¢ vilida para todo v € [Hi(Q)™

Etapa iii: Verificacio da condigao micial.
De (1.84),, temos que:

(B, ie(t]) gy — (Bulthhy v
para qualquer # € V', e para qualquer ¢ € [0, T]. Em particular, para t =0,
{31 &EED]}V'.V EF {E.u{l:l}}pnlp !

para gualguer 8 £ 17,
Mas, de (1.68);,

(0] — u?, fraco, em V|

isto ¢,
(8, Gl )y — (B0 )y o

para qualquer 8 € V7.
Dia unicidade do limite, & do Teorema de Hahn-Banach. tem-se que u{0) = u".

Etapa iv: Unicidade.
Sejam (uy, p1 ) € (uz, pz ) duas solugoes dadas pelo Teorema 1.7. Entéo o par (1, q) =

{u=u,p—p)éuma solugio de:

w' — wAw + Bu — Bt + vMw+Vg=10. sobre [0,T]

divw=40, em
(1.89)

lw=0, sobre I

lwi0) =0, em




Assim compondo a equacho (1.89); com v € [H(§1)]|", obtem-ze gue:
(w'(t)h v + walw(th v) + Mu,uv) = b))+ v {Muwit)t)g + (Va,v) = 0.

Dai resulta em que:
(1.90) (' (1), v)g + valw(t),v) + bw, u, v} + blu,w, )
= Ww, w,v) + (Mw(t), v}y +{Vpv)g =10,

Yo € [HH{)]", no sentido de D'(0,T), uma vez que blu,u,v) — b, i, v) = Bw.u,v)+
b, w, v) = Bw, w, v).
Fezendo em [1.90), v = wi(t), obtemos:

(1.81) %hﬂ{i}ﬁ + 2wl w(t)]|* + 2w (Mw(t), wit)g < 2w, v, w) = Iw. w,u)
Entio limitames o lado direite por:

(1.92) W, w, u)| = Colfuwl| popmy |l preeny el oo «

pela Desigualdade de Holder.

Dai, fazendo uso do Lema 1.5, no caso de n = 3, & do Lema 1.2, no caso de n = 2,

resulta que:

L) < fOluF,
onde a funcao f — f{t) & integrdvel, donde concluimos que:

w(t)=0, em [0.T).

Etapa v: Regularidade da selugao.
Temos que u, € C(10, T); V), assim it € CY[0,T], V). Agora, eomo:

i, — u, f{raco-estrela, em L™{0,T;V)

concluimos que v € C[0, T V).

=]
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Etapa vi: Final da demonstragao.

Demonstramos, pela extracao de uma subseqiéncia (ainda denotda por £). que as
subseqiiéncias u, e Q. (p.} satisfazem (1.69). com o limite (u,p) satisfazendo {1.70). A
unicidade da solugio de (1.70) permite-nos deduzir que a sequéncia inteira satisfaz (1.69).

[sto completa a demonstragao.

Teorema 1.9. Suponha que as hipoteses do Teorema 1.7 sejam satisfeitas com a hipotese

adicional de que:

g

0

wl! — " fraco,em W,

onde
W = fecho de V em |[H3{Q)]",

sendo,
V= {ue D" div u = 0}

Entéo, para qualquer t € [0, T, fixado, temos:

(1.93) Bg(t) = u(t), fraco,em V
{1.94) f|Tu[m,:j|1dﬂ:+{;Hu{:,!],u[r,f}}ﬂ < !imiﬂ:r.l' [Vu,lz, t)]? dr.
LT = i,
' ¢
{1.93) jfl,-lu[r.s]‘.zdzdsﬂ li:minfff |Au, iz, 5)|° deds
0 Jn e=d Jo Ju,
(1.96) E{t) < liminf E.(t).

onde a energia E.( -}, para qualquer ¢ € [0, T}, é definida por:

1 I
E:f“ = Elﬁu‘fﬂllzl-ztﬂd;“z +§j; |a4'!i¢|:-ﬂjl[2£={ﬁ:]]n ds

L 1 1 £ . 1
Elt)= Elﬁu[t}lflj':ﬂ}ln: - Ej; |.-‘h.|.l:3]|ﬁ__=|-n]]n ds + E I:.'L'fﬂii].uiijﬁsl 1
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Demonstragao: Temos de (1.84 ) que:
de(t) = u(t), fraco.em V, ¥te[0,T],

o que nos da (1.93), Para a obtengio de (1.94), basta aplicar a Proposicio A.2.1,

Agora, da Estimativa 2 do Teorema 1.6, (ver p.ex. (1.18]]), temos que, em particular

Uem ¢ limitada, em L0, T;[H*(Q)"), 1 €[0,T).
¢ portanto,
tem — g, fraco, em L*0, 8 [H(0])]"), t€ [0, T],
ou ainda,
Ay — Au,, frace, em L30,£;[E*(Q)]"). t € [0.T].

Assim. da convexidade e da semicontinuidade inferior da norma, temos gue:

e

|.4u.

= |Au ] A - E]imj:ﬂf |-l4u¢m| ] 5T -
LA, e L3(5EN]™) |Auel, (0. LM D™ ) vigacs L[ LT )]

para t € [0, T], independentemente de z, e daf resulta, para uma subsucessao, que:
Au, — Au, fraco,em L0, [L{Q)]"),

¢ por conseguinte, obtemos que:

t ¢ sy
/ f |Aulz, 8)|? dzds Elimin.ff /l.‘iu,{zf.s}]idu:ds.
o Ja =0t Ja

o que nos da (1.93).
Agora, somando as desigualdades (1.94) e (1.95), obtemos:

f
f|Tf‘u|[:.t:||2d'1+{Mu{:r,i:|_.w[.r,!}}ﬂ+f Liﬂu(:,s}lid:dsﬂ
¥ o

l o
< lim iﬁ:f |V (5, )] dx + ]il[:] f f | Au dz, s1|* dzds <
E— H - {i n‘

i
i
< liminf (j "F'u,(:l:,t}|1d::.‘+f |Aug{z, s)|® lizd.ﬂ) :
==l 0 0 Jn,

e assim obtemos que:

o que nos da (1.96). B

e 3
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Apéndice A

A.l1 - Alguns Resultados de Compacidade

Proposicio A.l1.1, Sejam X e V' espagoes de Banach reflexives com X — Y compacta e

densamente, e suponha que:

= = g, fracoestrela,em L0, T;X)

gl —¢', fraco,em LY0.TY)
Entio. g, converge para g, em Ch{[0,T}; X}, ie,
({A.1.1) (gel - Jotd e — (gl « hwdx xo em €([0.T]),

para todo v € X',

Demonstracio: (Ver em D. Cioraneseu, F. Murat, P. Donato e E. Zuazua [9, p.262]).

Coroldrio A.1.2. Suponha que:

iy — t, fraco-estrela, em L™(0,T;V)

ﬁ; -1 'r_I'1 f['m:u-:ﬁlirElﬂ., Em Lml.r_ﬁ1 T; H:' R L] [nh Ti H}

Entao:
(A.1.2) (8,5 - g = {Bivy = N}g, em CUI0.T]),

para qualquer # € 17,

Demonstragio: Temos que V7 — H, compacta ¢ densamente; assim, fazendo g, = ..

X =1.eY = H, da Proposicio A.1.1, obtemos o resultado,
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A.2. - Revisao do Problema de Stokes Estaciondrio

Proposicao A.2.1: Suponha que as hipoteses (2.1} a (2.1}, sejam satisfeitas. Entao,

para toda segiiéncia z, tal que:

=

», fraco, em |[H}(Q)]"

l

(A.2.1) V.ze — V-z, forte,em L*Q)

:, =0, sobreosburacos (T,

Lemos que:

(A4.2.2) liminf [ [Vz > f V2] + (Mz,2)q .
==l ﬂ %l
Demonstracao: (Ver em G. Allaire [1, p.45] e [2, p.16]).

Operador de extensao para a pressao.

Seguindo a idéia de Tartar (ver [37]), constrdi-se um operador de extensao para a

pressao baseado na hipotese (2.1)y.

Proposicao A.2.2. Se existe um operador linear R, satisfazendo (2.1}, entio o operador

Jr defimde por:
(A.2.3) (VI[Pelpe)l. ulg = (Vpe, Reu}y,

para cada u € [H2{f1)]", é um operador linear continuo de LE0 ) /R em L) /R tal que
para cada p, € L2, )/R, tem-se:

i) Pepe) = p., em L2 )/R.

i) || Pelpe)llLagmym < ellpellzsin. m-

i) ||V Pelpe llar-1iqpn = elIVpellia=1 (a0
onde ¢ ¢ uma constante que nido depende de p, ou £.
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[emonstragao: (Ver em G. Allaire [1. Prop. 1.2.5. p.25| e [2, Prop. 1.1.4. p.9}).
Proposigao A.2.3. Seja (U, P solucdo do sistema de Stokes (A.2.4):

| Encontrar (te, pe) € [Ha(02,)]" x [L}{(R:)/R] tal que:
(A2.4) Vg, — fu, = f, em i1, com f E [L3Q)]"

V.ou, =0, em

Seja fi, o prolongamento da velocidade por 0 em § = 2.
Seja P.(p, ) o prolongamento da pressio, onde P, é o operador definido na Proposi-
¢io A.2.2. Supondo-se que a hipotese (2.1) seja satisfeita, e notando-se que M é a matriz

composta pelos vetores coluna (k) poq (ver Lema 1.2.1), entao:
(e Pulpe)) = (u,p), fraco,em [HJ(R)" x [L*{Q)/R],
onde (4, p) ¢ a tnica solugao do sistema homogeneizado (A.2.5);

Encontrar (i, p) € [H3(Q)]" x [L*(Q)/R] tal que:

(A.2.5) Vp—Au+Mu=f emf)
v .u =0, em §},
s
(4.2.6) "Fﬁ"?mm:]-ﬂ =" |_'m.!.|[{mn,}]"1 + {Mu,u)g

Demonstracao: (Ver em G. Allaire [1. Th.I1.3.1e Th. 143, p.35 e po0f e (2, Th.l.1be
Prop. 1.2.2, p.12 e p.16]).

A.3 - Resultados Basicos

Teorema A.3.1 (Dunford). Seja (2, I,p) um espaco medida finito ¢ X um espago de
Banach tal que X ¢ X' tém a propriedade de Radon-Nikodym, Um subconjunto K de

LYy, X é fracamente relativamente compacto, st
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i) I ¢é limitado {em L' g, X))

i) K ¢ uniformemente integravel, f.e., [ ||fl|x du — 0, quando x(E) — 0. uniforme-
mente, em R,

i) Para cada E € I, o conjunto { [, fdu, f € K} é fracamente relativamente compacto

{em X ).

Demonstragao: (Ver em J. Diestel e J.I. Ukl LR, [12. p.101]).

Proposicao A.3.2 (Phillips). Espacos de Banach reflexivos tém a propriedade de Radon-
Nikodym.

Demonstragio: (Ver em (12, Coroldrio 13, p.76]).

Teorema A.3.3. Um subconjunto i de L'(u, X| fracamente compacto é necessariamente
uniformemente integravel.

Demonstragao: (Ver em [12, p.104] ).
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