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R"ESUMO

Neste trabalho, consideramos a homogeneização da equação hiperbólica com um

termo de pressão, com condições de fronteira de Dirichlet homogêneas, em domínios com

ttpequenos" buracos.

Equações do tipo considerado são um modelo simples de equações de elasticidade

dinâmica para materiais incompressíveis. EIas também aparecem em problemas acoplados

de termo-elasticidade onde um dos parâmetros acopiados (relacionado a propriedades de

compressibilidade) tende a infinito.

Nós também consideramos a homogeneizaçáo das equações de Navier-Stokes, com

condições de fronteira de Dirichlet homogêneas, em domínios com "pequenos" buracos.

Para estes problemas, demonstramos a convergência do processo de homogeneização,

e para a equação hiperbólica com um termo de pressão demonstramos resultados de

correção.

Para os resultados de correqão hipóteses especiais são necessárias sobre as condiqões

iniciais, que implicam a convergência das energias.

As demonstrações são fundamentadas no quadro funcional abstrato introduzido

por G. Allaire, para o estudo da homogeneização das equações de Stokes estacionárias, em

domínios com "pequenos" buracos, que é baseado no uso de funções adequadas adaptadas

à geometria do problema.
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ABSTRACT

In this work we consider the homogenization of the hyperbolic equation with a

pressure term with homogeneous Dirichlet boundary conditions in domains with small

hoies.

Equations of the type considered are a simple model of dynamical eiasticity equa-

tions for incompressible materials. They also appear in coupled elasto-thermicity problems

s'here one of the coupling parameter (related to compressibility properties) tends to infin-

ity.

We also deal with the homogenization of the Navier-Stokes equations with homo-

qeneous Dirichiet boundary conditions in domains with small holes.

For these problems we prove the convergence of homogenization process, and cor-

rector resuits for the hyperbolic equation with a pressure term. For the corrector results

speciai requirements are needed on the initial conditions, which imply the convergence of

energies. The proofs are performed in the abstract framework introduced by G. Allaire

for the study of homogenization of Steady-state Stokes equations in domains with small

holes, rn'hich is based on the use of suitable test functions adapted to the geometry of the

problem.
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NOTAÇOES

D(çl) - espaço das funções de classe C-, com suporte compacto em f)

Seja p € 2(í)),

)
ôp

ôrn , é o gradiente de p

Ap: i#éolaplacianodep
i=l I

Seja u € [2(0)]",

ôu;
, é a divergência de u.

rLV.u: D
i=7 0rt

L'(O) - aderência de 2(O), com a seguinte norma:

L'z(f, )lP-- o conjunto quociente de.L2(Q) pelo conjunto das constantes reais. É o conjunto

das funções de tr2(Í-)) definidas a menos de uma constante.

fIJ(CI) - aderência de 2(Cl), com a seguinte norma:

lól'r,<at -- lno' 
o,

llóll'r;(o) : l*lo oalf d,r * lno'{,) 
0,.

H-'(f)) dual de ãJ(CI)

a(u.u): Â. Vu.Yu dr, V u,u € [f4(f).)]"
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INTRODUÇAO

O método de homogeneização é uma técnica que possibilita várias aplicações

destacando-se entre elas a modelagem de fenômenos físicos. Esta técnica permite modelar

fenômenos de transporte e difusão numa escala macroscópica através de informações numa

escaia microscópica. Como exemplo, o escoamento de um fluido, em um rio ou um lago,

com obstáculos, onde estes obstáculos seriam constituídos por uma região com árvores.

\uma escala "microscópica", de alguns metros, as equações que descrevem um tal escoa-

mento,, são as equações de Navier-Stokes, numa geometria muito complicada. Entretanto,

fenômenos de grande interesse ocorrem numa escala de quilômetros, escala macroscópica.

-{s equações desse escoamento nesta escala podem ser bem mais tratáveis quando escritas

em termos de grandezas médias, onde os efeitos locais de flutuações são incorporados a cer-

tos parâmetros desses novos modelos. Busca-se obter exatamente. o correto tratamento,

na escala macroscópica, de efeitos não lineares descritos pela equação de Navier-Stokes

numa escala microscópica.

O Tratamento Matemático, em geral, do método de homogereizaçáo se dá em duas

abordagens. Um exemplo da primeira é visto em J.L. Lions [27], onde estuda-se o problema:

(1)
- Lur: 7, em O.

uu satisfazendo a certas condiqões de fronteira.

em que O. denota um domínio aberto limitado "perfurado" do R', obtido de f) por

extração de um certo número de orifícios distribuídos periodicamente com período e ) 0.

Problemas deste tipo aparecem no estudo da torsão elástica de um tronco cilíndrico com

r cavidades ou furos. É claro que, para cada e ) 0, poderíamos resolver o problema (1)

usando métodos variacionais; no entanto, o procedimento dependeria de 6, ou melhor, o

espaço no qual se aplicariam os métodos dependeria de e. Por outro lado, a obtenção de

uma solução aproximada de (1), para s suficientemente pequeno, demandaria muito esforço



- ronto de vista da análise numérica e computacional. É necessário, portantoT um método

--':.:. nos proporcione uma solução aproximada do problema (1) e que não dependa de e .

?a:a isto fazemos uso do método de homogeneizaçáo.

Para que obtenhamos a homogeneização do problema (1) realizamos um desenvolr,i-

:.-ento de ordem qualquer em € para ue:

u,(r) : uo(x:,y) * eur(*,a) * e2u2(r,ü + '' ' I et u1@,y) *

:-ie y : ?, , representa uma variável macroscópica e g uma variável microscópica.

As funções us,u1,u2,... são construídas independentes de e, de ta1 forma que se

-enha algum controle de erro, i.e.:

Ilr, - (ro + €ut * "'* €*u*)lla'1o.) 1 c€^,

.,'.r ainda, o erro seja de ordem e-, num espaço de Sobolev sobre í)., para todo m e N

-rssim podemos afirmar que a solução aproximada do problema (1) será:

un * €u1 +...+ €^'urn.

-\ determinação das funções ui da expansão assintótica se dá impondo-se a condição de que

ir. seja soluqáo do problema (1) e com isto resolve-se, para cada potência de e , probiemas

similares ao problema (1) com a vantagem de estes problemas agora serem definidos não

mais em O. porém em todo f). Assim sáo construídas as funções ui@,y) da expansão

assintótica com r € f) (i.e., definidas em todo f)).

Esta seria a abordagem através da expansão assintótica. Para uma referência ver

também E. Sanchez-Paiencia [34]. Fazendo-se uso desta abordagem obtém-se alguma cor-

relaçáo entre os efeitos microscópicos e macroscópicos de fenômenos envolvendo escoamento

de fluidos.

IJm exemplo da segunda abordagem é visto nos trabalhos [11] e [9], onde não se

utiliza uma expansão assintótica para u".

Em [11], em 1982, Doina Cioranescu e François Murat, no estudo abstrato da ho-

mogeneização do problemas elípticos consideraram o seguinte problema:

2



Encontrar u" soiução de

Lu": f , em í)u
(2)

sobre 1",

onde / é dado em //-1(O).

Denotando-se por üu a extensão de u", a todo fl, defi.nida por

'uet em 0"

úu: N(u)

0u

0, nos buracos ?u : U ,:,

foi mostrado nesse artigo que

ú, ^ u, fraco, em Ir'o'(fl), quando r - 0,

onde ú" é a única solução do problemu (2), para cada 6 ) 0, fixado, estendida por zero nos

buracos, e u é a única soluçáo do problema homogeneizado:

i:1

em f)
(3)

onde p é uma medida não-negativa de Radon pertencent e a H-1(O). Esta medida aparece

neste estudo abstrato e está ligada ao comportamento da capacidade do conjunto [,
quando e --+ 0. Impõe-se para isto a condição de que os buracos sejam "pequenos", i.".,

aT? ) o diâmetro dos buracos seja assintoticamente menor ou iguai ao "diâmetro crítico"

a.. dado por:

a" : Co rnf n-2, para n ) 3

pAra n :2,,

onde Cs ) 0 está'fixado, e e2 log 6u - 0, quando e --+ 0. Esta condição possibilita a

construção de um quadro funcional de hipóteses, sobre os buracos, que é fundamental na

demonstraçáo dos resultados. No caso acima, p, será uma constante estritamente positiva,

-A,u*pu:Í,
u:0, sobre l,

exp6"a€ ( Co lr\,

J



quando o diâmetro dos buracos for o crítico. Neste caso, o termo de ordem zero adicional.

pu) aparece na equação limite.

Mostra-se ainda, em [1i], resultados de correção, ou seja:

úe: lleLt' * Er, com Ã" + 0, forte. em Hj(CI)

t.e.) u)€?..1é uma boa aproximação para a solução de (2).

No artigo apresentado por D. Cioranescu, P. Donato, F. \4urat eE. Zuazra em [9],

de 1"991, estuda-se a homogeneizaçáo da equação da onda:

(4)

u! - L,u": Í", em .Ç)" x (0, T), T > 0

ue : 0, sobre I" x (0,7)

u"(r,0) : "3, €D Ou

em flu,

com u! € f/01(f2.), u! e L2({1"), Í, e Ll(O,T; L2(fi")), e

u'r(r,0) : u!,

uZ ^ uo, fraco, em

u! - ut, fraco, em

7"?I,-L lraco)em

Iír'(f2),

L, (Q),

L'(o,r; L2@))

Em [9], mostra-se também que

fraco-estrela, em I-(0, T; Hà(O)) n W''*(0,7; L26D),ue^ ut

onde ú. é a única solução do probiem" (4), para cada 6 ) 0, fixado, estendida por zero nos

buracos, e u é a única solução do problema homogeneizado:

(5)

u" - L,u* tu- Í, em f)x(0,7), T >0

u :0, sobre I x (0,7)

u(r,0):1tr0t em f)

u'(x,0): LLtt em O,

4



onde p é uma medida de Radon não negativa, sendo positiva quando o diâmetro dos

buracos é o diâmetro crítico. Estuda-se ainda. neste artigo, resuitados de correção, i.e. :

Ã. + 0, forte, em Co([0, r];Wi't(ft))

Um outro exemplo interessante é r.isto em G. Alaire [1], de 1989, e em [2]. de 1990.

onde se Íaz ahornogeneização de problemas envolvendo escoamentos com obstáculos.

No trabalho apresentado em [2] considera-se o seguinte sistema de Stokes:

(s")

Encontrar (u",p,) € [fl01(f),)]' x [I2(fl,)/R)];

Yp, - Lur: 7, em f).

div z, : g, em f)"

Encontrar (u,p) € [Ií01(C))]" x [r'?(f))/R)];

Vp-Lu:f, em f,

div u:0, em f,

5

O sistema (S.) dá a descrição do fluxo de um fluido viscoso, incompressível, no domínio

Q.. sob a açáo de uma força exterior /, com condições de fronteira de Dirichlet, sem

deslizamento. A viscosidade e a densidade do fluido estão sendo considerados iguais a

i. A velocidade do fluxo é representada por Lt,, e a pressão do fluido por pe. A força

N(.)
r e lL2(a)]", sendo o c R", um aberto limitado regular, e Q" - n -,_!, Tf , Tf c e

conjuntos fechados (buracos).

Considera-se ainda o seguinte sistema, definido em todo domínio O, que descreve a

Lei de Brinkman:

So)

Encontrar (",p) € IIíJ(ç])1" x [L'?(ft)/R)];

Vp-Âu*Mu:f, em f)

div u:0, em C,

otde IVI é uma rnatrtz simétrica e positiva que depende da forma dos buracos Tf , Mu é

um termo linear da velocidade de ordem zero.

Considera-se também, em todo domínio f), o sistema de Stokes:

S)



E por fim, considera-se o sistema definido em todo í), que descreve a Lei de Darc1.:

(D)

Encontrar (r,p) € [r2(O)]" x [Ií'(CI)/R]

u : M-t(Í - vp), em fl

div u :0, em f)

u'rl :0, em 1t.

O Problema Homogeneizado consiste em se tomar o limite do problem" (Sr) quando e --- 0.

Obtém-se os seguintes resultados, considerando-se o tamanho dos buracos e com algumas

hipóteses sobre os mesmos:

Definindo-se oe como o diâmetro "crítico" dos buracos, e o79 como o diâmetro dos

buracos, em suma) temos três situações:

i) Quando o dirtetro dos buracos é da mesma ordem que o diâmetro "crítico", i.".,

ofi 14", temos:

(ú",P,(p,)) - (r,p), fraco, em [Ao'(fl)]" ,lL'(CI)/R],

onde (u, p) é u única solução de (Se), P" é uma extensáo da pressão p. e ú" é a

extensão por 0 em f) - í)r, ou seja,, sintetizando teríamos:

S" * So (Lei de Brikman), quando e -+ 0.

ii) Quando o diâmetro dos buracos é assintoticamente menor que o "crítico", i.".,

orí { c" (buracos pequenos), temos:

(ú,,P,(p")) - (u,p),, forte, em [ffo'(O)]" x [r'z(O)/R],

onde (u, p) é " única solução de (S).

Sintetizando, teríamos :

S, + S (Stokes), quando e --+ 0.

iii) Quando o diâmetro dos buracos é assintoticamente maior que o "crítico", i.".,

orf ) o", porém reservando-se determinadas proporções (buracos grandes), temos:

(\,p,(p,)) - (u,p), forte, em [r'(e))]" x [r2(Í-,)/R],o;

f)



onde (u, p) ê u única soluEão de (D), e o": #.
Sintetizando, teríamos:

S. + D, (Lei de Darcy), quando e --+ 0

O trabalho que desenvolvemos aqui segue nos moldes de [11] e está fundamental-

mente baseado nas referências, [1], [2] e [9].

Ittreste trabalho estudamos a homogeneizaçáo de dois problemas de contorno com

condições de fronteira de Dirichlet em domínios perfurados com "pequenos" buracos. Para

isto seja Q um conjunto aberto, conexo, limitado do R" (, >- 2),,localmente iocalizado

de um mesmo lado de sua fronteira f. Seja {ei um net de reais estritamente positivos

que tende a zero) enquanto N(e ) tende a infinito. Para cada s consideramos a família de

conjuntos fechados (7i)l-(i) (os buracos), e definimos um conjunto perfurado í),, por:

N(")

0r:O* t) ,:
i:1

-\dmitimos que f), seja também um conjunto aberto, conexo. limitado do R' (" 2 2),

iocalmente localizado de um mesmo lado de sua fronteira f". O primeiro é o problema

:r.isto para a equação hiperbólica com um termo de pressão:

6)

u'! - L,u" * Vp. : Í", em Qr: O. x (0,7), 7 > 0

divu.:9, em Q"

u, :0, sobre I, x (0,7)

u"(n,0): r3, u'"(r,,0) : "1, €fl f)",

onde as fronteiras f e l" são de Lipschitz.

Esta equaçáo é obtida de J.C. Saut [35], e foi estudada por J.L. Lions em [23], onde

se aborda a existência e a unicidade para tal equação. Equações deste tipo aparecem em

:::odelos simples de equações de elasticidade dinâmica para materiais incompressíveis. e

:ambém em problemas acoplados de termo-elasticidade, onde um dos parâmetros acopla-

.los. relacionado a propriedades de compressibilidade, tende a infi.nito.

7



u'" - uL,u" * (u". V)r. * Vp" : Í",,

div u. : g, em Q"

?Je : 0, sobre f" X (0,7)

u"(Í,0) : ,3, em O"

Q":0,x(o,T),7>oem

I

onde as fronteiras de f e l, são de ciasse C2 , e n: 2 ou 3.

O estudo da homogeneização de tais problemas é feito pela utilização de algumas

técnicas estabelecidas, desde 1977, por Luc Tartar (cf. [38]).

Em toda a apresentação do presente trabalho, os conjuntos f)" serão supostos satis-

fazerem as condições do quadro funcional abstrato introduzido por G. Allaire em [1] e [2]

ver hipótese (I.2.i) abaixo) para o estudo da homogeneização dos problemas de Stokes,

em domínios perfurados com "pequenos" buracos, com condições de fronteira de Dirichlet

iromogêneas. O caso modelo, para o nosso estudo, é provido por um domínio periodica-

::rente perfurado (com um período 2e na direção de cada eixo-coordenada) por buracos de

iiâmetro rr, onde r, é assintoticamente igual ao "diâmetro crítico" ou. Esta condição é

:undamental na construção do quadro funcional de hipóteses sobre os buracos. As demon-

strações contidas neste trabalho estão baseadas na existência de tal quadro funcional de

i:ipóteses.

Este trabaiho é somente concebido para dados de fronteira de Dirichlet homogêneos.

Observamos que o caso de condições de Neumann. homogêneas, conduz a resultados com-

:Letamente diferentes) com o diâmetro crítico sendo neste caso oe : e (cf. D. Cioranescu

e P. Donato [8], para homogeneização deste problema).

O presente trabalho está organizado como segue: O Capítulo I está dividido em

cuatro partes. Na Seção I.2 relembramos o quadro funcional abstrato de [1] e [2], sobre

a geometria dos buracos. Na Seção I.3, apresentamos o principal resultado do Capítulo

I. o Teorema 3.4, que nos dá a convergência do processo de homogeneização da equação

:riperbólica com um termo de pressão (6). A semicontinuidade inferior da correspon-

.iente energia é também demonstrada, Na Seção I.4, generalizamos o resultado obtido na

Seção I.3, enfraquecendo a hipótese (L2.1)i'.

8

O segundo. é o problema misto para a equação de Navier-Stokes:
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O Capítulo II, apresenta apenas uma seção, eüe trata do resultado de correqão.

?a;a a obtenção de ta1 resultado é necessário se fazer hipóteses especiais sobre o dado
..1n

r:tr cl a 1 ?/: .
e

O Capítu1o III, constituído também de somente uma seção, apresenta o resultado

ie homogeneizaçáo para a equação de Navier-Stokes (7).

Finaimente, o Apêndice A é dedicado à apresentação de alguns resultados neces-

sários. Na Seçáo A.1, alguns resultados de compacidade são enunciados. Na Seção 4.2,

são revistos resultados obtidos com a homogeneizaçao da equação de Stokes estacionária,

na mesma situação em que neste trabalho. Na Seção 4.3, aiguns resuitados básicos são

enunciados.

o



CAPÍTULO I

Homogeneização da Equação Hiperbólica com um termo de pressão

I.1. Introdução

Neste capítulo estudamos a homogeneizaçáo de uma equação hiperbólica com um

ir-rrl1o de pressão) para materiais incompressíveis, com condições de fronteira de Dirichlet,
-.-= domínios perfurados com "pequenos" buracos.

Consideremos o problema misto para a equação hiperbólica com um termo de

:,,:eSSão:

ll tu', - A,u, *Yp, : fr, em Q, :O" x (0,7)

div u. : [, em Q,

u" : 0, sobre I. : l. x (0,7), l, : ôO.

u,(r,0) : u2,u'"(r,0) : "l) em O.

:-,-ie as fronteira,s f e f, são de Lipschitz, e u,(r,,t): ur(r.,t).

Nosso objetivo é descrever a convergência das soluções LLe, para identificarmos a

.::aqão satisfeita pelo limite u.

como ,ma, primeira hipótese sobre os dados em (1.1), admitimos que:

u! e v, n [ã2(o")]". u! e v, Í, ç wl,'(0, r; [r'(o.)]")e

1.2)

u2 - ro, fraco, em V n[H2(fl)]"

r1,t!. ' u',, fraco, em V

Í" ^ Í, fraco, em L'(o,T;lLz(q))

Í: ^ Í', fraco, em L,(o,T;lLz(ql)

/.(O) - /(O), fraco, em lL'@))

i0



Como é naturalmente esperado, a extensão ú.r, da solução u, de (1.1), converge fraco-estreia

em Hz1,-(0,7;lr) para a soiução u do problema:

(1 3)

u" - Lu*Vp*Mu: 1, em f)x(0,?)

div u : 0, sobre f) x (0,7)

,r:0, sobre f x(0,7)

u(r,0) : uo ,u'(2,0) : uu, em f),

onde M é uma matriz simétrica e positiva cujos elementos são medidas de Radon.

Este resultado é d.emonstrado no Teorema 3.4 da Seção 3. A semicontinuidade

inferior da energia é também demonstrada no Teorema 3.5'

11



I.2. Situação Geométrica

Em vez de fazermos hipóteses geométricas diretas sobre os buracos 7i, adotamos

aqui o quadro funcional abstrato introduzido por G. Allaire em [1] e [2j. onde a hipótese

sobre a geometria dos buracos é feita admitindo-se a existência de uma família adequada

cie funções testes. Precisamente, suporemos que: existem funções (t i,8í,px)r.*., tais

que:

(i) wf, € lít (f)) n ,-(o)1" , ll-íllpr,*1n;1" 1 Mo,qí e L2$l)

(ii)
Y .-í: 0, em f)

w7:0, nos buracos ff

wí ^ e1, fraco, em [I/l(Cr)]", e q.s. em O,

onde e7, é o k-ésimo vetor da base canônica do R"

qí - 0, fraco, em Z2(CI)/R

(iii )

(i")

(")

pk € [w'1'-(o)]"
Para cada seqüência u€ e para cada u tal que

ue - u, fraco, em [f11(f2)]"

u, -- 0, sobre os buracos f'

2 1)

e para cada $ e D@) temos:

(Vqi - L.í, óu,)a - 0r*, ór)a

("i) Existe uma aplicação linear .R" tal que:

R" e L(IHJ(CI)]", [//o',(Í^',)]")

u e [ffj(fr,)]" + R,ú.: u, em í)"

V .u :0, em f) =+ V.(r?,u) -- 0, em O.

llÃ."ll1ao,1o.;1" <.ll"ll1ao,1o;1", e c não depende de e

Em (2.1), e daqui em diante, (. , .)n denota o par duaiidade entre [fí-'(Cr)]" .líl(fr)]",
enquanto (. , .)o" denotará o par dualidade entre [I/-'(Cr,)]" "[H](f2")]".
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Observaçáo 2.L: Para exemplos onde as hipoteses de (2.1) são satisfeitas ver [1] e 12]

Observaçáo 2.2: Nos exemplos acima o diâmetro dos buracos a. ( e, e satisfaz:

() )\
e2 log ae ) -Co, se n:2

a"6-n/n-2 -- Co, se n ) 3

para um dado C, > 0.

O diâmetro a, é crítico no seguinte sentido: quando o diâmetro dos buraco s é a7,e ,

coÍr aT;e ( ar, i.e., quando:

(2.3)

e2 logre --+ -oo, se rt:2,

-n /n-2
C'

-+ *oo, se n ) J,
l6

a hipótese (2.1) é satisfeita, mas) em (iii), u[ agora converge fortemente para eÀ) em

iII'(fr)]", e em (iv), (Vq[ - L.í,óru)ç converge para 0: e assim ttk :0, neste caso.

Por outro lado, se o, ( a7,e (o que corresponde a substituir oo por 0 em (2.3)), pode-

se demonstrar que não existe seqüência satisfazendo as hipóteses (i), (ii) e (iii) de (2.1).

O tamanho o, dado por (2.2) é, portanto, o único para o qual (2.1) é satisfeita com

convergência fraca (e não forte) de wi pzLte- ek, em (iii).

Lema 2.1. Sejam (-?,,qí, Fí,)t<*<, funções que satisfazem as hipóteses (i) a (v) de (2.1).

Seia M a matriz definida por suas colunas (Fr)r.r.,) e por seus elementos (pi)r(i,,r(n

definidos poÍ li'k: pk.ei. Então para cada ó e D(A), temos:

(u'r, ó) r,,r(a) : n [ óv*í.Y*?.e--u Je

-\ssim, M é .or',a matriz simétrica e positiva no seguinte sentido:

t2.4) (MÍ,Õ)a-,,ri;1(o) ) 0, para cada Õ € [D(çr)]".

Demonstração: Da hipótese (2.1)" obtemos:

ur: w7 ^ Lt : eit fraco, em [f/'(f))]"
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Deduz-se então que

( 2.5)

\Ias, integrando-se por partes

lim
e*0

(Vqi - L.í,çtw|)ç - 0r*,,?;er)a, Y ?r € 2(Í-r)

(vqi - L-í,ç;w';)a: - lrqí-?.Ypr* lnr-í -iYç; + lnv,v*i v,'i

pois V.uf :0, em f).

Além do mais:

I qí.?.Ys; --+ o,

pois q[ - 0, fraco, em L2(A)/,*, "j, -e;, forte, em [I2(A)]', graças ao teorema de

Rellich (inciusão compacta de .[íi(C]) em ,'(CI)).

Temos também que:

f

JnO.í.wlYçi--+ 
0,,

pois Vtr[ - 0, fraco, em [,t2(f]))"', " u? - e;, forte, em [I2(f))]".

-\ssim resulta que:

2.6) [*,rri.rw?-(tr*,e;"t)a
Ja

De (2.6) deduz-se que a matriz I.4 deflnida por Me1, - l.rr é simétrica por ser limite de

:rma seqüência de matrizes simétricas (Vwi.Ywi)n.n,r.n. Por outro lado, tem-se que:

Tt^

(M @, Ol u p1,r1nl : ],s 
nD,o:, 

J np 
;ç *Y wí .Y w'r :

2
rL

Í. l"*v-í VÕ € [2(O)]",Q: (p,,... ,pn)0

k:1

- ::r-le 1í é positiva no seguinte sentido:

(MA,O)o,*1,oço) ) 0, VO € [2(CI)]"
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.{lém disto, deduz-se de (2.6) que

tt'* -- p*.et: 
i31 Ywi.Ywi, em 2'(f2),

onde (VT.r.,7.V*?) é uma seqüência limitda de .Ll(ft). Donde lt'* e uma medida de Radon,

I.3. O Resultado de }lomogeneização para a Equação Hiperbólica com um

Terrno de Pressão

O objetivo desta Seção é demonstrar o resultado de homogeneizaçáo para a equação

l:iperbóiica com um termo de pressão (Teorema 3.4). A semicontinuidade inferior da

:nergia é também demonstrada (Teorema 3.5).

Considere um domínio limitado ll de R" (" >- 2) e o domínio 0. (como na In-

::odução, página 7), obtido removendo-se de f) um conjunto ,: : 'Ú'4 d" "pequenos"
i=1

'':racos para os quais a hipótese (2.1) é satisfeita. Seja 7 ) 0 um número real dado.

l'onsidere o problema misto para a equação hiperbólica com um termo de pressão:

u! - L,u" * Yp, : Ír, em Q, : Í-1, x (0,7)

div u. :6, em Q"

uu: 0, sobre X. : f, x (0, ?)

u,(r,0) : 
"3 ,u',(r,0) : "1, em í),,

:-,ie os dados u2, u!, /u são supostos satisfazerem:

u! e 11, ) lH' (o.)1", e v,, f , € W'1,'(0, ?; [r'(Í-r")]"),

V" : {u; u e lH}(O" )]", div u : 0, sobre Ou }, e

H": {u;u e [L'(Q,)),div u:0, sobre 9,,u.u:0, sobre lu],

1u
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sendo y o vetor unitário normal a f, dirigido para o exterior de f,),. Os espaços V, e H,

também podem ser descritos da seguinte maneira:

H, : Vl-L2(o.)), e V, : Vyà(Q.)1",

onde V. : {ç;,p e lD(çl)l', div ? : 0, em f),}.

Um resultado devido a Lions (ver p.ex. [23]) garante a existência e a unicidade de

soiução fraca u": u,(r,ú) da equação (3.1) homogênea que satisfaz:

3 3) u" € co([o ,T];v,) n c1([0, T]; H,).

-\lem disto, definindo para qualquer Í € [0,7] a energia ,8.( ' ) por:

E"(t) : 
f,lfu',{r)111",s.11^ 

+ }llv,"{ t)llly,p.11-,

- :r--se a seguinte identidade da energia

E,(t): E.(o) + lr' ln.r,(*,s).u'.(r, 
s) d.s,

: s. em [0,7].

Teorema 3.1. Suponha que

u! e v, n [Í/2(o,)]", u! €v", f" Çw7,1(0,?; lL'(a)]").

:-:ão. existe uma única função u, satisfazendo:

)i u.ÇL*(A,T;Vu)

r; u|e L*(0,7;V")

i! u'!eL*(A,T;Hu)

em

If tmonstração: Procederemos a demonstração em seis etapas

u'! - L.u, *Vp,: Í,,

u,(r,0) : 13, u',(r,0)

L'(0.,r; [H-1(r}.)]")

:, em f).u
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Etapa i: Estimativas a priori.

Considere o espaço Í":V" n [f/2(Í^r"))".Í, é um subespaço separável de V", por-

-a:rio existe (.i)reN, base deí", iivre e total em 7r. Considere agora o subespaço m-

i::nensional denotado po, Í"-: lwi,uí,. . . ,u"^), gerado pelos rn- primeiros vetores u,f ,

- 1.2. . . . . m. Então propomos o seguinte problema aproximado:

(u'!,,(t),u) + a(u",,(t),r) : (Í,(t),r), Vu e Í"^

u",.(0) : u2,, -- u2, forte, em V, a[Hz(f).)]"

,',,.(0) : u!,n - ul, forte, em V,

r.r.j:Â.V, Yu dr

Estinrativa 1:

Fazendo u : u'rrn(t) e Írrn, resulta que:

l*ri'"^(t)l' + oçu", (t))) : (/.(ú), ,'u,,(t)), 0<t<T

...--::ardo de 0 a ú, 0 ( t {7, obtemos

t:lr'"*l' * llu"^ll' : l"',^l' + ll"2*ll' + z (/"(r), u',*(s)) ds 1

(c* t
Jo

T

t:l/.(s)lds + l/"(/)l lu',,,(s)12 ds

:il ll1a31o11""l l:i i;.r'1n.;1"

l,r Lema de Gronwall, segue-se que:

u,* é limitada em I-(0, T;Vr), independentemente de m. e

u',,n é limitada em I-(0, T;H,), independentemente de m.

:-- . existe subsucessão, ainda denotada pelo mesmo símbolo, tal que

'ur^ a 11", fraco-estrela, em tr-(0, T;V")

u'"* a u'u, fraco-estrela, em I-(0, T: Hr)
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Estimativa 2:

Fazendo t :0, na equação aproximada (3.10) obtemos:

_l ("'!^(O),u) + ((u"-(0),r)) : (Í"(0),r), Vu €t"*

,:io que .f. € W1,7 (0,7; [r,(f).)]") , Í, e Co([O, T);lLz(9,)]") " porranto faz sentido

.-:-uar /.(0), " /.(0) € [r2(O,)]".
Tomando-se u : u':*(0) em (3.12), resuita que:

l"'!,,(o)12 : (Lu!*,"':,.(o)) + (/,(0), 
",:,_(0))

l"'!^(o)l < la"3-l + l/"(0)l < c

.' : =::clentemente de m.

-\gora, derivando em l, a equação aproximada (3.10), obtemos

("'!',"(t),r)+((u',,-(t),r)) : (ft(t),u), Vu e Í,,n

- .--.-: io-se u: u'!,.(t), em (3.14), resulta que:

|fift,L:*füf + llu'",,(t)l l' ) : (Í:(t), u':,.(t))

' ::.::-(io-se (3.15) de 0 a ú, obtemos:

lu'!,,(t)l' +llu',*(ú)ll' < lu!*(O)l' +llu!,,|f + l, l/j(s)lds+
T

+ t: l/J(,)llu'!*(s)12 ds

Do Lema de Gronwall, de (3.13) e (3.10)3, resulta que

i"'!*(t)l'+ |lu!".(t)ll' < r,

:- i-::.temente de rn

18



Portanto, u'u,n é limitada em tr-(O, T;V,), e u!,, é limitada em I-(0, 7; .EI.), inde-

: =tdentemente de m.

Logo, existe subsucessão, ainda denotada pelo mesmo símbolo, tal que:

u I
€nL

il
arn

JU fraco-estreia, em I-(0, T;Vr), e

fraco-estrela, em I-(0, T; Hr)

T

T T

(Í,(t), u)0(t) dt

3.16)
u

Etapa ii: Passagem ao limite.

-{ Estimativa 1 já era suficiente para a passagem ao limite, assim, fixando-se m,,

:-.iclerando-se m > mo) multiplicando-se a equação aproximada (3.10) por 0 € D(0,7),

.---cgrando-se de 0 aT, obtém-se:

3 -i

-t,

lo' @':*(t), u)o(t) dt + lo a(r,*(t),u)0(t) or : 
lo

- :::ir todo u e Í"*.
Integrando-se por partes a primeira integral, obtém-se

(Í,(t),u)0(t) dt

- :--airdo-se o limite quando rn tende parao infinito, observando-se (3.11), conclui-se que:

(r',^(t), u)i,'(t) o, * l, a(u"*(t),u)0(t) Or : 
lo

T

T
(f,(t),u)0(t) dt

:a:atodo u€Í"*,.
Sendo o" t"^" d.ensos em V", conclui-se que (3.19) é válida para toda u e V,, e

: a D{0,7).

.Lida de (3.19), temos

- lo' ,'"U),u)r'(t) dt + lo a(u,(t),u)0(t) o, : 
lo

- lo' n',rt) , u)g' (t) or * l, (- az, (t ) , ,) v; ,,,,. 0 (t) dt : 
l0

19
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:rara roda u e Ve.,e0 e D(0,7). Então, definindo-se9.(Í) : Í,(t)*Au.(t) e V:. de (3.20),

:,ieil.oSl

-t,
T

u',(t)o'(t) o, : 
lo

T

-.-:sioqueue€w1'o"(0,7;v")ef"er',(0,7;lL2({t")l",segue-sequeu'rQgr€rl(0,7;v!)

- satisfazem (3.21). Então, pelo Lema 1.1 de Temam, [39], resulta que:

:1.21r s,(t)0(t) dt, v:em

t:tl u'"(t) : ( + 9,Q) ds, Ç e V!, constante, ú e [0. ?]

- :: anto.

u', e co([0,\;v!)

--.:- :a. de (3.22), obtemos que:

\"'!,0) : \9,,0), para todo 0 e D(0,7),

.':.- implica em que u! e L1(0,7; V!) . u'! : g", em Lt(0,7;V!), i.e.,

i : apa iii: Introdução da pressáo.

De (3.19) temos que:

u'! - A,ur: Í", em tr'(0, T;V!)

/ ôu"(zi''d

dt )
I a(u,,u) : (f,,r), Vu €Vu, q.s. em [0,7]

Definamos agora:

u"(t): t: t:u,(s) ds, F,(t) : f,(s) ds

- :.. i-. € Co([0, T);V,) e F, e Co([0, T);lL2(A,)]"). Integrando (3.26) de 0 a ú. obtemos
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Daí, segue-se que

tal que

- 0, Vu e V", Vú € [0,7].

Pela Proposição I.1.1, Temam [39, p.14], para cada ú e [0,7], existe G,(t) e Dt(ç1,)

* - u! - ntt"(t) - F,(t) - grad G,(t)3.27)

Pela Proposição I.1.2-ii, Temam [39], G"(Í) e L2(Q,) pois D;G.(Í) € .F1-'(O.)

-1::.t11r.

grad G, e Co([0, T];lH-' (fr")1")

" portanto

G, e co ([o, r];12(CI")).

l=:o nos possibilita diferenciar (3.27), na variável ú, no sentido das distribuições em Q"

,lolocando-se p" : -W-, resulta que:

3.2S) u'! -L,u"*Yp,:Í,, em D'(0,7;lD'(A")l).

l--'-a. reguiaridade dos termos que aparecem em (3.28), obtemos que:

, l9 u'! - L.u, *Yp : f u, em L'(0,f ;lH-' (fr")]").

i,:apa ir': Verificação das condições iniciais.

Pelo Coroiário A.1.2, e (3.11), temos que

(0,u,,-(t)) v!,v, - Q, u,(t)) v!,v, t

- :::- r;;alquer á e V:, e para qualquer Ú € [0,7].

Em particular, para ú : 0,

\0,u,^(0))v!,v" + (á, u"(0))\/!,v" t
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- ::i aualqúer 0 e v:.

\Ias. de (3.10)2,

u",.(A) ---. 
"!, fraco, em V,,

-:- €.

(0, u"*(0)) v:,v" ---+ (e, 
"2) v:,v.,

-e-cualqrer0e_V:.
Da unicidade do limite segue que u"(0) - u!. Ainda pelo Corolário 4.1.2, e (3.16),

---- .rs que:

(0,,u',,,(t)l v:,v. ---+ (0, u',(t)) v:,v.,

.::- .:ualquer á e V:, e para qualquer ú € [0,7]. Em particular, para ú:0

(0 , u',,,(o)) v! ,v, + P , u',(o)) v! ,v, :

,::.raiquer0eV!.
l.Ias de (3.10)8,

u'"r.(O) ^ u1r, fraco, em V.,

(0 , u',,,(o)) v! ,v, + Q , "!) ,; ,r, ,

.':alouer 0 e V!.

la unicidade do limite segue que u!(0) : u]

1::pa r': L nicidade.

?ara provarmos a unicidade, consideremos (urrpu) e (ü",pu) duas soluções dadas

' --r:ema 3.1. Então o par (u,,q,) -- (u, - tt,",,p, - p") é uma solução de:

*: - L*" + Vg" : o, em L'(0,"; [ã-1(f),)]")

div tl" : g, em Q,

u, :0, sobre X.

tl;"(0):u!(O):O
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Temos que u! € ,-(0, T;V").-+ tr-(O, T;lHà(Í-r,)]"), portanto faz sentido compor

, .J., I com ur!, e assim:

t: \u'! -4., + Yqr,w'")e, ds : 0, com 0 <, < T.

- .'.:e resulta

; l,' *t.!(,)t' o, *; l,' *tt,.(,)t t'd, - lo'rr" 
div u!)ds : 0

t -rlros que:

l.|(t)12 + llw,(t)l l' : 0,

', '-::-,.io que ?rE :0, em [0,7] Resulta também Que P. é única a menos de uma adição

- -:-l: função de ú.

-::Da vi: Final da demonstração.

Jemonstramos que) pela extração de uma subseqüência ainda denotada por (u"-),

- ::ência (u.,n) sastisfaz (3.11)r e (3.16), ou seja:

'ur^ a LL* fraco-estrela, em tr4t''-(0, T;\'r),

-.:---': ir=- satisfaz (3 9)

.:- :ricidade da solução de (3.6)-(3.9), permite-nos deduzir que toda a seqüência

- .:::isfaz (3.11)1 e (3.16).

-.' , completa a demonstraçáo. I

l. -:=ma 3.2. (Regularidade da solução).

.-- .:,,^'-:qão do problema do Teorema 3.1 possui a seguinte regularidade:

uu € Co ([0, ?]; %) n C'([0, T); H,)

, : :.'::ronstrarmos o Teorema 3.2 necessitaremos do seguinte lema
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Lema 3.3 (Gronwall).

Seja zn € 11(0,7;R,) tal que m) 0 q.s. em ]0,7[ e a) 0 constante rea1. Suponha

.'re g € ,-(0, T), g ) 0, sobre ]0,7[, verificando a desigualdade:

,:a todo t €]0,7[. Então

2 t:
1

s(t)' s Ji o' + z m(s)s(s) ds,

, , (" + l,'-(,) ,,) , en [0, 
"]

pt: lu!,, - u!,1' + 11"2,, - uz,ll' + z 
Jo 

{Í,,"{") - Í,.(s),u',,n(") - u'u,(s)) d,s

s (t)

Dernonstração: V-er Brezis [5], Gomes [13] ou Medeiros [28]

Dernonstração do Teorema 3.2: Consideremos Íu,n € Cl([0,"];C0(CI)) tal que:

- ?.)r.): I Ír* - f ,, forte, em ,'(0, T;lLZ(A\)

Seja agora (ru-)-.* a seqüência de soluções aproximadas que aproxima a solução

Então, se m) n € N, nt > n) da equação aproximada (3.10), temos:

13 ("'!,-(t) - u':,(t),u) + ((u.,-(t) - u,.(t),r)) : (f,,-(t) - Í",(t),u),

' ::e- tod.o u e Írrn.

Tomando-se u : u'",n(t) - u',,(t) em (3.33), obtemos

,-' .:ando de 0 a ú, 0 < t { T,obtemos

lu',,.(t) - u',.(t)12 + llz.-(t) - u,.(t)ll2 :
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- .: :esulta que:

- 3=, (lu',,,(t) - u',,(t)l' + 1|u,,.(t) - u,,(t)llr) <

2 ,',,- - u:,1' + llu\,, - u\.ll' *, /, (Í,,"(t) - Íu.(s),r',,,(t) - r!"(r))dr) <

/: lf ,,-çt7 - /""(r)l lu'",,(t) - u'",(s)l ds

- ::tllmos

g(t) : lu',*(t) - u',.(t)l -t llu,*(t) - u,,(t)ll,

m(t) : lÍ,,-çt1 - Í,"çt)1,

-''::- )s da desigualdade (3.34) que:

1

,s /;
(t)'<Jio'+z m(s)s(s) ds,

l"!,, - "!,1+ ||"2,, - ," 0ll., lla.:
{,

-----:--. cio Lema 3.3, segue que:

.: lu',,, - u|,1+ llu,,"(t) * ","(t)ll í

< ,0"!,, - ul.l + ll"3,, - "3,11 
+ t; lf ,*çt1 - Í,.(t)1ati

r-.:r-io. das convergências (8.10)r, (3.10)s e (3.32), e de (3.34). segue que:

.?,g" lu'"*(t) - u'",(t)l -' 0, quando m.n --+ 6

,?,%.11""*(t) - u,,(t)ll - 0, quando m.n -+ c.

r '. -..-)-€N é uma seqüência de cauchy em c0([0,7);1r"), e (u',n),.,,e* é uma

-- :-':a de Cauchy em Co([0, T); H").

ox
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Isto implica em que:

u,,n - (, em Co([0, T];V")

u'"^ - t, em Co([0, T]; H,)

Logo, de (3.11), concluímos que ( : u,, € : u'r. I
-\pós termos obtido a solução da equação hiperbólica com um termo de pressão,

loinínio f)", para 6 ) 0, fixado, vamos agora obter a soluçáo desta equação em todo

, ::- ,geneização, que é dado no seguinte teorema.

Teorema 3.4. Suponha que (2.1) seja satisfeita e considere uma seqüência de dados

' .' : S:aZendO:

u2 - uo, fraco, em V alH2(O)]"

í! ^ u', fraco, em v

í" - Í, fraco, em L'(o,r;lL2(a\)

Í! ^ f' , fraco, em ,'(0, T;lL2(çt)l)

/,(O) - /(O), fraco, em lL'(O))

-i seqüência de soluções u. do Teorema 3.1 entáo satisfaz

ií a u, fraco- estrela, em tr4l1'-(0, T;1r), e

P,(p,) - p, fraco, em ,t(0, T; L2@)lFJ)

.. -. e lu,p) é a única solução do sistema hornogeneizado:

u" - L,u*Mu*Yp: f, em Q :Qx (0,7)

div u :0, em A
u.:0, sobre X:f x(0,7)

u(0) : uo, u'(0) : u.7, em Í-,

u € Co([0, T];v) n c1([0, T);H)
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-,=tnonstração: Procederemos a demonstração ern seis etapas.

Etapa i: Estimativas a priori.

Temos, de (3.11)1, (3.16), e do Teorema de Banach-Steinhaus, que

llCIllz,-to,r;v) S Ip,#llu,,-llr*p,r,v,1 1r, ve > 0

llÁllt*o,r;v) í t*y$ llr'",-llL*ço,r,u") 1 c, Ve > 0

llí! ll r* o,r. ;lL2 (o))^ ) < tf- r1f ll"'!,,11 r* ç0,r,1r,( a. )l * ) ( c,
' m1(x)

Ve>0

-{ssim resulta que

u€

u,l

- existe subsucessão ainda denotada peio mesmo símboio, tal que

u'^

é limitada, em tr-(0 ,T;V), independentemente de e ) 0,

é limitada, em I-(0 ,T;V), independentemente de e > 0,

é limitada, em -L-(0,7;lL2(çt)1"), independentemente de e > 0

-{gora. de (3.29), obtemos que

fraco-estrela, em I-(0, T;V),

fraco-estrela, em L*(0,7;V), e

fraco-estrela, em .L-(0, f ;lL' (O)]")

T

T

ue - u',

,u U, ,

4 a ,,,,

llVp,l lt'qo,r,1r-'(o.)1,) =, l, l"'!(t)11",1n. \. dt+

lc t,
T

ilr"(t)llpa61n. y], at + c l, ,lf ,(t)l1r.,qa.y- dt

- -:::1OS qüe:

;;r.llz,r1o,r;r,(o.)/R) < .l lVp"llvço,r;la-,(e.)1.) ( c,

Fazendo-se uso do Teorema de Dunford (Teorema A.3.1) vamos mostrar que

:-."::rro Ii : {P,(p"),6 > 0} é relativamente compacto na topologia fraca de

I L:IQ)/R)
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\-amos f.azê-lo em três etapas:

ri é limitado em L'(0,7; L2(9) lF').

Com efeito, do Teorema A.2.2-ti, e de (3.43), temos:

I lp"(p")l lp e,r,r,(a)/R) S "llp"ll r,, (o,r;12 (a") /R) ( c,

.:. iependentemente de e.

., t --+ lp"(p"(t))l L2 ç,)lR" é uniformemente integrável, i.e.,

t, lP"(p"(t))l L2g))/R"dt --+ 0, quando 1t(E)'-+ 0,

----:::memente em y'f.

Com efeito, do Teorema 4.2.2-ii, de (3.42) e (3.a3),

lrlr,{o,tt))lr,(o)/*, 
dt 4 c 

lrW,lülr,1a")/nd,t 
<

= 
, 
lrllvp.(t)l lp-,1a"11^ dt <

,, 
lulu!(t)ltr,<n.y1^ 

dt * 
lrlfu,(t)ll1ro'1n.;1, 

at + c l,
< ctl(E) + c1t(E) *, 

lulí,0)17r.,p11. 
dt.

l/.(t)ltpro,y" dt I

-.-. cie (3.37)s, tem-se que o conjunto {ír,, > 0} é reiativamente compacto na topologia

- ., cie L1(.0,7;lL2(t)))"); e portanto as funções t à lÍ"U)l;r,,1o;1, são uniformemente

'.'.::ár'eis sobre [0,7], (ver [12, Teorema , p. 104]). Assim temos a afirmaqão satisfeita.

: 
-1, P,(p"(t))dt,6 > 0) é relativamente compacto na topologia fraca de L2(í)), VE c

I . mensurável.

Com efeito, novamente do Teorema A.2.2-ii, e de (3.43),

1r I r
I I P,@,(t\dtl s I lp"@,(t))l,,ror d/ <
lJe lrz@) Je

=, l"lp.(t)ir,1o., 
d, <, I,
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.:-i:ormemente em e. Portanto,

{ l"r,*,(t))dt,, , o}

:.^ati'namente compacto na topologia fraca de I2(Ç)), VE C [0,?], mensurável.

Das três afirmações acima obtém-se que ,I( : {P"(pr),6 > 0} é relativamente com-

' :-io na topologia fraca de 11(0, T;L2(O)lP-). Logo, existe subsucessão, ainda denotada

' '. , mesmo símbolo, tal que:

P"(p,) - p, fraco, em I'(0, T;L'?(qlP.)

itapa ii: Passagem ao limite.

Do Teorema 3.1, temos que

em tr'(0, T;IH-'(f).)]")u'! -L.u,*Vpu:Íu,
div u. : g, em Q"

Compondo a equação (3.45)1 com t[(t)uí(*)ç(t), onde a e D(0.7), ç e 2(0) e

'omo no quadro abstrato de hipóteses (2.1), obtemos:

=. (u'!,$(t)wi@)v@))q. * (-42,, $(t)ui@)ç(r))q.

* (Vp., rl,(t)wl,(r)v@))q.: (f ,,1b(t)u)í(r)v@))q. ,

:-i-.. .,.)e", aqui e daqui em diante, denota a dualidade entre tr'(0,T;]H-'(C,")]") 
"

- - 0. 7; [fíj(O"]").
Integrando por partes, na variável r, o 2etermo de (3.46), obtemos:

/,
(-4r,, ,b.íçl q" : Vu" .V(tlwf,ç)drdt :

-- lo"Yu" 
' ,bY*íp drdt + lo"ou, 

' l.twiYe drdt
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Por outro lado temos que:

=)l lo.\-L*í,r!u"?) e. : Y*í.Y([u"e)drdt :

Daí resulta que:

=9)

- ::-,-ctituindo (3.49), em (3.47), obtemos:

l0 t \_ Lu,,rb.'*ç) e,: (-Atr[ ,,rbu,ç) e. -

lo,ou, 
' 'bY'íç d'rdt : (-A'i ,'bu,?) q, - lo,Y-Z 

' l'u,Ys d'rd't

: 
lr,Y-"k' úYu"9 d'rdt + /r.o*,''bu"vç 

drdt'

r 51) (Vp,, ,h*íp)q" : - lo,p,rhwí'Yq 
d,rdt,

Substituindo (3.50) e (3.51), em (3.46), obtém-se que:

. i2)

(u'!,ú*'rg)q" * (-A.i ,,rhu,ç)q" - [^ Y*í'úu,Ypdrd,t*
JQ,

I o,, 
u,' gv wiY ç d"r dt - l r, o,ú.'r' v ç d'rd't : \f ", 

rb*'*e) e,

Integrando por partes, na variável r, o 3q termo de (3.46), obtemos:

+

Agora multiplicando (3.45)z porubqíç e integrando em Q., obtemos

/o,
,!q't çV . u, drdt : 0

Integrando por partes, na variável r, obtemos:

lr.r-r' ,bu,Ye drdt + lr"rr"' 
gwiYe d,rdt.

(Vqí, úr"?) q. * lr.rbqív ç . u, drdt : o

_ :--t.) I
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Somando (3.52) e (3.5a) resulta que

lo.
(u'!,rb-ív)q, I lVqí - L*í,úu,v)e. - Vrí . uu,Ygdrdt+

lo.
Vu. . ú.íY ç hdt - p"úu't.Yçdrdt+

+
Ío.

lo.

(u'!,rb-íç)e,: u, . tb" w"kg drdt :

Análise dos termos) em (3.55)

- Termo: Após integrarmos, em ú, duas vezes por partes. e aplicando Fubini, obtemos

t,

l. U,
dr

T
,h'ú, dt)eu*9

\Ias, da hipótese (2.i.iii)1, e do Teorema de Rellich-Kondrachoff, para uma sub-

'::são ainda denotada pelo mesmo símbolo, temos que:

u'k + ek, forte, em [r'(f))]",

3..10)1,

T T

,, -:, oara uma subsucessão, temos que:

T T

ls" udt, fraco, em [IIo'(í))]",

e*g

t,

uu

t,

,b"úo, - Í,

,b dt forte, em [r'(Í-l)]"

-{ssim, de (3.57) e (3.58), obtemos a seguinte convergência em (3.56)

ú"ú,dt-- l,

\u'!,rh*'*ç)o. - ln
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:j 60) (vqí - L*í,úu,,b)q.: (on, - L*í,(lr' ,t,r,or)r)"

2l Terrno: Temos que:

Agora, defi.nindo ?/,(r) -- f{ 1bú, dt, resuita que

3.61)
1,"

u,(*) - $u dt fraco, em [/í01(O)]", e

N(")

U"(r) : g, T,: U ':em
i:1

Assim, de (3.61) e dahipótese (2.1)", obtemos a seguinte convergênciaem (3.60)

-.1 
.

Termo: Aplicando Fubini, obtemos que

(vqí - L*í,,b,,?)q" - (r-,(lr' O"or) *) 
,

lr"o.r. ,huYç d,rd,t : lrr., U,

T
,b u dt Y9 dr.

t;u,(r) -- rlu dt, forte, em [r'(CI)]"

e

Da hipótese (2.1)iii, pata uma subsucessão ainda denotada pelo mesmo símbolo

-'-.:-Se qUe:

Vtr[ --+ 0, fraco, em lL'(çt))' ,

3.61)1, do Teorema de Rellich-Kondrachoff, para uma subsucessáo ainda denotade

::lesmo símbolo, temos que:

-\ssim, obtemos a seguinte convegência em (3.63)

ln.
Y*í . ,huYç drdt ---, 0

I

ao
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4q Termo: Aplicando Fubini, obtemos que

1o"",''bwíY? 
d'rdt : ln*í'* " (/

T
r3.66)

'3.67) V

lbú, dt dr

De (3.61)r, para uma subsucessão ainda denotada pelo mesmo símbolo, temos

t,
T T

Ibú,, dt -V $u dt fraco, em lL'(ç)))'
U,

Assim, de (3.46) e (3.67), obtemos a seguinte convergência em (3.66)

3.68)

5a Termo: Apiicando Fubini, obtemos que:

1o,",''b*ívçdtdt-- ln"*', " (/

lo"o,f*,'Ye 
d'xd't : ln'í ", (1,

T
t[u dt dt

,bQ 
"@,)dt

dc

pois, Q"(p,(r)) = p,(t), em O", q.s. em [0,7], eu)'^:0, em 0-0,
NIas, de (3.37)2, segue-se que:

3.6e)

:j.70)

3.71)

''i Termo: Aplicando Fubini, obtemos que:

f o,o,'b*'r 
' Y ç d'rd't -' lr"x 

'Y s (lr' 't', or) o',

T

,hp dt, fraco, em L'(çl)
t,

T T
,hQ"@,)dt ^ l,

Assim, de (3.57) e (3.70), obtemos a seguinte convergência, em (3.69)

lo"nírlu,'Ye 
d,rd,t : fnúvv (lr' U," o,) 0,.3.72)
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À,{as. dahipótese (2.1.iii)1, e de (3.64), obtemos aseguinte convergência, em (3.72)

t, qíúu, .Ytp drdt ---+ 0

- Termo: Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos que

I -O \.). r.) J

.,. hipótese (3.63)3, resulta que

ln,''' úw"x? d'rd't : l*'" U,

T

'h 
Í,dt dr

l,' 't'í'ur' l, ,bÍ dt, fraco, em lL'(O)l
T

Assim, de (3.57) e (3.75), obtemos a seguinte convergência, em (3.74)

lo, t' ' ú'7ç drdt '' 
ln

et? (r," úÍd.t dr

-\gora, passando ao limite da equação (3.55), fazendo ? : ?k, somando em ,k

---'era-ndo Õ : (pr,?2,... ,p,") € [2(f))]", combinando (3.59), (9.62). (3.65), (8.63)

-- . 3.73), (3.76), e aplicando Fubini, obtemos:

ffi (1"' o d'),r),,,D\o,r)+ \\Ma,u)ç,'h)o,,oço 11 +

. (l.vu'VÕ dr'|'j> 
D,,D(o,r)

Ir *0,,,t\
Ja / D,.D(o,T)

+ ((Vp, Q)ç,ú)o,,D1o,ry :

:(

:

\-isto q:ue M é simétrica, resuita que:

d2

*(",a) + (Mu, Õ)n * ((", Õ)) * (Vp, iD)o : (,f, o),

em D'(A,T), VO € [2(Í-r)]".
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Como 2(CI) é denso em f/ol(í)), segue-se que (3.7S) é válida para todo u e lH[(f))]"

Etapa iii: Verificação das condições iniciais.

Pelo Corolário A.1.2, e de (3.40)1 e (3.a0)2, temos que:

(0,ú"(t)l v, ,v --+ (0,u(t)) v, ,v t

:rara qualquer d e V' , e para qualquer ú € [0,7]. Em particular, para ú:0,

(á, ü,(0)) v,,v (á, u(0)) v,,v t

-:ara qualquer á e V' .

Mas, de (3.36)r,

ú"(0) - so, fraco, em V,

-::O e.

(á,ú"(o)) v,,v (o,uo)r,,r,

' ..:a qualquer d €. V' .

Da unicidade do limite segue-se que u(0) : LL}. Ainda pelo Corolário 4.1.2. e de

i -6), temos que:

u'rrr(t) - ,'r(t), fraco, em V- Vt € [0.7]

---.in. do Teorema de Banach-Steinhaus, obtemos que

lla(Í)llv : llu',(t)llv. í limff lluL,.(t)llv, { ,,

- 
= [0,7], independentemente de e .

Portanto, para uma subsucessão ainda denotada pelo mesmo símbolo, resulta que

u',(t) - u'(t), fraco, em V, Vt e [0,7]
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rara qualquer 0 e V', e para quaiquer t € [0,7]. Em particuiar, para I :0,

rara qualquer d e Vt .

Mas, de (3.36)2,

,r:"fOl .-. s1, fraco, em V,

:sto é,

(r,qrol) v,,v (o,u') r,,, ,

para qualquer d e V' .

Da unicidade do iimite, segue-se que u'(0) : u1

Ftapa iv: Unicidade.

Para provarmos a unicidade, consideremos (ur,pt) " (rr,Pz) duas soluções dadas

'-o Teorema 3.4. Então o par, (-,q) : (rr -ltr2tPt - Pz), é uma solução de:

,'(0, T;lH-'(fi)1")em

3.7e)

I:':nos que u.,' e ,*(0, T;V)'--+ tr-(0, T;lHá(fl)]"), portanto faz sentido compor (3.79)r

:n **', e assim:

u)" - Au* Mu;*Vq:0,

div tl : 0, sobre A

?t, : 0, sobre »

to(0) : u.,'(0) : g, em fl

i0)

- que resulta:

S11

['
J,

(-" - L,u -f Mu: *Yq,-')s ds : 0, com 0 < t < T

; l,' *r-'(,) t2 d's ** I,' *l-(,)t l2 ds*

*; l, !* @*{"),.(,))o a" - lo' 
{r(s), div .,'(,)) ds : 0
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Visto que div w' : 0 em Q, de (3.81). resulta que:

l*'(t)l'+ |lu.,(t);12 + (Mu(t),u(r))n : o,

orovando que ?r' : 0, em [0, T], uma vez q1t;.e (Mu(t), u(Í))n > 0. Daí resulta que p é única

a menos de uma adição de uma funçáo de Í.

Etapa v: Regularidade da soluçáo.

De (3.36), obtemos que t/" € C0([0,7);V).4 e Co([0,7);H).Assim, das con-

vergências (3.41)1 e (3.42)2, segue-se que:

u € Co([0, r];V) e u' € Co([o, T); H).

Etapa vi: Final da demonstração.

Demonstramos que, peia extraçáo de uma subseqüência (ainda denotada por e ), a

subseqüência (u",p") satisfaz (3.38), com o limite (u,p) satisfazendo (3.39).

A unicidade da solução de (3.39) permite-nos deduzir que a seqüência inteira satisfaz

3.38).

Isto completa a demonstração. I

Temos o seguinte resultado de convergência pontual (no tempo) e propriedade de

semicontinuidade inferior da energia.

Teorema 3.5. Suponha que as hipóteses do Teorema 3.4 sejam satisfeitas. Então, para

irualquer ú € [0,7], fixado, temos:

3.82) ú"(t) - u(t), fraco, em V

3.83) í"(r) - u'(t),, fraco, em H

3.S4) [ 1Vuç*,t)12 dx * (Mu(r,t),,u(r,t))o S
Jn

l.Iiminf lVu,(r,t)12 dr
e*0

3.85) [ fu'@,,t)12 dr < limipf / lu',(*,t)12 d.r
Ja €+u Jç.

E(Í) < liminf E,(t),
F+0

3.86)

ót



onde a energia t.( . ), para qualquer ú € [0,7], é definida por

E ,(t) : )lu',{ül?", @ ")j^ 
+ f,N 

, "{t)ll* p 
"y1-,

e

Demonstração: Temos que

fraco-estrela, em ,-(0, T;V)

fraco-estrela, em tr-(0, T;V) ,-- L|(0,7; H)

E (t) : 
)lr, {r)l7r, rol, r }V "A»ir: 1 o;1, 2 + f, <u " ç),, (ú ) ) o

ue- u,

uIL

Portanto, pela Proposição A.1.1, resuita que

ú,(t) - u(t), fraco, em V, Vt e [0,7],

o que nos dá (3.82).

De (3.16), e pelo Corolário A.1.2, resulta que

u'"rn(t) - u'"(t), fraco, em V", Vt e [0, ?]

Daí, pela convexidade e semicontinuidade inferior da norma, segue-se que:

llri(t)llv : ll"'"(t)llv < liminfllu'"*(t)llv, 1 c,
m+@

:ndependentemente de e, Vú € [0,7].

Assim, para uma subsucessão ainda denotada pelo mesmo símbolo. obtemos que:

"L(t) ^ u'(t), fraco, em V, Vt e [0,7],

o que nos dá (3.83), uma vez que I/ ,--+ H.

Para a obtenção de (3.84) observamos que:

ú"(.,t) e v

ú"(r,ú) : 0, sobre

ú,(. ,ú) - u(.,ú),

7", e

fraco, em V, V t € [0, 7].
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- {o. peio Teorema 4.2.1, segue a desigualdade (B.ga).

Agora, para a obtenção de (3.85), observamos que, de (3.83), resulta imediatamente
:-:

lu'(t)117,1ar1" S ligr;f lu',(t)lp,p11^ ,

lu' (t)12p, 
lart " S [igy flu'" (t)lp, 1o)], I 

2 í ligr;rf 
I 
u'" (t)l?r, o».,

:'re nos dá (3.85).

Agora, somando as desigualdades (J.84) e (3.gb) obtemos:

fnfu'{*,t)12 
dr + fnlvr{*,t)l'dr * (atru(*,t),u(r,t))ç <

fn.W'"{r,t)12 
d,r+ riminr;[ 

.lyu"(r,t)12 
d,r <( lim inf

e*0

< lim inf
e+0 (/*.r',n,t)12 dx * 

/n,rYuu(r,ür 
d.) ,

,:ssifn obtemos que:

E(t) < ligrffE',(ú)

r'.re nos dá (3.86)

-.-i Enfraquecimento da Hipótese (2.f),"

l\esta seção vamos mostrar que a hipótese (2.1),,, a saber

?.1)," F* e [w-1'-(í))]",

' 'r é necessária para demonstrar os resuitados que foram enunciados. Mais precisamente,

-lrstituiremos (2. 1)i.,, por (2.l)ti,:

.) 
I )l- - /lv H* e fí-l(O)1",

- fácil ver que a hipótese (2.1)i" é suficiente para fazer sentido à hipótese (2.1),.

1<À<N,

1 < k <.^'I
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Agora apresentamos um lema de 1950, devido a J. Den1,-, que é fundamental para o

-- pretendemos

Letna 4.1, Seja Q um aberto qualquer do R", e /-, uma medida positiva de Radon tal que

. a H-t (fl). Seja u € I/01(f)), então tem-se que u € r1(f), d,1t), e:

|',u)a: [ ,ar.
JA

Demonstração: (cf. H. Brezis e F.E. Browder [6, Th. g, p. 256]).

Definição, IJma medida de Radon é positiva no seguinte sentido:

Vç € C.(tl),com p ) Q, [ çdp> O,
Jn

-- -' c.(o) é o conjunto das funções contínuas com suporte compacto em f).

A próxirna proposição permite fazer sentido (M,uu)ç, quando luI e IU-t(f))]", "
= iffJ(Cr)]". Isto nos possibilitará obter resultados similares aos da Seção 3.

' :oposição 4.2. Suponha que as hipóteses em (2.1) sejam satisfeitas apenas substituindo-

-.^ ri., por (2.1)j". Seja uma seqüência z, € [ãor(fr)]" tal que:

ze ^ Z, fraco, em

V' ,. -+ V '2, forte

lflá(CI)1"

z":0, sobre os buracos

,em L'(9)

("i)I(i')

l.v,r * f, » z;z1dp'i IN,,]'.
Jo

< lim inf
e+011i,j1n

o- 
ln t{i,1{.n

» z;z1dpr.'i ( *oo,
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'r seja, z e L2(Q;{M), onde

L'(ç; dM) : {, e V,'ça));l ln » z;2, d,p,'il < +oo
)

lnvu{r,t)|'? 
ar + 

ln t u;(r,t)u7(r,t) dp.'1 <

7{i, j1.n

Jetnonstração: (cf. G. Allaire [1, Lema I.6.2, p. 68])

Teorema 4.3. Suponha que as hipóteses do Teorema 3.4 sejam satisfeitas, apenas

- -'=:ituindo-se (2.1);.,, por (2.1)í".

Então, a seqüência de soiuqões u" do problema do Teorema 3.1 satisfaz:

ú" 1 ,, fraco-estrela, em W''*(0,7;V), e

P,(p") - p, fraco, em ,'(0, T; L'z(C,),R)

--:-, P. é o operador, prolongamento da pressão, definido na Proposiçáo A.2.2, e o par

. ; e uma solução do sistema homogeneizado:

u" - L,ul Mu lYp: 7, em D'(O,T;\D'@))")

u(0) : uo, u'(0) - ul, em CI

u € co([0, T];v) n cl([0, T; H)

, nstração: Praticamente é a mesma do Teorema 3.4.

-' ::-os também o seguinte resultado de convergência pontual no tempo. e pro-

i- semicontinuidade da energia.

-'.::a {.4. Suponha que as hipóteses Teorema do 4.3 sejam satisfeitas. Então. para

- Í 0. f]. fixado, temos:

u"(t) - u(t), fraco, em V

,+Al ^ u'(t), fraco, em H.

liminf
e*0 t.

7(i,j{n

lYu,(r,t)12 dr
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+.e)

1.10)

[ fu'@,t)12 d.r < tim ,ú [ lr!(r. t)12 d,r
J a e-u Jo"

:- ie a energia E,(.),, para qualquer I € [0,7], é definidapor:

E(t) : 
|fu' o)llr,(o)r, + ; v"( » ui@,t)u/r,t) d,p,'1

1(i,j(n

Demonstração: É análoga à demonstração do Teorema 3.5, apenas sendo diferente no

-' ::z respeito a (4.8). Assim, para a obtenção de (4.8), observamos que:

ú1.(..t\çVe\ t / -

E(t) < lim inf E,(t),

(*,t) 0 sobre os buracos (T:)

t)l?r, oy., + 
ln

úu
N(")
i:7

ú,(. ,t) --+ u(. ,t), fraco, em V, Vt € [0,7]

- ,scr. da Proposiçáo 4.2, segue-se a desigualdade (a.8).
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CAPÍTULO II

Resultados de Correção

Este Capítulo é dedicado ao estabelecimento e demonstração do resultado de
correção, para isto aigumas hipóteses especiais são feitas sobre o dado inicial ,3. A demon-
stração segue ao longo das linhas de S. Brahim-otsmane, G.A. Francfort e F. N{urat [7].
e de D' cioranescu, P. Donato, F. ÀrÍurat e E. z.,azr.a [g], que adaptaram para a equação
da onda as idéias introduzidas por Luc Tartar [Bg] no caso elíptico.

Hipóteses

Com relação ao dado inicial u! admitiremos que:

- 1)

@2, p! € t,"J (f,.)1" x [r2(f).)/R]

t.fo e [L,(q], ral que:

, €D f)"

V 0, em f).

- 2) ("9,p,(p|)) - (ro,po), fraco, em 1flr,(CI)1" x lLr@)B)

::de uo : uo(r) e po : po(r) é a solução de:

-.ó,
Vpo-Aro+Muo:fo, em f)

V , €rrr f)

- 1) lv"9l'p,1n))^, - lY"ll,.,u,y., I (Mu,u), .

I-Ima das principais etapas da demonstração do resultado de correqão é a con-
'.:qência da energia em C0([0, ?]), assim que antes de enunciarmos tal resultado passamos
,:iemonstração da convergência da energia.

Vp3 - A,u!: yo

0u

Como uma conseqüência do Teorem a A.2.2 deduzimos que:

uo :0
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Proposição 1.1. Suponha que as hipóteses do TeoremaI.3.4 sejam satisfeitas e considere

a seqüência de dados u! satisfazendo a hipótese (1.1) e

15)

entáo

-.0 )

Í, - Í, forte, em L'(0,7;lL2(O))),

E.(t)--- E(t), co([0,7])em

Demonstração: Temos as seguintes identidades

l,' /*"
E,(t): E.(0) * f "(r, s)u',çx, s) drds,

.
l"' l,E(t) : E(o) + f (r, s)u' (r, s) drds,

E"(o) :; 
lr.fu!12 

a, *; 
1..

l.

,[r' lr.f u(r, s)u',(r, s) d,rd,s -- 
-[r' lrto,s)u'(r, s) d,xd,s

v"3 ).
o,r,

E@:; lul12 dr *; l.lv,ol' o. *;(Muo,uo)n

Em virtude de (I.3.41)r, 
" 

da hipótese (1.5), temos

Por outro tado, (1.4) e (I.3.37)2, devido a imersão compacta v & ÍL2(a)],, impli-
- .:tã ürrlâ subsuceSSãO) que:

E,(0) -, E(0).
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i.13)

Portanto. de (1.11) e (1.12), temos que:

E,(t) ---+ E(t), pontualmente, em [0,7]

Além disso, dado quaiquer ú € [0,"]. e h> 0 suficientemente pequeno temos

ll,(t + h) - E,(t), 
= l,'*o lnlÍ"C, 

s)llú',(r, s)l drd,s <

< llú',111*1s,7,1r,@)l-) f, 
o 

lÍ,(q\r,(o)r. ds.

Visto que ú', é limitada em .L-(0, T;[L2(A)]") e /. conrerge forte em -Lr (0, 7; [Ir(O)]" )

implica em que

- -: lE,(t + h) - E,(t)l * 0, quando h -- A, uniformemente em e

:-ue mostra que a família de funções {8.,e > 0} é equicontínua.

Logo, de (1.13), (1.14) e do Teorema de Arzeiá-Ascoli, segue-se (1.6). I
Definamos agora,

e.(u)(t) -- )t,,ttllir,(o")l* + ] tv,{r) llÜqa.y-, ,

: C0([0, r);luô(fi")]")n Cl([0, r);lL2(a,)]"), 
"

e(u) (t) : 
f,l,' {ültL2 (a)t* + } t 

vrt t) l1t, 1a1y-, + f; \u, {t),, (Í ) ) n

--. Í Co([0, 11;lut(CI)]") n Ci([0,7]; [I'?(ft)]").

-\ partir destas definições, apresentamos o seguinte resultado:

' : -sição 1.2. Suponha que as hipóteses da Proposição 1.1 seiam satisfeitas. então:

e,(u, - W,p) -, e(u - ç), em co([0, 
"]),

. , -: € D$,7; [2(O)]"), onde a matriz W, é a rnatriz formada pelos vetores coluna

_ (ri.
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Dernonstração: Temos que:

l. Y ú,,(r, t) V (W,(r)ç(r,t))dr

l.
o YW"Yç(t) .W,v(t) dr -+ 0, co([0,7])

e,(u, -W"ç)(t): e,(u,)(t) + e,(W,g)U) - [ ,',lr,t)W,(r)ç'(r,t)dr
Ja

1.18)

Passaremos sucessivamente ao limite em cada termo do lado direito de (a.23)

19) e,(u,)(. ) -- e(u)( . ), em Co([O,7])

iegundo Termo: Derivando-se no tempo mostra-se que a função é limitada em

-:-' :cí0,7) 4 C0([0,7]), pe]o Teorema de Re]lich-Kondrachoff.

Assim, usando (1.2.1)iii, obtemos que:

lW,ç'( ' )lfr,1n.y1" : lW"9r'(')llr,çn11- -, lçr'(.)lfz,1oy1,,

0 7l)

-::o 1ado,

; II: ç)(t)l?,.,tn,)jn, : lv(w,à(t)llr,ça))., :

: - lLW,ç(t),W,ç(i))o - ' lnr*,vp(t) 
.w,ç(t)d.r - lrrn,lz ç(t)Lç(t)d.r

- lnr*,|' ç(t)^ç(t) d,r ---+ - lrv(t) 
- Lç(t) dr,

:::: r-ista de (I.2.1);;1 e (I.2.1)iv podemos passar o limite em cada termo do lado

. observando que cada termo é limitado em I/[/1,-(0,7), obtemos:

em

- (^11,: ç(t),\a" p(t))o -- (Mç(t), p(Í))o ,
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em co([0,7])

Primeiro Termo: Visto que e.(2")(t): n"(t), temos da Proposiçáo 1.1, que:



Com efeito,

- (LW"e(t),W"p(ú))o : - I e,(t)a *i,»çi1)ri
n

i:1

n

j:t 0

: - » (e;Q)Lwi,çi!).i)a:
; ;-1

: » [(p;(tXvqí - L-í),çiT)*"i)çt- (en(t)v n:,e/t)u:])ç)
i,i:7

1,,.. de (I.2.1),, temos que

(Vq; - L.7,ç;?iui)a - \rt,p;? je j)a ,

: , de (I.2.1)iii ,

9i? jui - 9;9iei. fraco, em [H'(0)]",

Por outro lado, temos que:

- (vqí,e;vpi)n : 
lnní 

div(ç;ç1w?) d* :

q?V(ç;çi) .wl dx ---+ 0,

-') 1 \...-.-.r/lll.

-{ssim resulta (1.23).

Combinando (1.20)-(1,23) deduzimos que:

e,(W, çrX ) -- ,(p)( . ), co([0,7]).

:l*

em

:-eiro Termo: Devido a Proposição 4.1.1 temos (ver 3.41)

ln,u"(r)rb@) 
d,x -- 

lru'(r){:(x) 
d,r,
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para todo 7b € lL*(çl)]", do que deduzimos

1.25) u',(*,) W"(r)rb(r) dr --

'.'rsto que:

lnu'rro) 
.rb@) d.r, ern Co([0. 

"]).t.

sup
,€[0,1n] ll"u',(t,t)(W"(r) - I)$(r) dr í

< ll4llL*ço,r,7r'(o)l')llúlltr* ça11"llW, - /llt7rn11,z -r 0,

- ::r virtude de (I.2.1)111 .

Agora, aproximan d.oç'(r,ú)em Co([0,7]; [r'?(O)]')po, funções daforma f ,to(t)rtro(r),
i=1

::de 4; sãofunções contínuas sobre [0,7], e asTy'; € [I""(O)]",Vi € {1.... .k}. deduzimos,

. ,7.25),, e da limitaqáo de W, em [tr-(O)]"' que:

fr
-.2A) I ú',1",t)W,(r)p'(r,t) dr --- I ,'l*,t)p'(r,t) dr, em C0([0, f]).

Ja Jç

Quarto Termo: Considerando o último termo em (1.18), temos

I lrr, "r:1, 
t) . Y (W,(r) ç (r, t)) d,r : \- /lW,? (t), u,(t)) a

.r7) i , f
| -z I t,lr,t) VW.(r)Vp(r.t)tu- I i,(r,t).W,lr)r\p@.t)dx.(JaJç

Agora consideremos a função:

t *+ -2 lnr,@,t) 
.yw"(r,)vp(r, t)d,r - lnr,@,t) 

.w"(r)Lç(r,t)d,r.

Do TeoremaI.3.4, ú. é limitada em Wt,*(0,f ;lLz({l))" ) assim a família de funções

:.- consideração é limitada emWl,-(0,7), sendo reiativamente compacta em C0([O,t]),

' :cio a imersão W',*(O,T & Co([0,7]). Isto implica em que:

- 2 
l.ú,(t,t) 

.YW"(I)Ye@,t)d,n - lnr"rr,t)w,(x)Le@,t)d.r 
-----+

- lnur*,t) 
. Le@,t)d,r : f nvr{*,t) 

.Ye@,,t)h,

em Co([0, r])
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Considere agora o termo restante (-LW"(r)ç(t),ú,(t))n. Temos que:

'--2e) (-LW"ç(Í), ú"(r))0 : - f r,(r)a wi,u,(t)
n

i:l 0

n

f t(r;(tX -Á..í +vqí),ú,(t))a - lç;U)vqí, ".(t))ol:_1

-,.:. de (L2.1)", temos que:

-.30) ((-arí + Vqi), ei(t)u,(t))n - \t,;,e;(t)u(t))"

.. da Proposição A.1.1,

p;(t)u"(t) - p;(t)u(t), fraco, em [ffot(ll)]" ,--. [H,(f))]", yt € [0,2],

- - rú.(á) : 0, nos buracos 71,'.

Por outro lado temos que:

(-Y qi ,?i(t)u,(t))a : qi div(e;(t)u,(t))dr :

qi V ei(t)u,(t)dr,

t.

t,

-.2.1)iii e do Corolário 4.1.2, pois I/ :.;f'çA11".

Combinando (1.29) a (1.32) deduzimos que:

(- LW,çn, ú") s - (M ?, u) a, em co([0,7])

-{ demonstração da Proposiçáo 7.2 está agora completa. t
-{ seguir apresentamos o resultado de correçáo.

f
I q?vçlt)ú,(t)dr--+ 0,

Ja
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Teorema 1.3. Suponha que as hipóteses da Proposição 1.1 sejam satisfeitas, se u denota

a única soluqão da equaçáo homogeneizada (I.3.39), entáo a seqüência de soluções (u.) de

(I.3.1) satisfaz:

(1.34)

(1.35)

(1.36)

?1'.-u' , em

ú, -- Wru * Rr,

Â'-0, em

co([0, 
"]; 

[r'?(0)]")

com

Além disso, se u € Co([0, 
"]; 

[C0(O)]"), então:

í1.37) E. - 0, em Co([0, T;lUà(O)]")

Observaçáo 1.1. Observemos que combinando (I.3.84) e (I.3.S5) com (1.6) temos pare

qualquer ú € [0,7].

co([0, T],[w;''(o)]")

lu'"(t)12p, 6" )1, * lu' (t)117, p11"

lY")?r,p")r,' * lv "l?r,(o)r,' 
+ (M u'u) n

co([0, \;luà(o)]") n c'([0, 7]; [r'(o)]"),

Por outro lado, de (I.3.83) e (1.3S)1, peio Teorema de Riesz, em [32], obtemos que

1.3e) u'"(t) --. r'(t), forte, em [r'(f))]",

:rara quaiquer ú € [0, ?] fixado. Esta afirmação não é tão forte quanto (1.34), mas é urr

]rimeiro passo nessa direção.

Demonstração do Teorema 1.3: Do TeoremaI.3.4 sabemos que:

-.40) u e C0([0. T;luà(o)]") n C'([0, 
"]; 

[r'(o)]")

-onsidere uma seqüêr,cta ç* em 2(0,7; [2(O)]") tal que:

1.38)

-.11) çk ---+ u) em

':'ando k --+ oo
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1.42)

,.lim limsup{ll(ú, - W,gx)'llr,*1o,r,1",(o)1.) + llV(ú" -W,çt)llr.*@,r,lr,(o)1,,)} : O
Á'-oo e ..0

-1qora observamos que:

-.+3) lltt, - u'll7*ço,r;[r,(o)].) < llít'.. - W,?'xllr*p,r,yr,(o)1")f

+ ll(W" - I)ç|,llt*çr,r,yr,(o)1.) * llçr * u'llr*(0,";[r,(o)]").

Combinando (1.41), (1.42), (1.43) e a hipótese (I.2.1);;i facilmente deduzimos que:

ú', - u', em C'([0, \;lL2(q]\.

. :tanto (1.34) está demonstrado.

Por outro lado, temos:

- ++) llV(r. -W,ç*)ll1-10,r,1r,'(o)1,,) + llV(I4i.(,?k - u))llr*@,r,lr,(o)1,,) <

: rllV(ü. - W,ç*)llr*@,r,lr,(o)1,,) + llvw,(?x - u)|17,-1s,7;11,'(o)1,,)

r V(ú. - W,ç*)lly*@,7;172(0)1,,) + llvw"ll1z,,1o;1", llçr - ullcuo,T,lL,(o)1")

II . I lt,rn 1", llç * - u | 16,.110,r1;[Hà(o)]" )

. I.2.1),, (1.41), (1.42) e (1.aa) concluímos que:

v.R. : v(ú, - w,u) --+ 0, em co([0, T];lL'(f))]"').

. --.:r i 1.36) está demonstrado.

\-amos finalmente considerar o caso onde z € C0([0,7];[CO(O)]"). Em tal caso,

'.iencia aproximanl. çn pode ser escolhida de modo a satisfazer. além de (1.41). a

e asslm

Da Proposição 1.2 temos

}5."0 {ll(4, -W"px)'ll'7*1r,7,17,1o;1,y * llV(ú" -W,çx)1l27*1s,7;1r,(o)1,,)}

< zlle(u - pk)llr-10,11

Co([0, 
"]; 

[Co(CI')]")Pk --+ U) em
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\este caso pod.emos estimar V(ü" - W"u) em .L*(0, T;lL'z(tl))"') " não somente em

I-(0, f;[L'(fl)]"'), "o-o em (i.44). De fato temos:

llV (W,(ç x - "))l l r* e,r,lr,(o)1,, ) 
(

a llv W,(ç* - ") I l r* $,r,[r,(o)],, ) + llw,v (? r - ") I I r- 10,r,1r, 1n;1 " ;

< Ilv%ll1r,,1o;1,'llçr - ull6'0110,11;pc(o)1,) + llw,ll1z,-1oy1"'llp* - 7ll1-10,";[a](o)1")'

Similarmente a (7.44), isto implica;

V-R. : Y(A, - W,u) '--+ 0, Co([0,7]; [I2(f])1"),em

,) que dá o resultado desejado (1.37). I
A demonstração do Teorema 1.1 está agora completa.

Observaçáo 1.2. De (1.6), (1.34) e das definições de Eu e.E, tem-se reaimente que

:.16)
l"'"( )llr,çn.11. --, lr'( ')lfppy", em C0([0,"])

lVú.( ' )l;r,1n. ))^, - lV"( ' )117,p.y1., + (x.[u( ' ),r( ' ))n, em C0([O,f])

troÚL



CAPÍTULO III

Homogeneização da Equação de Navier-Stokes

Neste capítuIo estudamos a homogeneizaçáo da equação de Navier- Stokes) para

iuidos incompressíveis, com condiqões de fronteira de Dirichlet, em domínios perfurados

com "pequenos" buracos. I§osso objetivo é demonstrar o resultado de homogeneizaçáo para

a equação de Navier-Stokes (Teorema 1.7). A semicontinuidade da energia será também

:emonstrada (Teorema 1.9).

Seja f), um conjunto aberto, conexo, limitado do R" (n : 2 ou 3), localmente

- rcalizado de um mesmo iado de sua fronteira f ,, de classe C2, obtido removendo-se de

N(e)
.l um conjunto T, - ,9rr: 

de "pequenos" buracos para os quais a hipótese (I.2.1) é

.a:isfeita. Finalmente seja 7 > 0. Consideremos o problema misto para a equação de

I . ai'ier-Stokes:

u'r-uL,ur*(u, em

div uu : $, em

ue : 0, sobre

ur(r,0) : ,3,

'v)ru*Vp':f,,

Q"

X": l. x (0,7),

em í)",

Q": f)" x (0.7)

-- -= sào feitas as seguintes hipóteses sobre os dados:

u0, ev, n [rí2(Q,)]", Í, e L*ç0,7;H"), f', e r,2Q,T;H,)

Resuitados clássicos apresentados em Temam (cf. p.e. [39]) garantem a existência

- ::::ciriade de soluqão de (1.1).

O teorema seguinte apresenta estes resultados, para u sufi.cientemente grande, ou

- - suficientemente pequenos, quando n : 3. Antes, porém, enr:nciaremos aiguns

-.-'. :ecnicos que serão necessários na demonstração do Teorema. Estes lemas podem ser

:-::acios no Capítulo III, de Temam [39], juntamente com as suas respectivas demons-
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Para enunciarmos tais lemas definamos uma forma trilinear contínua. b. sobre I -

dada por:

b(u,u,-) : É [_ui(D;r1)u1dr.
i,i-1J11

Seu€V,então

b(u,u,u):0, Vu e [H[(fl)]".

Para u. u em Y'. denotamos por B(u, z) o eiemento de 7'. definido por:

(B(",u),-) : b(u,u,w) - b(u,u,u), Vw e V,

e colocamos

B(u) : B(u,u) eV',, Vu €V.

Lema 1.1. Suponha que 0 C R" (n :2,3) seja limitado e de classe C2. Se

u € V n [.fí2(Ct)]", então Bu e [22(O)]", e:

Lema 1.2. Se n:2, para qualquer conjunto aberto fl,

ll"llr"rol 121/a VIY?ot lgrad ,lt/,'tnt, V, € IIJ(0)

Lema 1.3. Se n :2.

lb(u,u.ttl)l < z1/2 lul'/'llull'/'ll"lll-1,/, ll.llt/,, Vr, u,u e [rro,(Cl)]"

Lema 1.4. Se u, converge para z. em L2(0,7;V), fracamente. e em Lr(..0,7;H), forte-

mente. então para qualquer função vetorial ?, com componen"tes em Cr(8),

lB"l < qlull/z llulllAult/2,

lB "l 1,rll"ll3 /2 lAult /2,

se n=2

Se n :3,

t, b(u r(t), u r(t), w(t))dt -- l,
T
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Lema 1.5. Se n:3, para qualquer conjunto aberto Q:

I lrl lr-tol 1 21 /z Vl'r/,i"llgrad,ult,a,*r, v u e fíl(Í-,)1"

Teorema 1.6. Suponha que n:2 ou 3, e

u! e v, n [Ií2(çr.)]", Í, e L*(o,T; H,),, Í', e t2(o,T: H,)

Entáo, existe uma única função u" satisfazendo:

(1.3) u, € L*(0,7;V") ) L2(O,T;\H2(ç1,)))

(1.4) u', e L*(0,7; H,) ) L2$.7;V,)

e

?t', - uLJ.r, * (ru

".(0) 
: u2, em

V)r.+Yp,:f",
o
" 

e€

em Qu
(1.5)

Demonstração: Procederemos a demonstração em seis etapas

Etapa i: Estimativas a priori.

Sejam (rí)reN, (Àí),eN respectivamente, as auto-funções e os auto-valores do prob-

lema espectral:

(1 6) (@],r)) : Àl(wj,u), para todo u € V,,

associado ao problema estacionário de Stokes

Problema aproximado: Consideremos o subespaço m-dimensionai de 1;, :
V,)[H2(ft.)]" denotado po, Í,^: lwi,uí,...,*'*1, gerad.o pelas m primeiras auto-

funções 'Lrur, t/ :7,2,. )rrt)... . Então, propomos o seguinte problema aproximado:

Encontrar u,,.(t) e Ír,n tai que:

(u',^(t),wl) + u((u,^(t),wj)) + b(u,*(t),u,^(t),wl): (f ,(t),u|),

j:1,...,ffii ,€[0,7],

ur^(o) : u2^ -- u2, forte, em V, a lHz $lr)l

55

(1.7)



Estimativa 1: A primeira estimativa a priori é obtida da seguinte maneira. lvlultiplicamos

a equação aproximada (1.7)1 por gr*n(t) e somamos estas equações para j - i.. .. .m.

Tomando em conta que b(u, u,u) :0. Vu. u e lH](f,)]", obtemos:

(1.8)

Então escrevemos:

d,
fi)",^(t)l' + zr1lr,-(t)I12 :z1,(t), r,-(ú)) í

c2+- lÊ(ú)l',
u

portanto.

(1 e)

Integrando (1.9) de 0 a s obtemos) em particular) que:

(u', *(t), r, *(t)) -t u llu, *(t) I l' : U, (t), u, ^(t)).

t 2cl f ,(t)l I lr,-(t) I I í "l 1",*(t)ll'

fifu"*(t)|2 + ull,,*(t)lf 
=:V,o)l'

+t,

: t,'

ll,,-(t)l l, d,t < lu2*1, *: l, lÍ,(ü12 dt

*: l,'u

3

lu,^(il' < l"?,,1' + lf,(t)12 dt s

.+ l,
0 ,

lf,(ü]|2 dt,u €

isto se projetarmos u9 em I/, sobre o espaço gerado por uf ,... ,w|n Assim.

( 1.10) sup lr,,,G)l' < l"2l' + lÍ,(ü12 &,
s € [o,r]

o que implica em que

(1.11) uem é iimitada em ,-(0, T; Hr) independentemente de m.

Agora integramos (1.9) de 0 a T para obtermos:

lu,*(T)l' + , l,
T

2
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(1. 12 ) uem é limitada em L'(O,T;l;,)

Estimativa 2: Devido a base especial, podemos escrever (1.7)r) como:

(1.13) (u',*(t),*? + u(Au,*(t),wl) * (Bu,^(t),w1) : ff,(t),w;),

pois por (1.6),

(1.14) (@i,r)) : (A*i,u): ).1(wl,u), Yu e V,

Tem-se então que, após a multiplicação por À;, podemos escrever (1.13) como segue

((u',*(t),wl)) + u(Au,*(t),,4w') * (Bu,^(t1,,1'*l): (Ê(Ú), ,+wl)

Muitiplicamos esta reiação por g j€m(t) e somamos para j --7,... ,ffii e obtemos

(1.15) !r!r1",,-tt)ll' + ulAu,,.(t)12 + (8u,,.(t), Au,*(ú)) : (/'(ú ), Au,^(t))

Consideraremos primeiro, o caso n:2. Do Lema 1.1' temos que:

I 
B u, *(t)l 1 c 1lu, *(t)l /' ll" 

" ^(t)ll I 
Au,,, (t)11 / 2,,

e assim deduzimos de (1.15) que:

)!rU""^ft)ll' + ulAu,*(t)1z <

S l /. (l ) l l 
Au 

" 
*(t)l + c1lu,,,(t)l' /' 11",,,(t)ll l 

Au,,. (t)ls / 2 3

I 
Au,,-(t)12 + L 

I f ,A)l' + íl Au,*(t)12 * c2lu,,.(t) l' I I 
r,- ( t ) I I 

n

e asstm

Portanto.

u

-4

fillr, ^lt)ll2 + u l.tu,*(t)l' 
= lV, t »' + 2rrlu, *(t)l' I l 

r. - ( t ) I I 

n
( 1.16)

úl



Em particular. fazendo o.-(ú) - 2czl""*(t)l'11","-,tt)j12. obtemos

Como u,^ e Z-(0, T; H,) ) L2(0,7;V,) independentemente de rn. segue-se que

T
o,,-(t) dt 1 c,

e daí resulta que:

(1.17) ue,, é iimitada em ,-(0, T;V,) independentemente de m

Voitando a (1.16), obtemos após integrarmos de 0 a T,

T

t,

*: Í,' ff"(ür dt tZcz fo' w,*{r)l2llu,,,(t)ll4 dt

u+-
4lf,(t)l'

1+-
u

uemA
u

-4

AL"^lt)12 dt < llr!- ll',-

De (1.17), e da equivalência da norma lAulgr6,y1, à norma induzida de [.F/2((-1.)]",

sobre lt a[H2(Q.)]", segue-se que:

liu,,,(T)ll' +, l,

( 1.18) ue,n é limitada em L'(o,Tilíz(Q,)))

Agora consideremos o caso em que n:3. Nola,mente. do Lema 1.1, temos que

e assim deduzimos de (1.15) que:

1d..
; |rll",-,tÍ) l l' + ulAu,,-(t)12 <

lBu,^(t)l 1 calluu,.(t)ll'l' lAu,,-(t)1112 .

< l/,(ú)llAu,*(t)l + ce 11",,,(t)ps12 lAu,,,(t)l'l' <

(ú)l'
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Portanto.

1.1e) fi|fu"^{t)ll2 + ,lAu,*(t)l' <';V,Allz + Z,sll,.-(t)l lu

Temos que,

cllullls,(n,)1, í lAulp,p"11", Vu € V,etlUz(fl,)]".

: assim, (1.19) fica

1.20) fi\fu,*lt)llz + "rllu,*(t)llfr,1n.y1, = ?* O,>2 + 2csllr"-(ü)llu,

-,nde t{(/") : l/,lL*p,r,H,1.

^A.gora desejamos que:

ô
.)

tl 
- 

-

1 1)
+ca 11'

0 < ú < fi,-rt\ ll",*(t)ll' í p, onde

iesde que llu!-ll < ll"3ll, sendo isto satisfeito se u\,n: P,-u\ for a projeção de u! sobre

r espaqo gerado por uf ,. . . ,u'*, em Vr. De fato, seja

z : max (1,11"","{r)ll') ,

-rde

tt: 4r.,u* (1 fulll,,4 ,tr.l,)
\cI/"/

:rrão, por um resuitado bem conhecido de G. Stampachia [36], a função z é em q.t.p

-:ferenciável e:

0, se ll".-(t)l f = t
dz

dt

dz

dt
d

dt

?ortanto, de (1.20), e da definição de p, temos:

z(0) :

(11""-(t)ll'), caso contrário

C3

v_

2

2
dz

dt
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::rodo que

1 4.(1 - cztp2) 1
1-t tlrt +4cJp'2 p2

para
l.L

--=--im temos que (2.21) é satisfeita e portanto a seqüêncià'ttrenr é iimitada em I-(0. T*iV,),

---:pendentemente de m, onde 7* : min(?,7r), e então, como antes. u"^ é também

-::ada em I2(0, T*,1H2(Q")]"), independentemente de rn.

Escolhendo-se u! e /., de modo que llu!ll seja suficientemente pequeno, e) /ú(/")

' u suficientemente pequeno ou y suficientemente grande, segue-se que 71 ) T, e portanto

_ :1.

:=timativa 3: Ivlultiplicamos a equação aproximada (i.7)i por g',r*(t) e somamos as

.,:,,-õ€s resultantes para j :1,... )m. Isto nos dá:

iu',^(t)12 + r(1r,*(t),u',*(t))) + bçu"^(t),u"*(t),r',^(t)): (/.(ú), ,',*(t))

:- particular, no tempo ú : 0,

_.)

:: anto.

l 
r!- (o) l' : (/, (0), ":- (0)) * u(L,uj,^, r:- (0) ) - b("2^, u2*,"!- (0)),

lr',,-(a)l < l/,(o)l * ul\,uo,*l + lBu!^1

: ..aro de (1.7)2 que:

,L"Z,-l S .oll"3*ll1a,1o.)1, í collu!ll1s,1o";1",

,::a para isto escolhermos u!- como a projeção ortogonal, em % alH'(O")]", de u! sobre

-:raço gerado por tuf ,. . . ,w7.

Agora, para Bu!,n, temos, pela desigualdade de Hôlder,

:: b("2^,u2*,u) 1 c1ll"3-lli,n(o) llgrad "3-llr-«ol lrl í
< ,rllu|.^ll ll"3-lls,1ç2; lul, para u e lL2(0")1",
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, _l I

-: Deio Lema 1.2. se n :2,

- 26) ll"2,.lL.rn1o. ) S zt l+lu\*l!,'o"; 
i s.^d u2,.1/,=çn"7

:ela observação da pág. 313, de Temam [39], esta mesma desigualdade é váiida em

-:' Q)1", assim:

I grad 
"2 

*l < c( Ç) ) | srad u! 
^ll/,'çn,, lu\ *l1l? o 

" 
t

- :o. de (1.26), (1.27) e daimersão de f/'(o,) ,- L2(e"), segue-se (1.2b), e daíobtém-se

- lS r lB"2,,l 1 rrll"3-ll li"3,,lia,(o. ) I czllu!11211,p,t

Finalmente. (7.23), (1.24) e (1.28) mostram que

- 2e) (0) é iimitada em Hr, independentemente de mu €m

- 30)

Podemos derilar a equação aproximada (1.7)1, na variável ú, e como
'. a L2(0,7;H,), obtemos:

(u! 
^(t), 

.í ) +, ((u'u 
^ çt1, *j )) + b(u,, * (t), u u,, (t), w;) +

+ b(u,*(t),r,,,n(t),wl): (Í:(t),u;), j :7,... ,m.

\iultipiicamos (1.30) po, g'tr^(t) e somamos as equações resultanres para J :
.m. e encontramos:

- 31) lu',*(t)l' * 2ulluL^(t)ll, + 2bçu,"^(t), u,^(t), u,,*(t)) -
: 2(f :(t), u,",.(t)),

-:ra vez que á(2. u,u):0, Vu € [I/J(0)]". Do Lema 1.8, se n:2, temos que:

lb(r'u,,(t). u,^(t), u',^(t))l < z, /, 1u,",,(t) . llr,,,n(f)l I I lr,^(t)ll

d

dt
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Daí. obtemos que:

Zlb(u'"^(t), u,*(t), u', *(t))l < ullu,, *(t) I l, + I lr.- (t) l' lu',, (t)l'

Assim. deduzimos. de (1.31), que

(1.32)
!rfu',^(t)l' + ;llu',,.(t)ll' s TV!@|, * a,*(t) . lu,,*(t)lr,

onde o.-(t) : ?||"","(t)llr.
Então, segue-se que:

,'lf!(t)l',

:lortanto.

1.34) ur* é limitda em ^t-(0. T: Hr), independentement e de m

Com (1.34), conciuímos facilmente de (1.32) que:

-.35) eTn é iimitada em L2(0,7;V,), independentemente de m

?
1/

*{r',^u)l'"*p (- l,' ci,*(s)-) 
} =:,'v!(t)r,*o (- lo' 

r,*{,)a,)

2

-u

1 33) lu',^(t)l' s 
{t":^(0)1, 

+ ,ru 
l,'1fl(,)1, 

d,}"*e (fr' ,,*tr) r,)

visto que a função u*n é limitada em L2(0,7;vr), independentemente d.e m, e

devido a (1.29). o lado direito de (1.33) é uniformemente limitado, para ú e {0,7), e m,
assim:

u

Agora consideremos o caso n:3. De (1.23), (1.24) e (1.2g). temos que:

- 36) lu',^(o)l s d, : l/,(0)l i ucoll"3llt.r,rn" ))^ * czll"Sllír,rn"lt,

Usando o fato de que:

lb(u,u,u)l < 
"ll"ll 

. ilrll . llrll, V u,u,w e V, ,

' o:\-.ot )
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deduzimos da equação (1.31) que

(1.38)
LL

dt
',^(t)l' * 2(u - cllu",,(t)l l)l l"!-(t)l l' < zlf:(t)l l"'"*(t)l

De (1.9) e (1.10), temos que:

(1.3e) ullu,*(t)ll2 < lf,(t)l' - 2(u,^(t),r',*(t)) S

lf ,(t)l' - 2lu"*(t)l lr:-(r)l <

112

cc'
;

c2

u

dz : ,2lf 
"121*1o,r.;H.).

Usando (1.36), concluímos de (1.39) que, em ú :0,

,? *z(t"lt'.ry)

ullu,*(o)lf 
= * + zat (1,o,1

an: *+ (1 + d?) (t": f .ry)

luL^(t)1,

onde

( 1.40)

(1.41) , Tdz

u )

1/2

d3

A hipótese mencionada na apresertação do teorema é que i, e suficientemente

qrande. ou, .f. e u! suficientemente pequenos, isto é:

1/2 T
1.42)

U,
exp l/j(s)lds

\-isto que d3 1da, obtemos, como umaconseqüência de (1.a1) e (1.42). que:

ut

7

u-cll",-(0)ll >0.

e entâo
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Deduzimos desta desigualdade que u - cllu,*lt)ll permanece positiva em algum

intervalo com a origem em 0. Denotemos por T"* o primeiro t < T tal que:

u-cll""*(t)ll :0,

ou) se isto não acontecer. Tr* :7. Entáo.

(i.43) u-cll",*(t)ll >0,

Com (1.43), concluímos de (1.38) que:

lr' ",-(t)l' < 2l f :(t)l lu',,-(t)l

Assim,

(7 + lu',^(t)12)exp

U;
7 1lu',^(t)l' < (1 + lu:-(0)l')"*p lfl(s)l ds

e por (1.36),

0<t<7,,n

(1 + lz!-(ú)l') S lfl(r)l(1 +lu'"*(t)12)

d

dt

d

dt

(-1,'llJ(,)lr,) ).0

fiw',*(t)l' +, (, -,C) lu',*(t)ll' s 2lÍ',(t) l,!(t)1,

d
--l-
dt

)

T
(1.44) t+lu'u, (t)l'< (1+df)exp r- ( .s ll d.s

De (1.39), (1.42) e (1.44), obtemos que

ullu,^(t)ll'<dn, 0 ( t1T"*,

ou ainda,

U,
0<t<7,,n

u - cllu.,,,(t)ll> , - rrl+ 0<t<7,^

Então T,*:7. e (1.38) imPlica que

0<t<7.
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e facilmente deduzimos desta relação que:

(1.45) u'r* é limitada em L'(o,T;Vr) n ,*(0, T; Hr)

Etapa ii: Passagem ao limite da equação.

Temos das Estimativa 1 e da Estimativa 3 que

uem é limitada en L2(0,,7;V,), independentemente de m, e

é limitada em -t-(0, T; H") ,-. L2(0,7; H,), independentemente de m
(1.46)

u ern

Assim, do Teorema de Compacidade de Aubin-Lions, obtemos para uma sub-

seqüência ainda denotada peio mesmo símbolo que:

(1.47) uern ) uet forte, em L'{0,7; Hr),

e das limitações em (1.46), ainda para uma subseqüência denotada pelo mesmo símbolo.

segue-se que:

(1,48)

(1.4e)

'uem - uet fraco, em L'(0,7;Vr)

u'rrn : u'r, fraco-estrela, em tr-(0, T; Hr)

Os resultados de convergência (1 .47) e (1.48) possibilitam-nos passar ao limite da

equação.

Seja agora tb e D(0,7). Muitipiicamos a equaEão aproximada (1.7)1 por T/(f). e

isto resulta na equação:

t,
T

t,

(u',,n(t), u;)ú' (t) at + u 
lo

((u 
","(t), 

u); ))rb (t) dt +
T

T
b(u"^(t),u,,n(t),-')rh@ O, : l, (Ê(ú), u,;)ú(t) dt

T
+

Passar ao limite dos termos lineares é fácil, porém para o termo não linear necessitamos

fazer uso do Lema 1.4 que garante que:

t, b(u,*lt),u,*(t),.;)rb@ O, - lo

T
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Assim. no limite quando m --+ &. obtemos a equação

T T

( 1 ,50)

(1.5i )

t,

*1,

T

(r!(r), wj)ú'(t) at + u 
lo

((".(t), wi))4,(t) dt+

TT
b(u,(t),u,(t),*)rl,(t) O, : 

lo
(/.(ú), wl),b(t) dt,

(r',(t),,")rh'(t) dt + u ((r,(ú), u)Stp(t) dt+

que e satisfeita. por linearidade, para qualquer combinação linear finita de u1, e pelo

argumento da continuidade. (1.50) é ainda verdadeira para quaiquer u € I"'".

Assim, de (1.50), temos que:

t,

u,(t): 
lo

t;

* l,' á(u.(Í), u"(t),r)",bU) Or : l,
T

(f,(t),u)tp(t) dt.

para toda u Çl' e ú e D(0,7). Portanto, de (i.51)' concluímos que

u'r-uLu,r*Bur: Ír, L(D(o,D;v!)em

Mas, como u'" e L*(0,7;Hr), Ar. € I*(0,f;lH-'(O")]", Br, € 14(0,7;llz(Q")]") .

/. e I-(0,TiH,), obtemos que:

(1.52)

Etapa iii: Introdução da pressão

De (1.51), temos que:

(1.53) ("!(t), u) + u((u,(t), r)) * (Bu,(t),u) : (/"(/), u),

q.s. em [0,7], Yu €Vu.

Definamos agora:

u'u - uLu, * Bu, : Ír, em Ln(O,T;1'!)

Bu,(s) ds, F.(ú) :t; t;u"(s) ds, B,(t7 :

trO

/,(s) ds



Assim. temos que

(i,,8", f} € C'([0, T);Í'!)

Integrando (1.53) de 0 a l, obtemos que

(",(t) - u0,,u) + u((u,(ú), r)) + (8,(t),u) - (ft(Ú), u), Y u e l'".vÚ € [0' 7],

Daí, segue-se que:

(""(t) - u! - uLU,(t) + B,(t) - .P.(ú), ,) v;,v, : 0,

Yu €V", Vú e [0,?].

Pela Proposição L1,1, de Temam [39, p. 14], para cada Ú € [0,7], existe G,(Ú) €

D'(Q,) tal que:

(1.54) u,(t) - u! - uLu,(t) + B,(t) - f.(ú) : grad G"(t)

Pela Proposição i.1.2-ii, de Temam [39], G'(Í) € ,2(fr'), pois D;Gu(t) e n-t (C).). Assim,

grad G. € C0([0, T);[H-'(f),)]") e portanto G, e C0([A,T);L2(Q.)). Isto nos possibiiita

derivar (1.54), na variável f , no sentido das distribuições em Q,. Colocando-se pe : #,
resulta que:

(1.55) u',(t) - uLu"(t) + !(", ' v)r, * grad p" : Í,, em -La(0,T;lH-' (f2.)]")
ÍL

Etapa iv: Verificação da condição inicial.

De (1.17) e (1.21), na Estimativa2, temos que

(1.56) uem - ue', fraco-estrela, em tr-(0, T;Vr),

e de (1.34) e (1.45), na Estimativa 3, temos que

(1.57) ,'",n I ,',, fraco-estrela. em I-(0, T; Hr) -- L1(0,7; H,)

o/



Assim. de (1.56) e (1.57). pelo Corolário 4.1.2. temos que

(0 , u,,"(t)) v: ,v, ---+ (0 ., u 
"(t)) v! ,v, )

para qualquer á €V:, e para qualquer ú € [0,7]

Em particuiar, para ú : 0,

(d, u,-(0)) v!,v" + (á, z.(0)) v!,v" ,

paraqualquerá e V:.

Mas, de (1.7)r,

u,*(0) - ,r:, fraco, em V",

isto é,

10, u,*(0)) v:,v. -------+ (d, z.(0)) vJ,v.,

para qualquer ú e V:.

Da unicidade do limite, e do Teorema de Hahn-Banach, segue-se que ur(0) : s0

Etapa v: Unicidade.

Vamos primeiro ao caso n : 2. Sejam u, e ú, duas soluções nas condições do

Teorema 1.6, e seja u.,, -'u,€ ú.. Então:

(1.5s) (-',(t),u) + u((w,(r), r)) + b(u"(t),u,(t),u) - b(ú,(t),r,(t),u) : 0,

Yu e V, no sentido deD'(0.t).

ur.(0) : g

Temos que,

(1.59) b(u,,u,,u) - b(u,,ú,,u) : b(uu,u,,u) * b(u,,u",u) - b(*,,u,,u)

Assim, substituindo (1.59) em (1.58), e fazendo u : w"(t), obtemos que

7d
(1.60) ,dt l*,(t)l' + ullw,(t)ll2 : -b(w,,u,,u,) 1

s » l.,ilY,'rn.t
l or,;lt^-l
loril

)

i,i=l
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pela Desigualdade de Hôlder.

Agora. pelo Lema 1.2, temos que:

(1.61)

Temos que:

Logo. de (1.61), conciuímos que

(i.62)

Portanto.

ou seJa.

( 1.63)

(1.64)

llullT^ça,) S 21/+ l"l'/lp,; I s.ud ,l'/,'@"), v , € ãJ (o" )

Assim, de (i.60), obtemos que:

7d
Ufit.,tt)l' + "lLr"(r)ll' < , f I,".i l'/'ll*,ill'/' llu,oll lr,,11/2 llu,illlt2

i,i:l

ll",;llaà(o") S ll")1r", Vu,:(u"t,u"2)e V,,

l-,il!,'p,t <ldll, vu,: (u)"t,wu2) € H,

e

1

2 fiw,u)l' +,11.,,(t)l l' 1 ,1*"1 llr"ll ilr,il

frl."frlf + 2,11."(t)ll' sz,ll,.(t)l f * *@,e)1, Í1,.(ú)11,,

lr"(Í) l2 < e,Q)lw.(l)l', onde 0"(t) : {lfu"{ült,
d

dt

De (1.63), pelo Lema de Gronwall, resulta que

u,(t) : g, em [0,7]

Agora, vamos ao caso n :3. Temos de (1.60), que:

d
l* "(t)l' * 2ull.,(t)l 12 : -2b(*,, u 

", 
u,)

dt
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Então iimitamos o lado direito de (1'64), por:

(1.65) lb(*",u,,w,)l < rll*"llrn1n";llu.ll1"1o"lllr.ll,

pela desigualdade de Hôlder, e usando o fato de que

b(* r, u * u r) : -b(w * u r,, u r).

Agora, pelo Lema 1.5, temos que:

(1.66) lulyep.) Szt/z l"ltftn,llls'ua ,llt,n<n,t, vv e ríJ(o.).

Assim, de (1.65) e (1.66) obtemos que:

(1.67) lb(.,,u,,w,)l S "l*,1'ln ll*"ll'ln ll",llrn(o.) (
< ullw,(t)ll' + .1r.1ú)12 llu.(ú)ll?.rn"r.

Daí, resuita que:

d ..Õ

fil-,O12 s 0,(t)l-"U)l' , onde 0, : cll"'(t)ll?*rn.l.

Como u. € tr*(0,7;V,).* -L8(0,7;lLa(A)1"), tem-se que afunção Í * ll""(t)ll?.tn"l é

integrávei e a demonstração se conclui como no caso n :2-

Etapa vi: Final da demonstração.

Demonstramos pela extração de uma subseqüência ainda denotada por ?l'ena) que a

subseqüêncía Lr,,,n satisfaz (1.56) e (i.48)2, com o limite u. satisfazendo (1'5).

A unicidade da solução de (1.3)-(i.5), permite-nos deduzir que toda a seqüência

(r,,,) satisfaz (1.56) e (i.48)2, e uma vez que ue € L'(0,7;V, ÀlH'(Q")]") " "! €

L'(0,7;V,) concluímos que u. e C0([0,7);V,).

Teorema 1.7. Suponha que (I.2.1) seja satisfeita e considere uma seqüência de dados

satisfazendo:

i2 - u', fraco, em V atlHz(O)]"

fraco- estrela, em I-(0, T; H):*^+.-+
J€ J

(1.68)

Í! - Í' , fraco, em L'(O,T; H)

Ã(o) - /(o), fraco, em H
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Então. a seqüência de soluções do problema do Teorema 1.4 satisfaz;

( 1.6e)
ú A ,, fraco-estrela, em ,-(0, T;V)

P,(pr) - p, fraco, em Ln(0,7; L2@)lP.)

onde Q, é o operador. prolongamento da pressão, definido na Proposição 4.2.2. e lu,p) é

a única soluçáo do sistema homogeneizado:

( 1.70)

u' - uL,u * (" .V)u * uMu *Vp: f ,,

div u :0, em A
u :0,, sobre X

u(01: uo, em f)

u € Co([O,4;V)

Demonstração: Procederemos a demonstração em seis etapas

Etapa i: Estimativas a priori.

Temos da Estimativa 2, e da Estimativa 3, do Teorema 1.6, que:

em a

Uem ^ Uet fraco-estrela, em ,-(0, T:\/,), e

fraco, em L'(0,7;Vr)€m ' y'-.
êr

u

Assim, do Teorema de Banach-Steinhaus, temos que:

(1.71)
llú'll1-10,r;v) S l*ygf llu.,,"llr*p,r,v"1 1 ,, Ve > 0

ll7"llr,<r,r;D íiHySllu'.,^l}.,p,r,v.1 1 ,, Ve > 0

Assim, resulta que:

", é limitada, em Z-(0,7;V), independentemente de E > 0

,/, é limitada, em -t2(0, T;V), independentemente de e > 0
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Logo. existe subsucessão. ainda denotada peio mesmo símbolo, tal que:

(r.72)
ú, a u, fraco-estrela, em Z-(0, T;V)

4 ^ u', fraco, em L'(o,T;V)

Agora. de (1.55), obtemos que

(1.73) Yp" : -u'u * uL.u" - Bu, * Í,, Ln(o,r;lH-t (o")1") À L2(a.T;lL2(a,l )em

Da iimitação de cada termo do lado direito de (1.73), em La(O,7; [I/-r(fl,)]") n
L'(0,7;lL2(Q,)]"), independentemente de €, segue-se que Vp, é limitado nesse espaço, em

particular:

llVp'll7np,r;1u-,(e.)1") ( c, independentemente de e.

it{as, como,

lp,U)lrp,)/R S cllVp.(t)ll1.r-,1o.;1", q.s. em ú e [0.f]

(cf. Temam [39, Lema l.2.-ii, pág. 15]) e ainda do Teorema A.2.2-ri^ temos que:

18.(p"(t))l L2(a")/R- <.llp.(ú)llr,(a)/a., q.s. em , € [0,7]

Assim. obtemos que:

llQ.(p.)llue,r,r,(a)/R) S cllp"ll;.10,7;12(e,)/R) S.llvp"llurc,r,ln-,(oé)la) < c.

independentemente de e.

Logo, existe subsucessão, ainda denotda pelo mesmo símboio, tal que:

( r.. /D.) Q,(p") ^ p, fraco, em Ln(o,T;L2@)lP-)

Etapa ii: Passagem ao limite.

Do Teorema 1.6, temos que

u'r-uVu"*Bur*Vpr: f",

div u, : g, em 8,
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Compondo a equação (1.76) com u;(t)ttí(*)ç(r), onde u' e D(0.7), ç € 2(0) e u'[

como no quadro funcionai abstrato (L2.1), obtemos:

(1.77) (u',,4,(t)w'r@)p(*)) q, * , (-4r., {:(t)ui@)ç(r)) q, *

t (Bu,,l:(t)ui@)ç(*)) q, * (Vp., r[(t)wi@)ç(r)) q. :

: (Í,, t!(t)wl,(x)ç(")) q,,

onde ( .,.)Q", aqui e daqui em diante' denotará a dualidade entre L'(0,r;lF-'(f),)]") "
L,(g,T;líà(fr,)]"). Procedendo como na passagem ao limite do TeoremaÍ-3.4, obtemos

que

(1.78) \u'", v-í pi q. *, \v qí - L*í, ri,u,ç) e. -

- , lo"Vwi.ti:u,Y9 
d,rd,t * , 

lo,Vu,.l:utiYç 
d,xdt+

* \Bu,,ri,.íV)O, - lO p,rbwí.Yç drdt

lo.
*u qírhr,.V ç dxdt : \f ,,rh.'*?) e"

Análise dos termos, em (1.78):

1q Termo: Apiicando Fubini, obtemos que:

T

(1.7e)

Mas, da hipótese (I.2.1-iii)2, e do Teorema de Rellich-Kondrachoff, para uma sub-

sucessão, ainda denotada pelo mesmo símbolo, temos que:

\u'rrthus't ?) e" : lrr, - (1, ttut, dt 

) 
dr

(1.80) u'k ^ €k, forte, em lL'(A)],

e de (7.72)2,

t, $u' dt. fraco, em [fío'(fr)]"t,
T

tfsu', dt -
T
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e ainda para uma subsucessão. temos que

t,
T

t,
T

ti;ut, dt ^ au dt forte. em [r'(O)]".

Assim. de (1.80) e (1.81), obtemos a seguinte convergência em (1.i9)

(1.8i )

(1.82) (u'r,rb.'odO, - ln

(Bu,,rh.ído,: 
lo

T
e*P ,b

U,
dt dru

O único termo, além do primeiro termo, que é diferente, em relação à equaçáo do Teorema

I.3.4. é o quinto termo. assim anaiisaremos apenas mais este termo.

5q Termo: Temos que

(1.83)
T

a b(u, , u, , u'k ,p) dt,

onde

b(í;,, ú,,, w7, ?) : ((ú'.V) ú,, u'xP)o .

Para analisarmos a convergência deste termo, necessitaremos do seguinte lema.

Lema 1.g. suponha que n:2 ou 3. e seja uma seqüência (,p.) tal que:

Çe ^ ?, fraco, em [Ir'01(0)]", e

V.p. : 0, em fl

Então.

(ç,.Y)ç, - (ç.Y)ç, forte, em [ã-'(ft)]"

Demonstração: Cf. G. Allaire [1, Lema I'7.1].

De (1.72), temos que:

ú" a ,, fraco-estrela, em tr-(0, T;V)

í, ^ u' , fraco, em ,'(0, T; H)
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Assim, da Proposição 4.1.1. obtemos que

ú,(ú) - u(ú), fraco, em V + lH!(O)]", "
em í), para todo ú € [0,"].

1.84)

i.85) (ú.(/).V)ú,(ú) * (u(t).V)z(t). forte. em [I/-'(O)]", Vt e [0,71

(1.86) u"k? ^ €k?, fraco, em [Ao'(Cl)]",

de (I.2.1-iii)2.

Portanto, de (1.85) e (1.86), obtemos que:

ú (t) ((ú,(t). V ) ú 
" 

( ú ), wi p) a --,1' (t) ( ( u (t ). V )u (t), 
" 

o p ) o,

Vt e [0, ?].

Como, do Lema 1.1,

I ((ü.(ú).V )í,,(t), u'rd a | : | 
ó(u, (ú ), t',(t), w'*, ?)l í lg(t) ln € rt (0, T),

Iogo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,, obtemos a seguinte con-

vergência em (1.83):

0(r)ú"V

Logo, peio Lema 1.8, temos que:

e

(1.S7) \Bu,,rb.íç)q.--' lo' 
t! (fu.V)u,eçe)n dt.

Agora, passando ao limite da equação (1.78), fazendo g : ?k, somando em k.

considerand.o Õ : (pt,p2,,...,?n) € [2(çt)]", combinando (1.82) e (1.87), e apiicando

Fubini, obtemos:

( [ r'.*0,,Ú) +Q\Mo'ule,tb)p,,o10,r1+
\Jo I D,,D(o,T)

+ (, I vu.ooar. Ú) t \(Bu,Q)ç,ú)o,.D(o,r')
\ J0 / Dt,D(0,7)

((Vp, e) e , ú) o, .D(o .r) : ( [^ f .e h,ú ) _' \JQ / D' ,D(0,7)
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\iisto qte IuI é simétrica. resulta que:

(1.s8) ("'Õ) * u (Mu,§) + u((u,o)) + (Eu, Q)n * (Vp, iD)o : (/, o)'

em D'(0,7), VO e [2(C))]".

Como 2(fl) é densoem I/sr(O), segue-se que (1.88) é válidaparatodo u e lH[(O)]"'

Etapa iii: !-erificaqáo da condição inicial.

De (1.84)r, temos que:

\0,ú1,(t)) v, ,v P,u(t)) v, ,v t

para quaiquer d e V', e para qualquer Ú € [0,7]. Em particuiar, para Ú:0,

(0, ü,(0)) v,,v '--+ (d, u(0)) v,,v ,

para qualquer 0 e V' .

Mas. de (1.68)1,

ür(0) - vo, fraco, em V,

isto é,

(0,ú,(O)lv,,v -+ (0,r0) v,,v ,

para qualqrer 0 € V' .

Da unicidade do limite, e do Teorema de Hahn-Banach. tem-se que z(0) : 7o

Etapa iv: IJnicidade.

sejam (ut,pr) . (ur,pz) duas soluções dadas pelo Teorema 1.7. Então o par (*,, q) :

(u - ú,p - p) é uma solução de:

(1,8e)

w' - u\u * Bu - Bú * uMw * Vq : 0, sobre [0, 
"]

div u.r :0, em A
?r; :0, sobre E

tr(0) : g, em l)

76



Assim compondo a equação (1.89)1 com u € IHJ(f))]". obtém-se que

l*' (t),r)o * ua(w (t), u) + b(u, u, u) : b(tt', ú,, u) + u \M w(t),')o * (Vq, u) : g

Daí resuita em que:

(1.e0) (r'(t), r)o * ua(w(t),u) + b(w,u,u) + b(u,w,u)

- b(.,w,,u) * \Mu(t),r)o * (Vp, u)n : 0,

Vu € [I/á(f))]", no sentido de 2'(0,?), uma vez que b(u,u,u) - b(tt,tt,r) - b(w,u.u) *

b(u,us,u) - b(w,7D,u).

Fazendo em (1.90), u : u(t), obtemos:

lr(t)l' t Zull.(t)ll' + z, (Mw(t),r(t))o 1 2b(w,u,?D) : 2b(w.w.u)

Então limitamos o lado direito Por:

(1.e1)

(1.e2)

d

dt

lb(w,w,u)l í Coll*llrn(o) ll.llpàrol llull;.1oy'

pela Desigualdade de Hôlder.

Daí,,f.azendo uso do Lema 1.5, no caso de n:3, e do Lema 1.2, no caso de n:2,

resulta que:

d, /,\t2 / rt,\t /t\12

fil-(t)|'z< /(t)lu(t)l ,

onde a funqão t +> f (t) é integrável, donde concluímos que:

u(t) : 6' em [0' ,.]'

Etapa v: Regularidade da solução.

Temos que uE e Co([0, 
"]; 

%), assim ú, e C0 ([0,7]. V)' Agora, como:

t, 1 ,, fraco-estrela, em Z-(0, T;V)

concluímos que u e Co([0, T1;V)
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Etapa vi: Final da demonstração.

Demonstramos. pela extração de uma subseqüência (ainda denotda por e ). qtle as

subseqüências u, e Qr(pr) satisfazem (1.69), com o limite (u,p) satisfazendo (1.70). A

unicidad.e da solução de (1.70) permite-nos deduzir que a seqüência inteira satisfaz (1.69)'

Isto compieta a demonstração. I

Teorema 1.g. Suponha que as hipóteses do Teorema 1.7 sejam satisfeitas com a hipótese

adicional de que:

fi ^ ,o, fraco, em w,

onde

W : fecho de V em [.rfr2(O)]",

sendo,

V: {u € [2(C))]";div u:0]

Então, para qualquer I € [0,7], fixado, temos

( 1. e3)

(1.e4)

ú,(t) ^ u(t),, fraco, em V

( 1. e5)

(1.e6)

lnlru(r,t)12 
d,r t \Mu(x,t),u(x,t))o S limr;f 

ln,lru,(*,t)12 
dr.

lr' lrlAu(x,s)12 
dxds < liminr 

lr' lr,lAu,,(x,s)12 
dnds

E(t) < liminf E,(t),
e.-0

E,(t) --!rlrr,t)l'p,1o";1., *; l, @u,(s)llr,(o")1, d,

e

1

2
)

2 ,1[',t ^ 1

Ir.,p11^' * ; J, lAu(s)lf v..1o;1' ds + ,(Mu(t), "(ú))o '
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Demonstração: Temos de (1.84)1 que:

ú',(t) - u(t), fraco, em v, vt € [0,7]'

o que nos dá (1.g3). Para a obtenção de (1.94), basta aplicar a Proposição 4.2.1.

Agora. da Estimativa 2 do Teorema 1.6, (ver p.ex. (1.18)), temos que, em particular:

uetn é limitada, em L'(o,T;lH2(Q,)l), I € [0,7].

e portanto,

'ttrem - ue, fraco, em L'(0,t; [Íí2(CI')]"), Í € [0,7],

ou ainda.

Aur^ - ALtr, fraco, em L'(0,ú; [r2(o')]"), ú 6 [0,7]'

Assim, da convexidade e da semicontinuidade inferior da norma, temos que

Au, : lAu,lçp,,yr,qn )1.) í liplnf lAu,^|",@11r,(o.)l') < c
Lz (0 ,t;lL2 (A))^ )

para ú € [0,?], independentemente de 6, e daí resulta, para uma subsucessão, que

É,' Au, fraco, em L'(0,Í; [r2(0)]"),

e por conseguinte, obtemos que:

l,' lrlAu(x,s)12 
dxdsí iig,írr 

lr' Ilã,@,s)12 
tud's,

o que nos dá (1.95).

Agora, somando as desigualdades (1.94) e (1.95), obtemos:

f
Jnlvu(x,t)12 

d.x * (Mu(x,t),u(x,ü))o + lr' lrlAu(x,s)12 
dxds <

í rigrpf 
ln.rou,rr,t)12 

dx+ ig1 lr' I"lã,ç,,s)12 
drds <

s rip,ãir (/ fo".f *.,ü12 o* * l, ln,rã,O,s)12 
drds) ,

e assim obtemos que:

E(t) < limipf E'(ú),
€40

o que nos dá (1.96)
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Apêndice A

4.1 - Alguns Resultados de Compacidade

Proposição A.1.1. Sejam X e Y espaços de Banach reflexivos com X -t Y compacta e

densamente, e suponha que:

g, 1 g, fraco estrela, em ,-(0, T; X)

gt, . gt, fraco, em ,'(0, T;Y)

Então. 9e converge para 9, em C9([0,7];X), i.e',

(4.1.1) (g'( ' ), ul x,x,- (g( ' ),u) v,v, , co([0, 
"]).

em

para todo u €. X'

Demonstração: (Ver em D, Cioranescu, F. Murat, P. Donato e E. Ztazua [9, p.262])

Corolário A.1.2. Suponha que

. a ,, fraco-estrela, em I-(0, T;V)

tú :- nt , fraco-estrela, em tr-(0, T; H) '-- L|(0,7; H)

Então:

(A.1.2) (0,í,,(. ))o - (á,rt ' ))n, co([0, 
"]),

1)

u

em

para qualqter 0 €V'

Demonstração: Temos que V + H, compacta e densamente; assim. fazendo 9, : õ",

X --Ít, eY :.[/, da Proposiçáo A.1'1, obtemos o resultado'
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A.2. - Revisão do Problema de Stokes Estacionário

Proposição 4.2.1: Suponha que as hipóteses (2.1)i a (2.1)' sejam satisfeitas' Então,

para toda seqüência z' tai que:

(A.2.1)

temos que:

ze - z, fraco, em [frJ(Cr)]"

V.z, ---rY'2, forte, em L'(çl)

z, :0, sobre os buracos (",)I(r-) ,

(A.2.2)

Demonstração: (Ver em G. Allaire [1, p. 5] e [2, p.16])

Operador de extensão para a pressão.

Seguindo a idéia de Tartar (ver [37]), constrói-se um operador de extensão para a

pressão baseado na hipótese (2.1)"i.

Proposiç áo A,.2.2. Se existe um operador iinear R, satisfazendo (2.1),1, então o operador

Q, definido por:

(A.2.3) (V[P,(p')], u)o : (Vp., R,u)a,

para cada u e lg](f))]", é um operador linear contínuo de ,L2(fl.)/R em L2@)lR tal que

para cada p, Ç L2(ç1.-)lR,, tem-se:

i) P"(p,): pe, em.L2(Ct")/R.

ii) llp.(p.)ll7zça1/x < cllp'llyzp,1ln.

iii) llV[P,(p,)]llfa-1(o)t, < 
"llVp.llla-'1o.;1',

onde c é uma constante que não depende de p" ou e'
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Demonstração: (\,er em G. Allaire [1. Prop. I,2.ó, p.25] e [2, Prop. i.1.+. p.9])

Proposição A.2.3' Seja (u',p") solução do sistema de Stokes (A'2'a)

Seja ú. o proiongamento da velocidade por 0 em f) - Q''

Seja P.(p") o prolongamento da pressão' onde P' é o operador definido na Proposi-

çáo A.2.2. Supondo-se que a hipótese (2.1) seja satisfeita, e notando-se que M é a matriz

composta pelos vetores coluna (pt) r=, (ver Lema I'2'1)' então:

(ú,,P,(p")) - (r,p), fraco, em t/ío1(Cl)]" x ['2(0)/R]'

onde (u, p) é uúnica soluçáo do sistema homogeneizado (A'2'5):

(4.2 4)

(4.2.5)

Encontrar (u",p,) € t/íá(f)')1" xlL2(a)lRl tai que

Yp, - Lu": -f, em í)., com / € [''?(çl)]"

Y'ur:0, emO.

Encontrar (u,p) € tIIà(0)1" x [,2(Cl)/R] tai que:

Yp- Aut Mu: /, em O

V.u:0, em í),

e

(4.2.6) lYú,|?r,p)1., lV"lirtnlt " * 
(Mu''u)n

Demonstração: (ver em G' Allaire [1' Th'I'3'1 e Th' I'4'3' p'35 e p'50] e [2' Th'1'1'8 e

Prop. 1.2.2, P.72 e P.16])'

4.3 - Resultados Básicos

Teorema 4.3.1 (Dunford)' Seja (0, X, p) um espaço medida finito e X um espaço de

Banach tal que X e X' têm a propriedade de Radon-Nikodym' Um subconjunto 'I{ de

L'(lr,X) é fracamente relativamente compacto' se:

82



i) /{ é limitado (em L'(p,X))

ii) 1{ é uniformemente integrável, i.e., .fn ll/llx dp - 0, quando p(E) - 0. uniforme-

mente, em -I{.

iii) Paracada E €D,oconjunto {ÍrÍdp,,Í e I{} é fracamenterelativamentecompacto

(em X).

Demonstração: (Ver em J. Diestel e J.J. Uhl, J.R., [12, p.101]).

Proposição A.3.2 (Phiiiips). Espaços de Banach reflexivos têm a propriedade de Radon-

Nikodym.

Demonstração: (Ver em [12, Coroiário 13, p.76])

Teorema A.3.3. Um subconjunto It de Ll(p, X) fracamente compacto é necessariamente

uniformemente integrável.

Demonstração: (Ver em [12, p.10a]).

lil§Iiluil[ii.' 
-: |[R.l.

BtBLIO-:--i')A
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